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本 书 是 美国 伊 凡 斯 维尔 大 学 电子 与 计算 机 工程 专业 的 DSP 课 程 教材 ， 注 重 理论 与 应 用 相 结 
合 ， 前 7 章 重点 讲述 数字 信号 处 理 基 础 理论 和 知识 ， 包 括 DSP 的 概述 、 线 性 信号 和 系统 概念 、 
频率 响应 、 抽 样 和 重建 、 数 字 滤波 器 的 分 析 和 设计 、 多 速率 DSP 系 统 ; 后 4 章 侧重 于 DSP 应 
用 ， 包 括 数字 滤波 器 的 实现 、 数 字音 频 系 统 、 二 维 数字 信号 处 理 和 小 波 分 析 。 本 书 可 作为 电子 
信息 、 通 信 、 控 制 、 仪 器 仪表 等 相关 专业 本 科 生 的 DSP 课 程 教材 ， 对 初级 DSP 工 程 师 也 是 一 本 
实用 的 参考 书 。 


本 书 特色 | 
e 内 容 丰 富 ， 实 例 和 案例 选材 得 当 ， 有 助 于 读者 理解 理论 知识 ， 并 引导 读者 深入 学 习 应 用 
e 前 7 章 涵盖 DSP 核 心 内 容 ， 既 可 以 按照 章节 的 顺序 进行 讲解 ， 也 可 以 将 第 4 章 放 在 第 5 章 和 
第 6 章 的 后 面 讲解 ， 可 以 让 读者 对 DSP 硬 件 有 更 多 的 了 解 。 
e MATLAB 仿 真 贯穿 全 书 。 每 章 后 面 增加 了 大 量 的 概念 题 ， 有 助 于 读者 理解 各 种 变换 的 计 
算 方法 ， 同 时 对 DSP 系 统 的 开发 有 直接 的 认识 。 
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文艺 复兴 以 降 ， 源 远 流 长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规范 ， 使 西方 国家 在 自然 科学 的 各 个 领域 取得 
了 人 垄断 性 的 优势 ; 也 正 是 这 样 的 传统 ， 使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 间 名 家 辈出 、 独 领 风 骚 。 在 商业 
化 的 进程 中 ， 美 国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧 密 地 结合 ， 信 息 学 科 中 的 许多 泰山 北斗 同时 身 处 科研 和 教学 
的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科学 著作 ， 不 仅 璧 划 了 研究 的 范畴 ， 还 揭示 了 学 术 的 源 变 ， 既 遵循 学 术 规 
范 ， 又 自 有 学 者 个 性 ， 其 价值 并 不 会 因 年 月 的 流逝 而 减退 。 

近年 ， 在 全 球 信息 化 大 潮 的 推动 下 ， 我 国 的 信息 产业 发 展 迅猛 ， 对 专业 人 才 的 需求 日 益 迫 切 。 这 对 我 
国教 育 界 和 出 版 界 都 既是 机 遇 ， 也 是 挑战 ;而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 上 显得 举足轻重 。 在 我 国信 息 技 
术 发 展 时 间 较 短 的 现状 下 ， 美 国 等 发 达 国家 在 其 信息 科学 发 展 的 几 十 年 间 积 汗 和 发 展 的 经 典 教 材 仍 有 许多 
值得 借鉴 之 处 。 因 此 ， 引 进 一 批 国外 优秀 教材 将 对 我 国教 育 事 业 的 发 展 起 到 积极 的 推动 作用 ， 也 是 与 世界 
接轨 、 建 设 真正 的 世界 一 流 大 学 的 必由之路 。 

机 械 工业 出 版 社 华章 公司 较 早 意识 到 “出 版 要 为 教育 服务 ”"。 自 1998 年 开始 ， 我 们 就 将 工作 重点 放 在 
了 迟 选 、 移 译 国外 优秀 教材 上 。 经 过 多 年 的 不 懈 努 力 ， 我们 与 Pearson, McGraw-Hill, Elsevier, John 
Wiley & Sons、CRC、Springer 等 世界 著名 出 版 公司 建立 了 良好 的 合作 关系 ， 从 他 们 现 有 的 数 百 种 教材 中 
王选 出 Thomas L. Floyd, Charles K. Alexander, Behzad Razavi, John G. Proakis, Stephen Brown, Allan 



























































R. Hambley, Albert Malvino, Mark I. Montrose, David A. Johns , Peter Wilson , H. Vincent Poor, Dik- 
shitulu K. Kalluri , Bhag Singh Guru, Stephane Mallat 等 大 师 名 家 的 经 典 教材 ， 以 “国外 电子 与 电气 工程 
技术 丛书 ”为 总 称 出 版 ， 供 读者 学 习 、 研 究 及 珍藏 。 这 些 书籍 在 读者 中 树立 了 良好 的 口碑 ， 并 被 许多 高 校 
采用 为 正式 教材 和 参考 书籍 。 其 影印 版 “经 典 原 版 书库 ”作为 姊妹 篇 也 越 来 越 多 被 实施 双语 教学 的 学 校 所 
权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一 流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ， 这 些 因素 使 我 们 的 图 书 有 了 质量 
的 保证 。 随 着 电气 与 电子 信息 学 科 建 设 的 不 断 完善 和 教材 改革 的 逐渐 深化 ， 教 育 界 对 国外 电气 与 电子 信息 
教材 的 需求 和 应 用 都 将 步 人 一 个 新 的 阶段 ， 我 们 的 目标 是 尽善尽美 ， 而 反馈 的 意见 正 是 我 们 达到 这 一 终极 
目标 的 重要 帮助 。 华 章 公司 欢迎 老师 和 读者 对 我 们 的 工作 提出 建议 或 给 予 指正 ， 我 们 的 联系 方法 如 下 : 
华章 网 站 : www. hzbook. com 
电子 邮件 : hzjsj@hzbook. com 
联系 电话 ; (010) 88379604 
联系 地 址 ; 北京 市 西城 区 百 万 庄 南 街 1 号 华章 教育 
邮政 编码 : 100037 华章 科技 图 书 出 版 中 心 
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20 世纪 以 来 ， 电 子 信 息 技术 得 到 了 迅速 发 展 ， 数 字 化 与 信息 化 已 深刻 影响 并 改变 着 我 们 的 生存 和 发 
展 方式 。 数 字 信 号 处 理 课程 是 电子 与 电气 信息 类 学 科 专 业 的 核心 课程 ， 相 关 的 原理 和 技术 是 通信 与 控制 等 
诸多 学 科 的 基础 。 由 于 工业 化 起 源 于 欧美 国家 ， 催 生 了 其 在 电子 与 电气 信息 领域 有 着 诸多 的 发 现 和 发 明 ， 
特别 对 信息 技术 的 发 展 发 挥 了 重要 作用 。 因 此 ， 我 们 需 面向 世界 和 未 来 ， 引 进 国外 优秀 的 教学 素材 FS 
其 先进 的 教学 理念 和 课程 体系 ， 在 教学 实践 中 结合 国内 高 等 教育 的 特点 ， 以 期 提高 课程 教学 效果 和 人 才 培 
养 质 量 。 

机 械 工 业 出 版 社 引 进 了 系列 化 的 国外 教材 ， 本 教材 由 美国 Dick Blandford 和 John Parr 教授 主编 。 该 
教材 体系 结构 清晰 ， 内 容 翔实 丰富 ， 特 别 注重 理论 技术 与 工程 实际 的 紧密 结合 。 教 材 中 示例 和 案例 选材 得 
当 ， 有 助 于 读者 理解 相关 内 容 并 有 助 于 引导 读者 尝试 应 用 。 在 翻译 该 教材 的 过 程 中 ， 充 分 领会 原作 者 的 教 
学 意图 ， 并 结合 自身 多 年 教学 经 验 对 部 分 文字 或 内 容 进 行 了 适当 意译 或 修改 (英文 原 书 更 像 是 教学 手稿 ， 
存在 百 余 处 文字 错误 或 表述 瑕 症 ， 中 文 翻译 版 已 全 部 校正 ) ， 以 达 精 益 求 精 ， 期 望 此 教材 译本 对 读者 有 所 
神 益 ， 对 国内 相关 教材 建设 具有 积极 影响 。 

全 书 共 11 章 ， 其 中 第 1 章 、 第 10 章 和 附录 由 姚 和 畅 翻译 ， 第 8 章 和 第 9 章 由 李 居 朋 翻 译 ， 第 4 章 和 第 
7 章 由 李 艳 凤 翻 译 ， 其 余 内 容 由 陈 后 金 翻译 ， 并 对 全 书 译 稿 进行 了 统 稿 和 校 核 。 此 外 ， 韩 振 中 、 曹 霖 、 陈 
通 、 刘 窒 欣 和 李冰 洁 也 在 书稿 翻译 中 给 予 了 很 多 帮助 ， 在 此 一 并 表示 感谢 。 
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历史 背景 


像 许 多 电子 工程 课程 一 样 ， 数 字 信 号 处 理 (Digital Signal Processing, DSP) 最 初 是 一 门 研究 生 课 程 ， 
ir 30 年 来 ， 其 逐渐 向 本 科 课 程 渗 透 ， 成 为 电子 与 计算 机 工程 的 本 科 课 程 。 由 于 技术 的 发 展 ，DSP 的 应 用 
无 处 不 在 ， 这 也 是 其 成 为 本 科 课 程 的 主要 原因 之 一 。 大 多 数 的 汽车 、 几 乎 每 一 个 家 庭 、 我 们 随身 携带 的 很 
多 个 人 物品 都 包含 DSP 的 应 用 。 在 一 些 本 科 课 程 中 ，DSP 通常 作为 高 年 级 的 选修 课 。 在 很 多 教学 大 纲 中 ， 
DSP 课程 已 成 为 必修 课 ， 或 者 集成 到 其 他 必修 课 中 ， 作 为 其 中 的 一 部 分 。 


概述 

本 书 主 要 作为 电子 与 计算 机 工程 专业 学 生 的 专业 课 教材 ， 同 时 也 适合 作为 对 DSP 不 太 了 解 的 工程 师 
的 自学 教材 。 我 们 写 这 本 书 的 目的 在 于 ， 我 们 认为 电子 与 计算 机 工程 专业 的 本 科 生 有 必要 学 习 DSP 的 导 
论 性 课程 。 在 写 这 本 书 的 过 程 中 ， 我 们 假设 学 生 已 经 掌握 了 差分 方程 和 线性 信号 与 系统 的 相关 知识 。 

本 书 的 核心 在 于 介绍 DSP 中 的 基本 概念 ， 这 些 概念 是 电子 与 计算 机 工程 系 的 每 个 学 生 应 该 理解 的 。 
这 些 核 心 是 以 伊 凡 斯 维尔 大 学 大 三 第 二 学 期 学 生 在 该 课程 学 习 中 遇 到 的 问题 为 基础 的 ， 核 心 内 容 主 要 在 前 
7 章 体现 。 我 们 建议 以 本 书 为 教材 的 课程 包含 前 7 章 的 内 容 ， 可 选择 性 地 增加 一 或 两 章 后 面 章节 的 内 容 。 

同时 ， 我 们 建议 将 本 书 作 为 本 科 生 DSP 相关 课程 学 习 的 最 后 一 门 课程 ， 只 有 少数 学 生 会 继续 深入 研 
究 这 个 领域 ， 大 部 分 学 生 将 会 研究 微 电 子 、 计 算 机 、 电 力 系统 等 。 本 书 侧重 于 应 用 ， 建 议 在 课程 中 给 学 生 
提供 相应 的 实验 室 ， 并 布置 一 些 与 实验 相关 的 作业 。 

MATLAB 在 本 书 中 应 用 很 多 ， 在 实际 编程 中 ， 我 们 一 般 使 用 C 语言 或 者 其 他 类 似 的 语言 ， 但 在 该 课 
的 教学 中 ,使 用 MATLAB 仿真 。 在 本 书 中 ， 我 们 也 完成 了 C 语言 编程 的 几 个 例子 ， 这 些 例 子 可 在 32 位 
微 控制 器 或 专用 的 DSP 系统 平台 上 运行 。 

本 书 每 章 后 面 的 习题 设置 与 大 多 数 教材 有 所 不 同 ， 除 了 标准 的 分 析 设 计 题 外 ， 我 们 增加 了 大 量 的 概念 
题 。 分 析 设 计 题 的 答案 一 般 为 数值 、 图 或 设计 ， 而 概念 题 的 答案 一 般 是 一 些 定性 的 解释 。 增 加 概念 题 的 目 
的 在 于 ， 我 们 希望 学 生 不 仅 能 做 数学 计算 ， 而 且 对 DSP 系统 的 开发 有 直接 的 认识 。 


内 容 安排 


前 7 章 主要 包含 电子 与 计算 机 工程 师 应 该 了 解 的 基本 数字 信号 处 理 知识 ， 我 们 希望 使 用 本 书 的 每 个 人 
理解 这 7 章 ， 同 时 对 于 讲授 课程 的 老师 来 说 ， 建 议 按照 章节 的 顺序 进行 讲解 。 但 对 于 侧重 使 用 DSP 硬件 
的 老师 来 说 ， 将 第 4 章 放 在 第 5 章 和 第 6 章 的 后 面 也 是 可 行 的 ， 这 样 的 好 处 是 能 让 学 生 对 DSP 硬件 有 更 
多 的 了 解 ， 不 足 之 处 是 学 生 在 了 解 抽样 过 程 之 前 就 使 用 了 这 个 概念 。 

第 1 章 是 对 DSP 的 简单 介绍 ， 包 含 DSP 的 概述 、 一 些 注意 事项 和 一 个 双 线 性 变换 求 导 的 例子 ， 回 答 
了 “什么 是 数字 滤波 器 ”的 问题 ， 一 般 在 课程 的 第 一 天 讲解 该 章 。 

第 2 章 和 第 3 章 包 含 基本 的 线性 信号 和 系统 概念 ， 是 后 面 章节 的 基础 。 第 2 章 介绍 离散 时 间 信 号 和 系 
统 的 特点 与 性 质 ， 该 章节 涉及 较 少 新 的 概念 ， 大 部 分 为 介绍 性 知识 ， 一 般 用 两 节 课 的 时 间 可 以 讲 完 。 第 3 
章 介 绍 频率 响应 的 基本 概念 ， 该 章 由 传 里 叶 级 数 出 发 ， 引 出 传 里 叶 变 换 、 离 散 时 间 传 里 叶 变 换 、 离 散 传 里 


























叶 变换 、 拉 普 拉 斯 变换 和 =* 变换 。 对 于 大 多 数 的 学 生来 说 ， 可 以 粗略 地 阅读 该 章 的 大 部 分 ， 但 是 对 z 变换 
可 能 需要 引起 较 多 的 重视 ， 该 章 一 般 需 要 4 一 7 个 学 时 。 

第 4 章 介 绍 了 抽样 和 重建 ， 该 章 包 含 模 - 数 转换 、5-A 转换 器 、 抗 混 全 滤波 器 、 过 抽样 、 抗 镜像 滤波 
器 和 信号 重建 ， 一 般 需 要 3 个 学 时 。 对 于 使 用 硬件 实验 室 的 老师 来 说 ， 学 生 可 以 进行 包含 抽样 理论 、 混 
登 、 模 - 数 转换 和 数 - 模 转换 的 相关 实验 。 

第 5 章 和 第 6 章 介绍 数字 滤波 器 的 分 析 和 设计 ， 首 先 第 5 章 介绍 FIR 滤波 器 ，IIR 滤波 器 在 第 6 章 介 
绍 ， 重 点 应 放 在 使 用 标准 方法 对 FIR 与 HIR 滤波 器 进行 设计 。 这 两 章 包含 经 典 的 滤波 器 设计 ， 如 窗 函 数 
法 、 帕 克 斯 -麦克 莱 伦 法 、 脉 冲 响应 不 变法 、 巴 特 沃 斯 滤波 器 、 蕊 比 雪夫 滤波 器 、 双 线性 变换 以 及 UR 滤 
波 器 的 直接 设计 ， 这 两 章 至 少 需 要 20 个 学 时 。 对 于 使 用 硬件 系统 的 老师 来 说 ， 学 生 应 该 编写 相应 的 程序 
在 所 设计 的 滤波 器 系统 上 运行 。 

第 7 章 介 绍 多 速率 DSP， 主 要 包括 抽取 、 内 插 、 抽 样 速率 转换 和 多 速率 DSP 系统 的 应 用 ， 该 章节 较 
短 ， 可 用 3 个 学 时 完成 。 

对 于 对 DSP 要 求 不 高 的 课程 来 阅 ， 剩 下 的 5 一 7 个 学 时 可 进行 选择 性 讲解 ， 第 8 一 11 章 为 DSP 系统 的 
应 用 ， 为 前 7 章 的 理论 知识 提供 应 用 的 领域 ， 每 一 章 都 是 独立 的 ， 仅 和 前 7 章 的 内 容 相 关 。 第 8 一 11 章 的 
顺序 可 以 是 任意 的 ， 一 般 仅 需 包 含 一 到 两 章 即 可 。 

第 8 章 讨论 DSP 的 实现 ， 包 含 FIR 和 IIR 实现 过 程 中 速度 和 位 数 的 限制 ， 定 点 和 学 点 操作 ， 量 化 误 
差 和 噪声 ， 同 时 提供 一 些 例题 。 所 有 代码 是 以 C 或 类 似 语言 编写 的 。 

第 9 章 介 绍 数字 音频 系统 ， 该 章 强调 MATLAB 的 非 实 时 应 用 ， 主 要 内 容 为 音频 滤波 器 、 过 抽样 、 混 
响 、 量 化 和 其 他 音效 。MATLAB 可 以 读 取 和 写 入 wav 文件 ， 可 以 有 效 地 对 该 章 的 例题 进行 验证 。 

第 10 章 介 绍 二 维 数 字 信 号 处 理 , 该 章节 以 二 维 健 里 叶 变 换 和 二 维 快 速 什 里 叶 变 换 开 始 ， 同 时 介绍 二 
维 离散 余弦 变换 (DCT) 。 该 章 仅 对 健 里 叶 变换 进行 了 简要 的 介绍 ， 番 下 的 大 部 分 用 来 介绍 二 维 FIR 滤波 
器 。 该 章 使 用 MATLAB 的 图 像 处 理工 具 箱 。 

第 11 章 介绍 小 波 分 析 ， 重 点 介绍 Haar 小 波 ， 尽 管 在 实际 应 用 中 很 少 使 用 Haar 小 波 ， 但 其 很 容易 理 
解 。 该 章 还 介绍 能 量 紧 支撑 和 多 分 辩 率 分 析 ，Daubechies 小 波 在 去 噪 和 信号 压缩 中 的 应 用 。 该 章 的 主要 目 
标 是 让 学 生 对 小 波 的 应 用 有 一 定 的 了 解 。 该 章 还 介绍 连续 小 波 变换 和 离散 小 波 变换 ,使 用 了 MATLAB 的 
小 波 工具 箱 。 

附录 介绍 本 书 的 一 些 相关 资料 。 

附录 A 介绍 模拟 滤波 器 设计 ， 大 多 数 IIR 滤波 器 设计 需要 依赖 模拟 滤波 器 的 设计 ， 之 后 使 用 映射 函数 
将 * 域 映射 到 z 域 。 附 录 对 经 典 滤波 器 (巴特 沃 斯 、 蕊 比 雪夫 和 椭圆 滤波 器 ) 的 设计 进行 了 概述 ， 之 后 介 
绍 了 拉 普 拉 斯 域 的 传输 函数 。 

附录 B 提供 每 章 主要 的 参考 文献 。 

附录 C 提供 数学 背景 知识 ， 包 括 和 矩阵 操作 和 基本 的 状态 变量 方程 。 

附录 D 列 出 每 一 章 中 使 用 到 的 MATLAB 函数 ， 及 其 相应 的 介绍 。 

本 书 还 提供 了 部 分 习题 的 答案 。 
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自 适 应 信号 处 理 
作者 : Bernard Widrow 等 4: 王 永 德 等 ISBN: 978-7-111-22792-2 定价 : 45.00 元 
英文 版 ISBN: 978-7-111-23918-5 定价 : 56.00 元 
本 本 书 是 一 本 有 关 自 适应 信号 处 理 的 专业 性 教科 书 ， 也 是 自 适应 信号 处 理 方面 的 一 部 经 典 著作 。 
本 书 主要 内 容 包括 自 适应 信号 处 理 的 原理 、 算 法 和 结构 以 及 在 各 种 领域 的 应 用 。 全 书 在 理论 方面 侧重 
讨论 线性 组 合 器 这 种 基本 的 自 适应 结构 形式 ， 以 及 LMS (最 小 均 方 ) 算法 这 种 重要 且 基 本 的 自 适应 算 


法 ; 在 应 用 方面 ， 重 点 讨论 自 适应 信号 处 理 在 系统 辨识 、 解 卷 积 、 信 道 均衡 、 自 动 控制 、 于 扰 对 消 及 
空间 阵列 处 理 等 方面 的 应 用 。 


信和 号 与 系统 : 使 用 变换 方法 和 MATLAB 分 析 ( 原 书 第 2 版 ) 
作者 : M. J. Roberts 译 者 : 胡 剑 凌 预计 出 版 时 间 : 2013 年 6 月 


本 书 在 第 1 版 的 基础 上 进行 了 广泛 更 新 ， 包 含 系统 的 时 域 分 析 、 傅 里 叶 方法 、 傅 里 叶 变 换 、 拉 立 
拉 斯 变换 、z 变 换 、 采 样 和 信号 处 理 等 信号 与 系统 的 基本 理论 和 应 用 。 新 增加 频率 响应 分 析 、 通 信 系 统 
分 析 、 滤 波 器 的 分 析 与 设计 、 状 态 空 间 分 析 4 章 内 容 。 全 书 给 出 了 大 量 的 例子 ， 并 介绍 实现 上 述 方法 的 
MATLAB 函 数 和 运算 。 


信号 、 系 统 和 变换 ( 原 书 第 4 版 ) 


作者 : Charles L. Philips 等 译 者 : 陈 从 颜 ISBN: 978-7-111-26047-9 定价 : 78.00 元 
英文 版 ISBN: 978-7-111-26894-9 定价 : 55.00 元 


本 书 清 晰 而 全 面 地 叙述 了 关于 信号 、 系 统 和 变换 的 理论 与 应 用 。 介 绍 了 信号 与 系统 的 数学 背景 ， 主 
要 包括 : 傅 里 时 变换 、 傅 里 叶 级 数 、 拉 普 拉 斯 变换 、 离 散 时 间 傅 里 叶 变 换 与 离散 傅 里 叶 变换 ，z 变 换 。 
本 版 在 课程 体系 的 组 织 上 为 读者 不 同 的 侧重 需求 提供 了 极 大 的 灵活 性 。MATLAB 示 例 贯穿 于 书 中 各 章 ， 
同时 也 将 MATLAB 学 生 版 本 的 先进 特征 体现 于 例题 和 习题 的 应 用 之 中 。 
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过 滤器 可 以 定义 为 这 样 一 种 设备 ， 其 通过 处 理 输入 数据 可 获得 期 望 的 输出 数据 ， 且 输出 
数据 具有 某 种 共同 的 特征 。 日 常生 活 中 过 滤器 无 处 不 在 ， 只 是 我 们 没有 留意 。 汽 车 通常 安装 
有 燃油 过 滤器 、 空 气 过 滤器 以 及 机 油 过 滤器 ， 它 们 可 以 相应 地 分 离 出 对 发 动机 有 害 的 污染 
物 ， 并 将 分 离 出 的 污染 物 滤 除 。 收 音 机 上 的 调谐 盘 通过 调节 过 滤器 可 从 不 同 频率 的 无 线 电波 
中 分 离 出 我 们 感 兴趣 的 频段 ， 提 取出 对 应 该 频段 的 原音 频 信 号 ， 从 而 使 我 们 听 到 广播 ， 而 
没有 被 选中 的 其 他 频段 则 被 滤 除 。 我 们 的 身体 也 有 着 许多 的 过 滤器 ， 如 从 血液 中 分 离 出 代 
谢 废物 的 肾 胜 ， 从 食物 残渣 中 吸收 营养 物质 的 小 肠 等 。 其 中 大 脑 是 一 个 更 为 特殊 的 过 滤 
器 ， 它 对 接收 到 的 来 自 各 个 感觉 器 官 的 庞大 信息 进行 处 理 ， 然 后 做 出 相应 的 感知 。 通 常 ， 
我 们 大 脑 所 进行 的 大 部 分 信息 过 滤 处 理 不 易 察 觉 。 例 如 ， 我 们 从 手机 通讯 录 中 查找 联系 人 
可 以 看 作 是 一 种 过 滤 操 作 ， 同 样 ， 在 嘲 杂 的 房间 里 与 人 交谈 也 是 大 脑 对 信息 的 过 滤 处 理 。 

过 滤器 涉及 的 领域 十 分 广泛 ， 本 书 将 仅 对 电信 和 号 中 的 数据 过 滤 处 理 进 行 分 析 讨 论 ， 并 
将 过 滤器 称 为 滤波 器 (filter) 。 关 注 信号 频 域 滤波 的 原因 主要 有 以 下 三 个 方面 : 

1. 特定 信息 的 提取 ， 需 要 从 整个 频率 信号 中 分 离 出 某 一 特定 的 频率 或 频段 。 例 如 ， 
电视 机 的 频道 选择 器 通过 调节 滤波 器 从 而 提取 特定 电视 台 的 频段 信和 号。 

2. 信和 号 特征 的 增强 ， 需 要 滤 除 给 定 信 号 中 的 噪声 或 干扰 。 例 如 ， 慢 跑 者 佩戴 的 心率 
监测 器 采用 低 通 滤波 器 滤 除 来 自身 体 各 个 器 官 感知 到 的 外 部 环境 高 频 信 号 干扰 ， 使 得 心脏 
跳动 信号 获得 增强 。 

3. 信和 号 的 多 角度 分 析 ， 需 要 将 信和 号 从 一 种 形式 变换 为 另 一 种 形式 。 基 于 傅 里 叶 变 换 
的 频谱 分 析 仪 就 是 很 好 的 例子 ， 通 过 变换 可 以 观察 到 时 域 信 号 的 频率 成 分 。 

不 难看 出 ， 上 述 第 1 项 和 第 2 项 与 滤波 器 相关 ， 但 第 3 项 与 信号 变换 相关 。 实 际 上 ， 
大 多 数 人 喜欢 采用 更 通用 的 术语 一 一 数字 信号 处 理 (Digital Signal Processing, DSP), mi 
将 数字 滤波 器 看 作 是 一 种 特定 形式 的 数字 信号 处 理 。 本 书 将 采用 这 种 观点 。 

依据 待 处 理 信号 的 种 类 ， 滤 波 器 一 般 可 以 分 为 模拟 滤波 器 和 数字 滤波 器 。 模 拟 滤波 器 
因 早 期 无 线 电 的 发 展 而 遍布 全 球 ， 它 的 发 明 主 要 归功 于 贝尔 实验 室 的 乔治 ， 坎 贝尔 
(George CampbelD 。 模 拟 滤波 器 可 以 像 电阻 器 和 电容 器 一 样 简单 ， 最 显著 的 特征 是 其 处 
理 的 信号 在 时 间 和 幅度 上 均 是 连续 的 ， 可 表示 为 y= 二 f(t)， 信 号 在 任意 时 刻 t 都 有 相应 的 
y 值 定义 ， 并且 (理论 上 )y 可 以 取 到 任意 实数 值 。 数 字 滤 波 器 则 是 对 离散 时 间 信 和 号 进行 处 
理 ， 此 类 信和 号 可 以 表示 为 y= 王 jzT)， 其 中 ?为 整数 ， 常 数 工 称 为 抽样 间隔 。 这 里 ，y 只 
在 T 的 整数 倍 (T、2T、3T…) 时 间 点 取 值 ， 在 nT— OF DT 之 间 的 时 刻 没有 定义 值 。 实 
际 应 用 中 y 的 幅度 也 是 离散 的 。 例 如 ， 如 果 滤 波 器 系数 采用 8 位 二 进 制 数 表示 ， 那 么 y 只 
能 取 25 —256 个 离散 值 。 

离散 时 间 信 和 号 处 理 已 经 有 很 久 的 历史 ， 甚 至 早 于 连续 时 间 信 号 处 理 。 然 而 ， 大 部 分 学 
者 将 库 利 (Cooley) 和 图 基 (Tukey) 在 1968 年 首次 提出 的 快速 人 里 叶 变 换 (Fast Fourier 
Transform，FFT) 算 法 作为 数字 信号 处 理 诞生 的 标志 。FFT 算法 使 得 计算 机 在 合理 的 时 
间 内 计算 出 一 个 复杂 信号 的 频谱 成 为 可 能 。 





O ”快速 傅 里 叶 变换 在 3.5 节 有 详细 介绍 。 
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SR, DSP 在 许多 领域 都 得 到 了 广泛 应 用 ， 例 如 雷达 和 声呐 、 生 物 医学 信号 分 析 、 语 
音 处 理 、 通 信 应 用、 图 像 处 理 、 音 乐 存 储 和 人 处理、 地 震 数据 人 处理、 数字 电视 等 。 在 过 去 的 
50 年 里 ， 随 着 高 速 、 低 成 本 计算 机 和 存储 设备 的 出 现 ，DSP 的 应 用 出 现 了 空前 的 繁荣 。 

现实 世界 中 大 部 分 信号 都 是 模拟 信号 ， 为 了 获得 数字 信号， 必须 首先 经 过 抽样 和 量化 
将 模拟 信号 转变 成 为 二 进 制 数 。 其 中 量化 器 就 是 模 / 数 转换 器 (A/D)， 抽 样 器 是 用 来 捕获 
某 一 时 刻 模拟 信号 样本 的 电子 开关 。 连 续 两 次 抽样 之 间 的 时 间 间 隔 T 称 为 抽样 间隔 ， 抽 样 
间隔 的 倒数 称 为 抽样 频率 : fs =1/T. 

数字 信和 号 处 理 器 接收 经 过 抽样 和 量化 后 的 二 进 制 串 数据 ， 每 个 抽样 信号 对 应 一 串 二 进 
制 数 。 获 得 抽样 数据 之 后 ， 数 字 信和 号 处 理 器 执行 一 系列 的 数值 运算 ， 通 常 包括 乘法 、 加 法 
和 移 位 运算 。 此 外 ， 处 理 器 同时 存储 抽样 值 ， 包 括 当 前 的 抽样 值 、 历 史 输入 和 输出 的 抽样 
值 。 运 算 完 成 后 ， 处 理 器 通常 将 处 理 结果 通过 数 / 模 转 换 器 (CD/A) 输 出 。 数 / 模 转换 器 将 二 
进 制 数据 转换 为 时 间 和 幅度 上 离散 的 信号 ， 经 重建 滤波 器 ， 信 和 号 平滑 处 理 为 时 间 和 幅度 连 
续 的 模拟 信号 。 抽 样 间隔 的 选择 是 该 处 理 过 程 的 关键 ， 原 因 在 于 所 有 运算 必须 在 一 个 抽样 
间隔 内 完成 才 可 实现 相应 的 处 理 。 

数字 信号 处 理 过 程 听 起 来 十 分 简单 ， 但 实际 上 许多 问题 伴随 着 处 理 过 程 而 出 现 。 仁 里 
3 章 详 细 论 述 。 模 拟 信 号 的 抽样 和 量化 将 导致 信号 失真 ， 例 如 频谱 混 释 。 量 化 过 程 产生 量 
化 误差 ， 正确 设置 抽样 频率 和 量化 级 数 是 设计 的 关键 ， 本 书 第 4 章 将 对 此 进行 讨论 。 

数字 滤波 器 可 用 差分 方程 表示 为 
ylin] = baln]+b,2[n—1] +++ +buxcin—M]+a,yl[n—1]+a.y[n—2] +++ +anyln— N] 
Ep, 为 输入 变量 ，y 为 输出 变量 ，N、M、a; Mb 为 常 系数 。 因 此 ， 数 字 滤 波 器 的 设计 就 
是 确定 这 些 系数 取 值 。 当 所 有 系数 a 为 零 时 ， 滤 波 器 称 为 有 限 脉 冲 响 应 (Finite Impulse 
Response，FIR) 滤 波 器 ， 设 计 方 法 将 在 第 5 章 讨论 。 对 于 更 一 般 的 情况 ， 当 系数 a; 不 全 为 零 

时， 滤波 器 称 为 无 限 脉冲 响应 (Infinite Impulse Response，IIR) 滤 波 器 ， 设 计 方法 将 在 第 6 章 进 
行 详细 讨论 。 现 代 DSP 系统 中 ， 数 字 信 和 号 可 由 不 同 的 抽样 频率 获得 ， 多 种 抽样 频率 间 的 转换 将 
在 第 7 章 讨 论 。 

本 书 前 7 章 主 要 介绍 数字 信和 号 处 理 的 基础 理论 ， 第 8 章 讨 论 滤波 器 的 实现 ， 如 量化 误 
差 、 洲 出 和 滤波 器 结构 等 。 实 现 是 将 设计 转变 成 实际 可 用 的 滤波 器 的 过 程 。 随 着 新 技术 的 
日 新 月 异 ， 滤 波 器 的 实现 也 在 不 断 发 展 。 

本 书 最 后 3 章 主要 探讨 数字 信和 号 处 理 的 应 用 。 第 9 章 主要 介绍 DSP 在 语音 信号 处 理 中 
的 应 用 ; 第 10 章 将 对 二 维 信号 处 理应 用 进行 讨论 ; 小 波 是 DSP 发 挥 重要 作用 的 一 个 新 领 
lk, 55 11 章 将 对 此 进行 讨论 。 接 下 来 将 通过 具体 实例 说 明 "什么 是 数字 滤波 器 ”， 内 容 将 
涉及 部 分 数学 推导 和 直观 认 知 。 


1.1 什么 是 数字 滤波 器 

若 要 回答 这 个 问题 ， 首 先 要 建立 一 个 简单 的 模拟 滤波 器 的 概念 ， Bi a al alld 
模拟 滤波 器 转换 成 数字 滤波 器 。 图 1.1 所 示 为 一 个 RC 电路 构成 的 
模拟 低 通 滤波 器 ， 低 频 模拟 信号 可 以 顺利 通过 而 高 频 模拟 信号 的 幅 ; : 
度 将 被 衰减 。 这 是 因为 电路 中 电容 容 抗 具有 随 通 过 的 电流 频率 增加 B Te 
而 降低 的 特性 。 高 频 电流 通过 时 ,电容 容 抗 很 小 ， 近 似 短路 ， 因 而 o 
当 输 入 电流 的 频率 上 升 时 ， 输 出 电压 w 瞬间 变 得 很 小 。 图 1.1 RC 电路 构成 的 
1.1.1 模拟 电路 的 分 析 低 通 滤波 器 


分 析 图 1. 1 中 的 RC 模拟 低 通 滤波 器 电路 可 以 采用 多 种 方法 。 在 时 域 可 通过 微分 方程 


第 1 章 概 BR 


建立 输出 电压 与 输入 电压 之 间 的 关系 : 





可 得 





要 计算 出 电路 的 正弦 频率 响应 ， 首 先 将 输入 写成 复 指 数 形式 
v = e (1.2) 
利用 复 指数 信号 在 运算 中 的 数学 便利 性 ， 式 (1. 1) 可 写 为 


Us 1 


dt ^ RC RC” 


kot 


可 得 微分 方程 的 解 为 
ajkë e 
Up = Kee T TRC 
XO. 3) Ai — A RAS WW, KA a AR PRE. BIA AE S 
态 响应 。 由 于 此 为 线性 系统 ， 因 此 输出 信号 的 频率 将 与 输入 信号 的 频率 相同 ， 但 幅度 和 相 
位 与 输入 信号 不 同 。 
如 果 我 们 定义 电路 的 增益 为 输出 与 输入 之 比 ， 那 么 可 画 出 稳 态 响应 时 增益 的 幅 频 特 
性 曲线 和 相 频 特性 曲线 。 由 于 输入 的 幅度 恒 为 1， 因 此 整个 电路 增益 的 幅度 和 相位 取决 


于 输出 。 


C1. 3) 


增益 的 幅度 一 | Go) |= [rige (1. 4) 


增益 的 相位 一 0 一 一 (1 十 jwRC) —— ZA 3- jaRC) (1.5) 
与 期 望 的 结果 一 致 ， 从 图 1.2 可 看 出 滤波 器 在 低频 时 的 增益 接近 于 1， 而 在 高 频 时 的 
增益 趋 于 0。 
幅度 vs 频率 相 角 vs 频率 





0 1000 2000 3000 4000 5000 0 — 1000 2000 3000 4000 S000 
频率 (rad/s) 频率 (rad/s) 
a) 幅度 响应 曲线 b) 相位 响应 曲线 


Ed 1.2 幅度 和 相位 响应 曲线 
同样 ， 通 过 计算 微分 方程 瞬 态 响应 可 以 获得 电路 对 标准 测试 信号 (如 单位 阶 跃 信号) 的 
响应 。 图 1. 3 所 示 为 电路 的 阶 跃 响应 。 
相似 的 结果 也 可 通过 拉 普 拉 斯 变换 获得 。 
1.1.2 数字 滤波 器 的 原理 
构建 替换 模拟 滤波 器 的 数字 滤波 器 所 需 的 组 成 部 分 如 图 1. 4 所 示 。 模 拟 信 号 从 左 侧 输 
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人 ， 经 过 滤波 处 理 后 从 右 侧 输出 。 输 入 和 输出 之 间 的 电路 部 分 主要 对 模拟 信号 进行 抽样 并 
转换 成 数字 信号 ， 然 后 采用 相应 的 数值 算法 进行 滤波 ， 最 后 将 滤波 后 的 数字 信和 号 转化 成 模 
拟 信号 。 通 过 分 析 此 电路 可 以 发 现 ， 由 于 在 抽样 和 数值 运算 过 程 中 计算 机 产生 误差 ， 滤 波 
后 的 模拟 信号 只 是 图 1.1 中 RC 电路 输出 结果 的 
近似 。 

下 面 通过 分 析 其 各 个 部 分 来 了 解数 字 滤波 器 的 
工作 原理 。 输 入 电压 v; 通过 左 侧 的 抽样 器 进行 抽 
样 。 抽 样 间 隔 为 工 秒 ， 则 抽样 频率 为 
1 





f= = 
F 
每 个 抽样 值 保持 工 秒 ， 直 至 下 一 个 抽样 的 到 来 。 在 -一 一 
这 段 时 间 里 ，A/D 转换 器 将 模拟 信号 转换 成 数字 ， JU. 
通常 为 10~12 位 的 二 进 制 数 。 然 后 处 理 器 (CPU) 采 | : 
用 相应 的 算法 对 这 些 二 进 制 数 进行 滤波 处 理 。 E ae 
下 面 通过 两 种 简单 的 数字 滤波 器 设计 来 理解 算 dem 


法 如 何 实现 信号 的 滤波 。 这 两 种 滤波 器 的 性 能 与 图 
1.1 中 的 模拟 滤波 器 相似 。 一 种 设计 是 将 描述 RC 电路 的 微分 方程 转换 为 差分 方程 ， 然 后 
利用 处 理 器 实现 滤波 。 此 种 构造 的 滤波 器 存在 反馈 项 ， 称 为 无 限 脉 冲 响应 (IIR) 数 字 滤 波 
器 。 第 6 章 将 对 此 进行 详细 介绍 。 另 一 种 设计 是 用 RC 电路 的 冲 激 响应 来 构建 与 之 有 相似 
脉冲 响应 的 离散 时 间 滤 波 器 。 这 种 滤波 器 没有 反馈 项 ， 称 为 有 限 脉冲 响应 (FIR) 数 字 滤 波 
器 ， 将 在 第 5 章 详细 介绍 。 
1.1.3 一 种 简单 的 IIR 数字 滤波 器 设计 方法 

利用 数字 计算 机 实现 IIR 数字 滤波 器 ， 需要 将 时 域 连续 的 微分 方程 转换 为 差分 方程 。 
目前 有 多 种 转换 方法 ， 结 果 各 异 。 其 中 一 种 简易 的 方法 是 先 将 微分 方程 转换 为 积分 方程 ， 
然后 采用 离散 求 和 方法 求解 积分 。 图 1. 5 所 示 为 一 个 任意 连续 时 间 信 号 ， 要 计算 出 该 信号 
的 积分 ， 可 以 通过 对 图 1. 5 中 所 示 的 每 个 小 梯形 面积 求 和 来 近似 。 


—2)T(n-1)T nT (n+1)T 


时 间 一 一 > 


图 1.4 数字 滤波 器 的 组 成 图 1.5 任意 连续 时 间 信 号 积分 的 
梯形 面积 求 和 近似 





用 变量 y 表示 积分 值 ， 可 得 
3T) = [roa (1.6) 
上 式 可 以 分 解 为 两 个 独立 部 分 的 和 ， 即 
二 [foa f" | fae 
或 
nT 
yal) = yt[n— 1175 «T NIE (1.7) 
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式 (1.7) 中 ， 积 分 可 以 近似 为 (n 一 1)T~nT 之 间 梯 形 的 面积 。 该 梯形 高 为 T， 上 底 与 下 底 
之 和 为 [Lf(nT) 十 f([n 一 1]T)]。 式 (1.7) 可 写 为 





yGT) = y([n—-1]T) + (7/2) f nT) + fC([n—-1]T)] (1. 8) 
下 面 将 微分 方程 (1. 1) 转 换 为 积分 方程 
dv, Uo => Uj 
d RC RC 
1 1 
v + ga] vod = RG)? dt 
或 
% # nal "LT (1.9) 
为 得 到 差分 方程 ， 运 用 式 (1. 8) 的 结果 做 如 下 代 换 : 
U,(t)>v, (nT) 


rake —35 «aera t n1] zi nT) "(al aln IT —(n-—1]125] 


T pe a = ae 
> ggeL o (T) + un — 11D] — eae. (nT) + v. n 1n (1 d 


Aim, td. 9) 可 写 为 











TALL E "NM M 3 
v. GT) (1+ 5p) = apc Lo (ID ew (n — 11D) + (1 zgc JEn 1]T 
整理 得 
es T JU RCT ull 
v, (nT) = IRC 4. 7^ UD + ope qui n WD + spe T (n 1]T) (1.10) 


抽样 间隔 T 的 大 小 不 是 任意 的 ， 其 取 值 是 DSP 系统 设计 的 关键 ， 本 书 将 在 后 面 的 章节 中 
详细 论述 。 本 例 中 ， 取 T—1.0ms, R=1k, C=1pF, xk. 10) 可 写 为 
v, T) = 0. 3333u;(nT) + 0. 33335, (Ln —1]T) +0. 3333u,([m—1]T) (1.11) 
式 (1. 11) 即 为 得 到 的 差分 方程 。 从 该 式 可 以 看 出 ， 在 nT 时 刻 的 输出 电压 v。 可 由 当前 时 刻 
的 输入 电压 、 前 一 抽样 时 刻 的 输入 电压 和 输出 电压 来 表示 。 
差分 方程 可 由 图 1.4 中 所 示 的 CPU 模块 采用 如 下 程序 实现 : 
Initialize Variables 
DO Forever 
Call A/D(Vi) ;Get a sample from the A/D 
Vo = Kl*Vi + K2*Vil + K3*Vol ;Kl = K2 = K3 = 0.3333 
Call D/A(Vo) ;Output Vo to D/A 
Vol = Vo ;Reset the values of the old variables. 
Vil = Vi 
Wait for T seconds to pass 
Loop 
End vo 
程序 执行 时 ， 循 环 中 的 所 有 语句 都 必须 在 抽样 间隔 
工 秒 内 执行 完毕 。 
每 当 一 个 新 的 抽样 通过 A/D 转换 器 后 ， 计 算 机 将 
对 转换 后 的 二 进 制 抽样 值 进行 滤波 并 将 结果 发 送 给 D/A 
转换 器 。D/A 转换 器 将 二 进 制 的 滤波 结果 转换 成 幅度 时 间 一 一 > 
离散 的 阶梯 状 波 形 信号 ， 每 个 阶梯 时 间 步 长 为 秒 ， mig D/A 转换 器 输出 的 典型 
如 图 1.6 所 示 。 阶梯 状 电压 信号 


5 


6 数字 信号 处 理 及 MATLAB 仿真 


由 于 D/A 转换 器 的 输出 信号 在 时 间 和 幅度 上 仍然 是 离散 的 ， 因 此 在 实际 应 用 中 ， 信 
号 还 需要 通过 重 构 滤 波 器 进行 平滑 ， 使 得 信号 在 时 间 和 幅度 上 连续 。 这 部 分 内 容 将 在 第 4 
章 进行 讨论 。 

若 要 了 解 所 设计 的 数字 滤波 器 与 RC 电路 对 信号 滤波 结果 的 近似 程度 ， 需 要 对 滤波 器 
进行 数学 或 实证 分 析 。 若 进行 实证 分 析 ， 可 以 构造 滤波 器 并 输入 一 个 阶 路 信号 ， 接 着 通过 
观察 响应 了 解 什么 是 滤波 器 的 瞬 态 响应 。 也 可 以 输入 不 同 频率 的 正弦 信号 ， 测 量 输入 和 输 
出 信号 的 幅度 和 相位 ， 然 后 绘制 类 似 图 1. 2 的 频率 -增益 曲线 。 

数学 分 析 要 稍 复杂 一 些 。 因 为 阶 牙 响应 最 易于 计算 ， 所 以 先 考 虑 该 情况 。 滤 波 器 的 差 
分 方程 已 经 由 式 (1. 11) 给 出 。 如 果 输 入 wi ARRAS, BY om, v1 =0; 4 £0 时 ， 
vi 二 1， 那 么 可 以 计算 出 输出 vo 的 阶 跃 响应 如 表 1.1 所 示 。 


表 1.1 阶 跃 响应 
nT vy; (nT) vo({n—1]T) vo (nT) nT vy (nT) vo([n—1]T) vo(nT) 
=] 0 0 4 1 0. 9752 0. 9916 
0 0 0. 3333 5 1 0. 9916 0. 9971 
1 1 0. 3333 0.7777 6 1 0. 9971 0. 9989 
2 1 0. 7777 0. 9258 7 1 0. 9989 0. 9995 
3 1 0. 9258 0. 9752 8 1 0. 9995 0. 9997 





将 表 1.1 中 的 数据 画 出 数字 滤波 器 的 瞬 态 响应 ， 如 图 1.7 所 示 。 由 图 1.7 可 以 看 出 ， 
数字 滤波 器 的 阶 跃 响应 与 RC 电路 的 连续 时 间 连续 时 间 响应 
阶 牙 响应 十 分 接近 。 Er 

已 知 描述 某 模拟 滤波 器 的 微分 方 
程 为 









dv, _ dv 
"dr 十 1000v, = dt 


抽样 频率 为 1000Hz， 试 用 梯形 面积 求 和 
法 求 出 差分 方程 及 其 相应 的 阶 牙 响 应 和 冲 激 
响应 。 

PO ee eee 1.7 数字 滤波 器 和 RC ri Be Ep BEE o 

va 十 1000 v.de = vi 肥 加 的 连续 时 间 阶 路 响应 有 助 于 比较 
利用 式 (1. 8) 再 转换 为 离散 形式 
v — v = 1000|wd: 
vi(nT) — v, (nT) = v([n—1]T) — wC(n—1]T) + 1000TLv, (nT) 十 oo(CL2 —1]T) ]/2 
代入 T=0. 001 整理 得 
v (nT) = Kilu aT) — v(n—1]T)] + Kv, Cn — 1]T) 
HB, K,=2/3, K;—1/3, 

由 于 此 为 因果 系统 ， 当 t=<0 时 所 有 的 输入 w 和 输出 w 的 值 都 为 0， 从 而 可 计算 出 阶 

路 响应 和 脉冲 响应 如 表 1. 2 所 示 。 本 


表 1.2 通过 迭代 计算 获得 的 阶 跃 响应 和 脉冲 响应 



























nT v (nT) » ([n—1]T) vo (nT) n(nT) "([n—1]T) vo(nT) vo ([n—1]T) 
0 
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n(nT) — w([n—1]T) Vo (nT) vo(Ln—1]T) 
1 1 0. 222 0. 667 

1 0. 0741 0. 222 

1 1 0. 0247 0. 0741 

1 1 0. 0082 0. 0247 

1 1 


w(nT) — w([n—1]T) vo (nT) vo(Ln—1]T) 
0 1 —0. 444 0. 667 
一 0. 1481 一 0. 444 
一 0. 494 一 0. 1481 
一 0. 165 一 0. 494 













oo o 
ooo o 


计算 滤波 器 的 正弦 响应 有 些 复 杂 ， 但 同样 可 以 通过 给 定 输入 TE SKU. HE 
程 迭代 计算 出 输出 w 。 需 要 注意 的 是 ， 系 统 要 让 正弦 波 先 运行 多 个 周期 ， 因 为 这 里 要 讨论 
的 是 正弦 稳 态 响应 ， 而 非 起 始 阶段 的 瞬 态 响应 。 
当 输 入 为 抽样 后 的 复 指数 信号 : ww(zT) 一 ee"7 ， 差 分 方程 (1. 11) 可 写 为 
v,(nT) = K,e"? + K,e^7?7 + Kio, C([n —1]T) 
其 中 ，K 为 常数 ， 与 式 (1.11) 中 的 系数 一 致 。 
上 式 还 可 写 为 
v, (nT) — K3v,({[n —1]T) = CK, + K;e *7) eT (1. 12) 
微分 方程 可 以 看 作 是 差分 方程 的 极限 情况 ,因此 二 者 的 解 在 概念 上 是 相似 的 。 
式 (1. 12) 既 有 齐 次 解 (将 等 号 右 侧 置 零 后 的 解 ) 也 有 特 解 。 齐 次 解 用 于 求 得 瞬 态 响应 ， 
并 且 对 于 稳定 系统 ， 齐 次 解 的 幅度 随时 间 而 衰减 。 由 激励 信号 产生 的 特 解 可 求 得 系统 
的 稳 态 响应 。 
与 微分 方程 的 求解 类 似 ， 式 (1. 12) 的 特 解 可 以 通过 假定 输出 具有 与 输入 相似 的 形式 来 
求解 。 故 将 w 写 为 复 指数 形式 
v, (T) = Ae" 
Hop. A 为 复数 。 将 w RARA. 12018 
Ae™T 一 开 :AeiorD7T = (K, + K;e *T) geo (1. 13) 
求 得 幅度 A 为 
(K, + K,e*" )e"™ _ K, +K,e*" 
(1— Kye )e"™ 1— K,e?T 
因此 ， 复 指数 激励 信号 产生 的 稳 态 解 w 可 写 为 
K,+ K, pm junT 
v, CET ) = I-K © 
由 于 输入 信号 是 幅度 为 1 的 复 正 弦 信 号 ， 故 滤波 
器 增益 可 求 得 
v, (nT ) K, - K;e 
unT)  1—K;,e PHASE 
该 增益 为 复数 ， 其 幅度 是 一 个 关于 频率 的 函数 。 滤 
波 器 的 幅 频 特性 如 图 1.8 Bron. 为 便于 比较 ， 
图 1. 8 中 同时 给 出 了 连续 时 间 RC 电路 的 幅 频 特 性 。 
由 图 1.8 可 以 看 出 ， 数 字 滤波 器 的 幅 频 特性 
与 连续 时 间 滤 波 器 相 比 有 明显 差别 。 但 正如 第 4 
章 ( 抽 样 部 分 ) 将 会 讲 到 ， 由 于 混 故 现象 的 原因 ， 
所 有 DSP 系统 都 只 有 一 个 有 限 的 可 用 频率 范围 。 
在 该 数字 滤波 器 中 ， 可 用 频率 范围 为 0 一 500Hz， 频率 (了 
最 大 频率 500Hz 正好 对 应 抽样 频率 的 一 半 。 信 号 图 1.8 数字 滤波 器 和 连续 时 间 RC 电路 的 
的 频率 车 大 于 抽样 频率 的 一 半 就 会 发 生 混 色 ， 高 幅 频 特性 比较 ， 抽 样 频 率 为 1000Hz 


A= 








(1. 14) 





幅度 
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于 抽样 频率 一 半 的 频率 响应 将 会 对 应 地 混 倒 到 低 于 抽样 频率 一 半 的 频率 响应 。 由 于 信号 频 
率 在 500~1000Hz 之 间 的 响应 是 O~500Hz 之 间 响 应 的 镜像 ， 故 抽样 频率 的 一 半 常 称 为 折 
TE. Ef DSP 系统 的 频率 响应 都 是 折 释 频率 内 的 响应 在 整个 频率 空间 上 的 周期 重复 。 
假设 例 1-1 中 差分 方程 的 输入 为 : vi OT) 二 e”7， 画 出 输出 信号 的 频率 响应 曲 
线 。 抽 样 频率 fs 二 1000Hz。 
解 : 差分 方程 为 
v; (nT) — v GT) = u(n—1]T) — wGn—1]T) 4- 1000T[ 9, (nT) + v, Cn —1]T) ]/2 
4 w(T)-—e"T, KB v, nT) Og 
v, GT) = (2/3) [w GT) — uv; (Ln —1]T) ] + 4/3»w, (Ln — 1]T) 
设 输出 与 输入 频率 相同 ， 即 v。(nT) 二 Ae” 7 ，A 为 复数 ， 可 得 
Ae"? = (2/3) (eT — ee PT) + (1/3) Ae YT (1. 16) 
vo(nT) WA |A|, RA. 16018 
A = 62/3) — e») 
(1— eT /3) 
利用 MATLAB mH O~ f./2 的 频率 响应 ， 如 图 1.9 Pra. 


e = exp(1); 
fs = 1000;T = 1/fs; 
f = 0:fs/2; 
w = 2*pi*f; 


jwT = j*w*T; 

num = abs(2/3*(1 - e.^-jwT)); 
den = abs(1-e.^-jwT/3); 

Amag =num./den; 

figure (1) ;clf; 

plot (f, Amag) ; 

axis([O fs/2 0 1.21); 
xlabel('frequency in Hz'); 
ylabel('Magnitude of Gain'); 
title('Frequency plot'); 频率 (Hz) 


a) b) 
B] 1.9 差分 方程 的 频率 响应 


从 图 1. 9 可 知 ， 差 分 方程 描述 的 是 一 个 高 通 滤波 器 。 
1.1.4 一 种 简单 的 FIR 数字 滤波 器 设计 方法 

为 了 阐述 第 二 种 FIR 数字 滤波 器 的 设计 方法 ， 先 从 原始 RC 电路 的 冲 激 响应 说 起 。 根 
据 线性 系统 理论 ， 若 两 个 线性 时 不 变 系 统 的 冲 激 响 应 相同 ， 则 它们 在 相同 的 输入 激励 时 ， 
具有 相同 的 输出 响应 。 

图 1. 10 所 示 为 一 个 可 以 用 来 估算 系统 冲 激 响应 的 结构 图 ， 其 中 ， 标 有 T 的 模块 表示 
单位 延 时 器 ， 实 际 应 用 中 可 以 用 时 钟 寄 存 器 来 实现 。 用 二 进 制 表示 的 离散 信号 在 这 些 寄 存 
器 内 保存 一 个 周期 ， 然 后 传 到 下 一 个 寄存 器 。 这 些 排列 成 一 排 的 寄存 器 就 形成 了 一 条 延 时 





0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 





图 1.10 有 限 脉冲 响应 滤波 器 
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线 。 在 零 时 刻 ， 给 这 个 系统 一 个 单位 脉冲 信号 ， 系 统 响应 就 可 以 表示 为 AORT) — (bs bi, 
5b;，b3，b4，bs}。 用 这 个 方法 来 构建 一 个 滤波 器 ， 我 们 只 需要 对 冲 激 响应 进行 抽样 ， 同 时 
设置 b; 为 抽样 的 值 。 

脉冲 响应 为 CRT) = (bo, bi. bz, b3, bys bs} 


图 1.1 中 RC 电路 的 冲 激 响 应 Hh —gee m. 如 果 令 R=1k, C—lyF, HARA 


lms， 并 且 冲 激 响应 的 最 大 值 为 1，6; 的 抽样 值 分 别 为 bo — 1. 0, 5; —0. 3679, 5; —0. 1353, 
b; =0. 0498, 6,=0.0183, 5,—0.0067, M) FIR 滤波 器 的 差分 方程 为 
v, T) =v;(nT) + 0. 36790; (Ln —1]T) + 0. 1353u;([n — 2]T) + 0. 04989, C([n — 3] T) 
+ 0. 0183v;([m — 4]T) + 0. 0067x; (Ln — 5] T) (1. 17) 
频率 响应 函数 可 以 通过 将 (2zT) 变 为 复 指 数 形式 ， 求 解 其 等 效 的 差分 方程 来 得 到 。 频 
率 响 应 幅度 曲线 如 图 1. 11 所 示 ， 其 中 另 一 条 曲线 为 原 RC 电路 的 频率 响应 曲线 。 其 中 只 
显示 了 频率 响应 的 一 部 分 ， 由 于 抽样 的 原因 ， 频 频率 响应 
率 响应 超出 500Hz AY AB SP EAT RE. KI 
RLC 电路 的 冲 激 响应 为 
h(t) = Ke“ [wasin(wat) — a(1 — coswat) ] 
H, a=50, w=1200, K=0. 001, 
对 这 个 冲 激 响应 以 频率 为 1000Hz 进行 抽 
样 ， 利 用 前 30 个 样本 构建 FIR 滤波 器 。 求 FIR 
滤波 器 的 频率 响应 。 
解 : 先 找到 抽样 频率 为 1000Hz 时 的 前 30 个 
样本 点 。 差 分 方程 可 以 写 为 
v, QT) —hO) v GT) hl)vi(Ln — 1]T) 


T hGO)»wQn— 2]T) +++ 图 1.11 6 fr FIR 滤波 器 的 频率 响应 与 RC 


+h(28)u;([n — 28]T) 低 通 滤 波 器 的 频率 响应 
+h(29)v;([n — 29]T) (1. 18) 
其 冲 激 响 应 的 抽样 点 图 如 图 1. 12 所 示 。 
冲击 响应 的 采样 值 
fs = 1000;T = 1/fs; 
f = 0:fs/2; j 
Len = 30; 


t = 0:T: (Len-1) *T; 

a = 50;wd = 1200;K = 0.001; 

h = K*exp(-a*t). *(wd*sin(wd*t) -... 
a*(1 - cos (wd*t))); 

figure (1);clf; 

stem(t, h); 

axis([0 Len*T -2 5.21); 

xlabel('Time in seconds'); SENE Ente Í F J 

ylabel('h!); 0 0.005 001 0015 0.02 0025 003 





title('Sampled impulse response'); 时 间 (s) 
a) b) 


1.12 h(t) 二 Ke “[wasin(wat) 一 a(1 一 coswat)] 的 前 30 个 样本 


要 想 找 到 频率 响应 ， 我 们 令 v(nT)—6"7, v (nT) 二 Ae” ,其 中 ，A 为 复数 。 将 这 
两 个 值 带 信 式 (1. 18) 中 ， 得 到 
Ae" = h(0) e"? + (1) e 797 -- 1 (2) e PT + + A(28) MT + h(29) eT 


将 等 式 两 边 同时 除 以 e””， 得 到 
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A = h() HAC) eT Hh) eT 十 + A (28) TT 十 万 (29)erie297 
利用 该 等 式 可 以 画 出 A 的 幅 频 特性 曲线 。 由 于 输入 的 幅度 为 1， 因 此 A 的 幅度 就 是 电路 的 
增益 ， 图 1. 13 所 示 为 滤波 器 的 频率 响应 。 本 


频率 响应 


w = 2*pi*f; 
jwT = j*w*T; 
mag = zeros(1, length(£f)); 
for i = 1:Len 
mag = mag + h(i)*exp(jwT*(1-i))); 





and 

mag = abs (mag); y] nine Deaf, 
figure (2) ;clf; 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 
plot(f, mag); 频率 (Hz) 


a) b) 
图 1.13 滤波 器 的 频率 响应 图 ， 该 图 显示 电路 的 共振 频率 在 200 Hz 附近 


前 面 例子 中 介绍 的 TIR 和 FIR 滤波 器 都 与 理想 滤波 器 相差 较 远 ， 这 里 只 是 简要 介绍 其 
大 概 流 程 ， 对 于 DSP 系统 是 如 何 工作 的 提供 一 个 直观 认识 。 在 介绍 中 很 多 复杂 的 设计 问 
题 都 被 简化 ， 这 些 将 在 后 面 的 章节 中 深入 探讨 。 


1.2 分 析 与 设计 概述 

一 个 良好 的 设计 需要 周密 的 分 析 以 验证 其 可 行 ， 这 里 将 对 数字 滤波 器 的 分 析 、 设 计 和 
最 终 实现 进行 简要 说 明 。 
1.2.1 分 析 过 程 

数字 滤波 器 可 从 时 域 或 频 域 进行 分 析 。 时 域 分 析 通 常 关 注 滤 波 器 的 瞬 态 分 析 ， 包 括 脉 
冲 响应 和 阶 牙 响应 。 如 果 一 个 系统 由 差分 方程 定义 ， 那 么 总 是 可 以 通过 输入 一 个 单位 脉冲 
信号 或 单位 阶 茎 信号 ， 然 后 采用 方程 迭代 求解 的 方法 获得 系统 的 脉冲 响应 或 阶 牙 响应 。 
(上 一 节 已 经 利用 该 方法 求解 阶 跃 响应 ,) 同 时 ， 也 可 以 通过 闭合 形式 求解 差分 方程 。 闭 合 
形式 可 以 求 出 任意 点 的 响应 值 ， 而 不 需要 首先 求解 出 之 前 所 有 点 的 响应 值 。 为 减少 运算 的 
单调 性 ， 目 前 已 有 许多 通过 迭代 运算 求解 瞬 态 响应 的 计算 机 程序 出 现 ， 并 将 结果 以 图 形 方 
式 展现 。 

滤波 器 瞬 态 响应 非常 重要 。 通 过 瞬 态 响应 可 以 判断 滤波 器 的 稳定 性 (相反 ， 频 率 响应 
往往 不 能 清楚 地 进行 判断 ); 通过 瞬 态 响应 能 够 很 清晰 地 判断 滤波 器 的 种 类 (如 FIR 或 者 
IIR、 低 通 或 者 高 通 等 ) 。 此 外 ， 了 瞬 态 响应 对 FIR 滤波 器 而 言 至 关 重 要 ， 其 为 设计 的 核心 。 
(实际 上 ，FIR 滤波 器 的 脉冲 响应 直接 决定 了 实际 应 用 中 滤波 器 的 系数 。) 

脉冲 响应 可 用 于 阶 牙 响应 的 推导 ， 反 之 亦 然 。 同 样 ， 如 果 已 知 完整 的 脉冲 响应 ， 那 么 
可 以 求解 出 系统 的 传输 函数 (利用 = 变换 ) 和 频率 响应 。 

滤波 器 的 频率 响应 同样 非常 重要 ， 其 是 判断 滤波 器 特性 是 否 符 合 设计 指标 (通常 在 频 
域 指 定 ) 的 测度 。 依 据 频率 响应 曲线 形状 ， 滤 波 器 可 以 分 为 低 通 、 高 通 、 带 通 和 带 阻 类 型 。 

采用 z 变换 可 以 很 简易 地 求解 滤波 器 的 频率 响应 。 差 分 方程 通过 z 变换 由 时 域 变换 到 
z 域 ， 使 得 绝 大 多 数 数学 运算 变 成 了 代数 运算 。 代 数 运算 依然 元 繁 ， 但 可 借助 于 计算 机 。 
求解 过 程 与 连续 域 中 拉 普 拉 斯 变换 相似 。 微 分 方程 通过 拉 普 拉 斯 变换 可 由 时 域 变换 至 s 
I, OK jw 替换 * 将 产生 一 个 传输 函数 ， 其 幅度 和 相位 就 是 连续 信和 号 的 频率 响应 函数 。 在 差 
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分 方程 中 ， 将 = 替换 为 ae 。 利 用 欧 拉 公式 生成 关于 o 的 复数 方程 ， 即 为 数字 滤波 器 的 频 
率 响应 函数 。 数 字 系 统 与 模拟 系统 的 求解 过 程 类 似 ， 仅 数学 推导 稍 许 复杂 。 
1.2.2 设计 过 程 

数字 滤波 器 的 设计 可 分 为 两 个 部 分 一 一 FIR 滤波 器 设计 和 IIR 滤波 器 设计 。FIR 表示 
有 限 脉冲 响应 ， 该 滤波 器 的 特点 是 不 存在 反馈 项 ， 也 就 是 说 ， 系 统 差分 方程 在 下 一 时 刻 的 
输出 只 取决 于 当前 输入 值 和 过 去 输入 值 。IIR 表示 无 限 脉冲 响应 ，IIR 滤波 器 的 特点 是 包 
含 反 馈 项 ， 这 意味 着 系统 差分 方程 在 下 一 时 刻 的 输出 不 仅 取决 于 当前 输入 值 和 过 去 输入 
值 ， 还 取决 于 过 去 的 输出 值 。 

FIR 滤波 器 可 以 看 作 是 一 个 输入 信号 通过 一 系列 寄存 器 (数字 延迟 ) 的 延迟 线 。 其 中 ， 
每 个 寄存 器 接收 到 输入 后 将 在 一 个 抽样 周期 内 依次 将 其 传输 到 相 邻 的 寄存 器 。 图 1. 10 给 
出 了 一 个 典型 FIR 滤波 器 的 结构 。 或 者 ， 我 们 可 以 利用 图 1.4 所 示 的 计算 机 结构 通过 软件 
运算 差分 方程 。 目 前 ， 两 种 方法 均 被 广泛 应 用 ， 选 择 哪 一 种 方法 取决 于 实际 应 用 场合 。 

图 1. 10 rp, HARA T 的 模块 表示 一 个 并 行 输入 、 并 行 输出 寄存 器 ， 每 个 抽样 周期 
内 处 于 锁 存 状 态 。 抽 样 后 的 输入 信号 经 A/D 转换 器 后 通过 寄存 器 组 ， 经 过 ?个 抽样 周期 
后 “滑落 ”到 寄存 器 组 的 末端 。 每 一 个 通过 寄存 器 组 的 抽样 信号 乘 以 常数 (b。，0;，…，b,)， 
然后 求 和 并 送 至 D/A 转换 器 输出 。 一 个 单 脉冲 信号 通过 该 系统 后 产生 的 输出 序列 为 

h(nT) = {Bo ,0b1,*** 5B, } 

滤波 器 的 系数 正 是 系统 脉冲 响应 的 数值 。 由 于 不 存在 反馈 ， 因 此 脉冲 响应 始终 是 有 
限 的 。 
图 1. 10 系统 结构 的 差分 方程 可 以 写 为 

v, IT) = boui (nT) +b, 0,(n — DT + brv; (n — T+ 二 hvnn — mT 
因此 ，FIR 滤波 器 的 设计 在 于 通过 适当 方法 获得 特定 频率 指标 的 脉冲 响应 ， 其 可 通过 
傅 里 叶 反 变换 实现 。 由 于 实际 滤波 器 的 脉冲 响应 需要 满足 有 限 和 因果 要 求 ， 因 此 数字 滤波 
器 的 频率 响应 仅 是 理想 滤波 器 的 一 个 和 逼近 。 正 是 这 一 逼近 往往 导致 不 希望 的 纹 波 或 其 他 误 
差 。“ 加 窗 ” 处 理 可 以 让 设计 者 去 权衡 误差 产生 的 位 置 。 一 个 完整 的 FIR 滤波 器 的 设计 过 程 
包括 频率 指标 选择 、 脉 冲 响应 提取 ， 以 及 利用 窗 函 数 修正 特定 误差 。 

对 比 FIR 滤波 器 的 设计 ，IIR 滤波 器 毫 无 疑问 是 一 个 更 加 开放 的 设计 间 题 。 这 将 导致 
更 多 的 权衡 和 (通常 情况 下 ) 更 复杂 的 过 程 。IIR 滤波 器 设计 一 般 从 相应 的 模拟 滤波 器 设计 
开始 ， 最 后 通过 将 传输 函数 由 ; 域 映 射 到 z 域 而 完成 。 有 许多 方法 可 以 实现 s 域 到 > 域 的 
上 映射， 我们 将 对 其 中 的 三 种 方式 进行 分 析 ， 包 括 差分 法 、 脉 冲 响 应 不 变法 、 双 线性 变 
换 法 。 

差分 法 是 最 为 直接 的 方法 ， 但 当 信 和 号 频率 接近 抽样 频率 的 一 半 时 不 能 获得 较 好 的 结 
果 。 脉 冲 响 应 不 变法 已 经 在 数字 控制 系统 中 获得 了 广泛 应 用 。 双 线性 变换 法 是 通过 模拟 滤 
波 器 设计 实现 IIR 滤波 器 的 使 用 最 广 
的 方法 。 事 实 也 证 明 ， 该 方法 可 以 在 
很 宽 的 频率 范围 内 获得 良好 的 设计 效 
果 ， 在 计算 机 领域 获得 了 大 量 应 用 。 

由 于 IIR 滤波 器 存在 反馈 项 ， 使 
得 多 种 不 同 结构 成 为 可 能 。 图 1. 14 为 
一 个 二 阶 IIR 滤波 器 的 结构 图 。 

对 比分 析 IIR 和 FIR 数字 滤波 器 ， 
一 般 而 言 ， 对 于 给 定 的 设计 指标 ，IIR 
滤波 器 往往 可 以 更 低 的 系统 阶 数 满足 Elie [BUR See 
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指标 要 求 。 那 么 ， 为 什么 还 需要 FIR 滤波 器 呢 ? 事实 上 ， 在 IIR 滤波 器 的 设计 中 ，;s 域 到 
z 域 的 转换 以 非 线性 方式 改变 了 滤波 器 的 相位 特征 。 换 言 之 ，IIR 滤波 器 的 设计 获得 了 较 
为 准确 的 幅度 响应 ， 但 未 考虑 滤波 器 的 相位 响应 。 在 某 些 应 用 中 ， 例 如 ， 通 信和 领域 的 相位 
载波 中 ， 这 种 相位 畸变 是 无 法 容忍 的 。 在 这 些 情况 下 ，FIR 滤波 器 由 于 其 可 以 设计 成 线性 
相位 而 获得 应 用 。 事 实 上 ，FIR 滤波 器 常用 在 需要 保证 线性 相位 特性 的 场合 ， 而 在 一 些 对 
于 相位 偏 移 不 重要 的 场合 ， 则 采用 IIR 滤波 器 来 实现 。 


习题 

概念 题 

1. 数字 滤波 器 的 稳 态 响应 与 瞬 态 响应 有 何 区 别 ? 

2. 请 举 出 三 个 以 上 有 关 线 性 相位 应 用 的 例子 。 

3. 本 章 引 言 部 分 指出 ， 数 字 滤 波 器 与 模拟 滤波 器 具有 相似 功能 ， 模 拟 滤波 器 由 简单 的 电阻 和 电容 组 成 ， 
而 数字 滤波 器 的 硬件 实现 较为 复杂 ， 请 问 应 用 数字 滤波 器 替代 模拟 滤波 器 有 什么 优势 ? 从 设计 灵活 
性 、 难 易 程 度 、 硬 件 损耗 、 长 期 稳定 性 以 及 滤波 器 品质 等 方面 思考 。 

4. 对 于 一 个 给 定 的 算法 ， 为 什么 人 们 期 望 TIR 滤波 器 比 FIR 滤波 器 计算 更 有 效 ? 

5. FIR 滤波 器 没有 反馈 回路 ， 对 于 系统 稳定 性 来 说 会 产生 什么 影响 ?” 是 否 会 出 现 震 荡 现 象 ” 并 说 明 
原因 。 

6. IR 滤波 器 存在 反馈 回路 而 FIR 滤波 器 没有 。 一 般 来 说 ， 两 种 滤波 器 系数 存在 小 误差 时 会 带 来 什么 影 
响 ? 对 于 HIR 滤波 器 来 说 ， 误 差 的 影响 是 更 大 还 是 更 小 ? 为 什么 ? 

7. 梯形 积分 法 可 用 于 积分 的 近似 计算 ， 以 及 微分 方程 转换 成 差分 方程 。 该 方法 中 若 使 用 诸如 抛物 线 类 似 
的 二 阶 方程 近似 而 不 是 直线 拟 合 ， 将 会 产生 什么 样 的 结果 ? 

8. 由 于 实际 中 冲 激 信号 不 易 近 似 ， 请 描述 如 何以 其 他 方式 间接 获得 冲 激 响 应 。 比 如 说 ， 利 用 多 数 信号 发 
A: di PAE BY Br EK fe m 

9. 计算 机 求解 系统 差分 方程 时 ， 使 用 二 进 制 方式 表示 系数 ， 由 于 计算 机 位 数 的 限制 ， 导 致 系数 出 现 小 的 
误差 ， 称 为 “量化 误差 >。A/D 转换 时 同样 会 出 现 这 类 误差 。 请 问 在 求解 差分 方程 时 还 有 可 能 产生 什么 
误差 ? 

10. 求解 差分 方程 时 ， 输 入 变量 系数 与 输入 变量 时 间 延 迟 乘 以 一 个 常数 ， 那 么 在 频 域 上 将 会 出 现 什么 
结果 ? 

11. 习题 1.7 中 ，FIR 滤波 器 的 脉冲 响应 为 
h(nT)={bos bi, b. bi, bas bs} 

请 画 出 满足 下 式 的 滤波 器 结构 ， 
h(nT)={0, 0, 0, bos bi, bz, bss bys bs} 
试 确定 补 零 操作 在 滤波 器 的 幅 频 响应 和 相 频 响应 上 的 影响 。 
12. 假设 FIR 滤波 器 差分 方程 的 脉冲 响应 是 对 称 的 ， 如 : 
h(n T) — (by, bis bz, b3, bas bss bss bs, bzs bis bo} 
如 何 利用 对 称 性 形式 写 出 滤波 器 的 差分 方程 ， 以 减少 所 需 的 乘法 运算 量 ? 

13. 实际 应 用 中 ， 一般 希 望 使 用 尽 可 能 多 的 位 数 来 表示 差分 方程 系数 以 减少 其 中 的 量化 误差 ,但 同时 会 
带 来 不 利 的 影响 ， 请 指出 三 个 因 增 加 量化 位 数 产 生 的 缺点 。 

14. 正弦 函数 y 二 Asin(2xft)， 其 中 ，A 为 幅度 ，f 为 频率 。 式 中 未 知 变量 A 和 /了 至 少 需要 两 个 不 同时 刻 
的 y 值 才 能 确定 。 请 问 还 需要 什么 条 件 才 可 以 唯一 确定 变量 A 和 了 的 取 值 ? 

15. 给 定 低 通 滤波 器 参数 截止 频率 为 for MEARE fo. WEAR 二 1/fs， 实际 应 用 中 差分 方程 求解 
时 间 应 小 于 工 。 那 么 ， 如 果 不 满足 这 一 条 件 会 有 什么 样 的 结果 ? 例如 ， 差 分 方程 求解 时 间 为 1. 2T。 

分 析 设 计 题 

1.1 节 

1.1 利用 本 章 介绍 的 梯形 法 则 数值 积分 方法 ， 给 出 与 图 P1. 1 所 示 模 拟 滤波 

器 近似 的 数字 滤波 器 差分 方程 。 
1.2 下 面 给 出 的 是 一 个 典型 的 数字 滤波 器 的 计算 程序 : 图 Pl.1 模拟 滤波 器 
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Initialize Variables 
DO Forever 

Call AtoD(Vi) ;Get a sample from the A to D 

Vo = Ki*Vi + K2*Vol 

Call DtoA(Vo) ;Output Vo to D to A 

Vol - Vo ;Reset the value of the old variable. 

Wait for T seconds to pass 
Loop 
End 
请 问 : 
(a) "Wait for T seconds to pass” 该 命令 起 什么 作用 ? 如 果 删 除 会 有 什么 结果 ? 
(b) 在 “Initialize Variables” 程 序 部 分 ， 有 哪些 变量 需要 初始 化 ? 
(c) WR A/D 需要 10ps 完成 转换 ， 每 个 乘法 运行 计算 机 需要 8pys， 每 个 加 法 运算 需要 O.5us, D/A 

转换 需要 0. 1xs， 近 似 估计 该 滤波 器 最 大 抽样 频率 是 多 少 。 
对 于 差分 方程 
vo GT) = 0. 3333v; (nT) + 0. 3333x; (Cn — 1]T) + 0. 3333, (Ln — 1]T) 
抽样 频率 是 1 kHz. 
(a) 求解 并 绘制 脉冲 响应 曲线 ; 
(b) 求解 并 绘制 阶 牙 响应 曲线 ; 
(c) 当 输 入 正弦 与 余弦 函数 ， 求 解 输入 与 输出 的 频率 响应 ; 
(d) 画 出 频率 从 0 变化 到 fs/2 时 的 幅 频 图 和 相 频 图 。 
(e) 该 滤波 器 是 FIR 滤波 器 还 是 IIR 滤波 器 ? 说 明 原因 。 
本 章 使 用 梯形 法 则 离散 近似 积分 运算 。 
(a) 使 用 和 矩形 代替 梯形 ,求解 相应 的 差分 方程 近似 积分 运算 。 
(b) 分 别 画 出 一 个 梯形 积分 器 和 一 个 矩形 积分 器 的 频率 响应 。 
详细 描述 如 何 使 用 正弦 信号 发 生 器 与 示波器 确定 数字 滤波 器 的 增益 -频率 曲线 图 。 
证 明 图 P1. 6 所 示 二 阶 UR 滤波 器 的 差分 方程 为 
x= bo x, + bi xia F bz £r — ai yia — Az yi 

其 中 ，y 表示 & 时 刻 的 输出 值 ，z 表示 时 刻 的 输入 值 。 
请 给 出 图 P1. 7 所 示 的 FIR 滤波 器 脉冲 响应 的 一 般 表 达 式 。 证 明 该 响应 为 有 限 长 ， 而 且 长 度 不 超过 
n 十 1， 其 中 是 尾部 系数 的 下 标 。 





图 P1.6 IIR 数字 滤波 器 图 P1.7 FIR 数字 滤波 器 


对 于 差分 方程 
wv, CET) = 0. 5v; (kT) — 0. 35v; (Ck — 1]T) — 0. 825v. ([k — 1]T) 
(a) 该 方程 表示 的 IR 滤波 器 还 是 FIR 滤波 器 ? 说 明 原因 。 
(b) 写 出 该 滤波 器 脉冲 响应 的 前 5 个 点 的 值 。 
(c) 抽样 频率 为 1000Hz， 求 出 系统 频率 响应 的 表达 式 。 
对 于 差分 方程 
y(nT) = x(nT) + Ky([n—1]7) 
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(a) 取 T—1 Bf, 求 出 系统 频率 响应 表达 式 。 

(b) 利用 MATLAB 分 别 绘 出 K=0.8 Al K=1/0.8=1. 25 时 的 频率 响应 曲线 ， 并 分 析 两 者 的 异 
同 点 。 

(c) 利用 MATLAB 分 别 绘 出 K=0. 8 &1 K=1/0. 8=1. 25 时 的 脉冲 响应 曲线 ， 至 少 画 出 10 个 点 。 

(d) 对 比 两 个 脉冲 响应 曲线 ， 请 总 结 出 频率 响应 曲线 中 隐 含 的 规律 。 


1.10 已 知 差分 方程 的 脉冲 响应 为 : 


1. 


1. 


1. 
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hOT) = (1.0,0. 5,0. 25,0,0,0,*-) 
对 于 线性 系统 ， 阶 路 输入 函数 可 视 为 nT=0 时 刻 的 脉冲 序列 ， 阶 路 函数 的 输出 应 为 相应 脉冲 
输入 的 组 合 。 利 用 该 信息 求 出 系统 阶 牙 响应 的 前 5 个 点 的 值 。 
差分 方程 的 阶 跃 响应 为 
s(nT) = {0 25,0.5,1.0,1.0,1. 0,*--) 
阶 跃 函数 在 离散 时 间 轴 上 可 以 看 成 是 一 系列 的 平移 脉冲 序列 ， 因 此 ， 阶 跃 响应 也 应 该 由 一 系 
列 的 平移 脉冲 响应 构成 。 利 用 这 个 信息 ， 推 导出 该 系统 的 脉冲 响应 。 
已 知 系统 差分 方程 
ynT) = 0. 075z(nT) +0. 075z(Ln—1]T) + 1. 5y([n — 1]T) 一 0.65y([2 一 2]T) 
系统 的 频率 响应 如 图 P1. 12 所 示 。 抽 样 频率 f= 二 1000Hz。 从 幅 频 图 和 相 频 图 中 可 以 看 出 输入 
频率 为 100Hz 时 ， 增 益 约 为 0. 54， 相 移 约 为 一 111”。 利 用 MATLAB 生成 一 个 在 100Hz 处 幅 值 为 
1.0 的 正弦 信号 z。 应 用 此 差分 方程 处 理 x 并 计算 输出 序列 y(nT)。 验 证 增益 与 相 移 是 否 与 频率 响 
应 图 上 估计 的 是 否 一 致 。 注 意 ， 为 了 得 到 比较 精确 的 读数 ， 需 产生 多 个 周期 的 > 值 ， 因 此 初始 的 
几 个 周期 中 不 仅 包 含 稳 态 响应 ， 还 包含 启动 过 程 中 的 瞬 态 响应 。 





图 P1. 12 差分 方程 的 频率 响应 曲线 ， 右 侧 为 局 部 放大 图 


差分 方程 中 K 是 一 个 大 于 0 的 实数 ， 
y(GT) = z(iT) 十 z([2 —1]7) + Ky([n —1]7) 
(a) 求解 使 得 脉冲 响应 无 限 增 大 的 K 的 取 值 范围 
(b) 求解 使 得 脉冲 响应 衰减 到 0 的 K 的 取 值 范围 。 
图 P1. 14 是 一 个 NN 级 延迟 线 ， 
(a) 请 给 出 系统 差分 方程 ; 
(b) 请 给 出 系统 频率 响应 ; 
(c) 证 明 频率 响应 幅度 谱 总 是 1， 相 移 随 频率 线性 变化 。 


图 P1.14 延迟 线 结构 图 
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离散 时 间 信 和 号 


本 章 主要 讨论 离散 时 间 信 号 ， 简 称 为 离散 信号 。 离 散 时 间 信 和 号 仅仅 定义 在 离散 的 时 刻 
点 上 ， 用 x(n 了 T) 来 表示 ， 也 可 以 简化 表示 为 zLn]。 其 中 自 变量 ”只 能 取 整 数 ， 而 变量 T 
表示 离散 抽样 值 之 间 的 时 间 周 期 。 

由 于 计算 机 只 能 对 数字 进行 运算 处 理 ， 因 此 连续 时 间 信 号 必须 首先 转换 成 数字 序列 。 
这 个 转换 过 程 称 为 抽样 。 如 果 信 和 号 抽样 时 间 间 隔 是 固定 的 ， 即 产生 了 序列 nT), n=, 
一 2， 一 1，0，1，2，…， 时 间 间 隔 T 称 为 抽样 周 = x(nT) 

期 。 抽 样 过 程 如 图 2. 1a 所 示 ， 其 中 抽样 点 的 值 由 垂 a ee 
线 的 端点 表示 。 

图 2. 1b 给 出 了 抽样 所 使 用 的 常用 硬件 设备 。 其 
中 模 / 数 转换 器 (A/D 或 ADC) 是 对 电压 信号 抽样 并 
将 抽样 结果 转换 成 二 进 制 数字 的 电路 ， 转 换 之 后 的 
二 进 制 数 字 被 传输 至 计算 机 进行 处 理 或 储存 。 抽 样 
的 时 间 间 隔 由 计算 机 的 时 钟 脉冲 决定 。 

注意 信号 的 表示 方法 ，xzx(t) 表 示 连 续 时 间 信 号 ， 
Zz(nT) 表 示 信 号 x(#) 在 特定 t+ 二 nT 时刻 的 值 ，zx[Ln] 
表示 离散 时 间 信 号 且 信 号 仅 在 为 整数 时 有 定义 。 
另外 ， 书 中 圆 括号 表示 连续 时 间 ， 方 括号 表示 离散 
时 间 。 这 种 表示 方法 不 是 通用 的 ， 使 用 这 些 表示 方 
法 仅仅 是 为 了 区 分 信号 xUn)füxi T). ifs 38 图 2.1 抽样 处 理 硬 件 流程 图 
过 对 z 轨 进 行 以 工 秒 为 周期 抽样 得 到 的 ， 那 么 

zT) = x(t) |nr 





H. 

ain] = x(t) |r = xGT) Æ zGO) |. (2. 1) 
图 2. 1c 表示 了 一 个 完整 的 数字 信和 号 处 理 系 统 。 抽 样 器 将 连续 时 间 信 号 z(t) 转 化 成 离散 时 
间 信 号 z(nT) 二 xLnj]， 即 完成 模拟 到 数字 的 转换 。 由 抽样 器 获得 的 离散 时 间 抽 样 值 成 为 数 
字 处 理 器 的 输入 ， 数 字 处 理 器 的 输出 是 yLnj 信 号 。 注 意 ， 整 个 系统 的 输入 信号 x(z) 定 义 在 
整个 时 间 轴 上 ， 而 输出 信号 yLnj 仪 在 时 间 轴 整数 点 n 上 有 定义 。 

一 种 离散 时 间 信 号 的 幅度 是 连续 的 ， 其 幅度 可 以 取 任 意 值 。 另 一 种 离散 时 间 信 号 的 
幅度 是 离散 的 ， 其 幅度 只 能 取 特 定 值 。 数 字 信 号 从 本 质 上 来 说 是 幅度 离散 的 离散 时 间 信 
号 。 比 如 模拟 /数字 转换 器 的 输出 yLnj 就 是 一 个 幅度 离散 的 离散 时 间 人 信号。 假设 A/D 输 
出 的 二 进 制 信号 用 8 位 表示 ， 那 么 输出 信号 的 幅度 只 可 以 取 2 = 256 个 不 同 的 值 。 数 字 
计算 机 中 的 任何 信号 也 都 是 幅度 离散 的 离散 时 间 信 号 。 图 2.2 给 出 了 将 一 10 一 10 伏 的 
电压 抽样 值 转换 成 3 位 二 进 制 数字 的 结果 ， 其 中 抽样 值 用 2 二 8 个 电 平 来 表示 。 因 为 抽 
样 电 压 值 的 范围 是 20 伏 ， 所 以 转换 后 的 二 进 制 信号 的 取 值 只 能 是 20/8 二 2. 5 伏 的 整数 
fe, B 2.2 rp, 数据 1 表示 抽样 值 ， 数 据 2 为 3 位 二 进 制 数 表示 的 离散 幅度 序列 。 


16 数字 信号 处 理 及 MATLAB 仿真 






OTe TT OTT Sas TT 
抽样 后 电压 
图 2. 2 抽样 值 与 二 进 制 转换 后 数值 的 比较 


为 简化 本 章 中 一 些 概念 的 介绍 ， 通 常 假设 离散 时 间 信 号 的 幅度 是 连续 的 ， 即 z[n]==z(n7T)。 

总 之 ， 一 个 离散 时 间 信 号 是 一 个 有 序 的 数列 。 这 个 数列 通常 用 x[n] 表 示 ， 整 个 序列 
表示 为 …，z[ 一 2]，z[ 一 1]，z[0]，z[1]，z[2]，… 工 程 师 们 对 离散 时 间 信 号 感 兴趣 的 
原因 有 如 下 几 点 : 

1. 车 进行 数字 信号 处 理 ， 需 要 进行 信号 的 抽样 ， 数 字 信 号 处 理 比 模拟 信号 处 理 更 加 
灵活 简便 。 

2. 由 于 多 种 原因 ， 许 多 通信 系统 基于 离散 时 间 信 号 的 传输 。 

3. 对 模拟 信号 进行 抽样 ， 可 以 存储 其 在 离散 的 存储 器 中 。 

4. 某 些 测量 物理 变量 的 传感器 输出 通常 都 是 离散 时 间 信 和 号 。 

5. 自动 控制 物理 系统 的 复杂 方案 需要 数字 计算 机 来 实现 ， 而 计算 机 输出 的 控制 信号 
是 离散 时 间 信 号 。 

6. 许多 消费 产品 比如 电视 、CD、DVD、 数 码 相 机 和 MP3 播放 器 使 用 的 都 是 数字 
信号 。 
2. 1 离散 时 间 信 号 和 系统 

本 节 将 通过 实例 介绍 离散 时 间 信 号 和 系统 。 以 数值 积分 为 例 ， 假 设 我 们 想 利用 数字 计 
算 机 来 计算 电压 信号 的 积分 值 。 利 用 计算 机 进行 积分 需要 使 用 数值 算法 ， 这 些 数值 算法 基 
于 将 待 积 分 的 信号 转换 成 已 知 积分 的 近似 信和 号， 因此 所 有 的 积分 算法 从 本 质 上 来 说 都 体现 
了 近似 的 概念 。 

图 2. 3 给 出 了 使 用 欧 拉 方 法 进行 积分 的 图 示 。 
欧 拉 方法 是 将 曲线 z( 轨 覆盖 的 面积 近似 为 所 给 出 
的 矩形 面积 之 和 。 其 中 步 长 大 小 工 (矩形 宽度 ) 称 
为 数值 积分 增 量 ， 因 此 实现 该 算法 要 求 信号 z(t) 
必须 以 工 秒 为 周期 抽样 ， 得 到 自 变 量 为 n( 整 数 ) 
的 抽样 序列 。 

S y(t) 表 示 如 下 积分 








= | zcodr (2. 2) 
0 


图 2. 3 x(t) A 0 时 刻 到 nT 时 刻 的 积分 就 可 以 表示 为 上 一 0 时 刻 至 t= (n 一 1)T 时 刻 的 积 
分 ， 再 加 上 t= (n 一 上 DT 时 刻 至 1 二 nT 时 刻 的 积分 值 。 因 此 式 (2. 2) 可 以 转化 为 


OY | er = a) = [cod [^ oae [7 (rode (2.3) 
如 果 忽 略 近 似 误差 ， 使 用 图 2.3 中 的 欧 拉 方法 进行 积分 运算 ， 我 们 可 以 将 等 式 改写 成 
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ynT) = y([n—1]T) + Tz([n — 1]T) (2. 4) 
然而 ， 通 过 图 2.3 我 们 可 以 看 出 ，y(zT) 仅 仅 是 对 cE tT HAA BO X D 3T 
对 于 离散 时 间 信 和 号 来 说 ， 式 (2. 4) 可 以 改写 成 
yla] = yln—1] + Tz[n — 1] (2.5) 
此 类 方程 称 为 差分 方程 。N 阶 线性 常 系数 差分 方程 一 般 可 表示 为 如 下 形式 
yla] =a,yln—1] + a:y[n— 2] +++ + any[n—N] 

+ b x[n]-4d-bix[n —1] 4- b; x[n — 2] +++ +byr[n—M] (2. 6) 
方程 中 系数 a; Mb: i=0, 1, 2, =, NAE y Dn JE Cas — 1. HIERHER n 
替换 成 n 十 N， 则 方程 可 以 重新 表示 为 

yLn +N] = ayl[n+N—1J+a.y[n+N—2] +++ +ayyin+N—N]+2[n+N] 
+b,z2[n+ N—1]+8,2[n+ N— 2] + +bumr[n+ N— M] (2.7) 
式 (2. 6) 或 式 (2. 7) 表 示 了 差分 方程 的 一 般 形 式 ， 差 分 方程 (2.5) 一 (2.7) 定 义 了 离散 时 间 系 
统 。 差 分 方程 (2.5) 表 示 的 离散 时 间 系 统 利用 欧 拉 方法 计算 输入 序列 xzLnj 的 积分 值 yLnj]。 
第 5 章 会 继续 讨论 离散 时 间 系 统 的 差分 方程 模型 ， 尤 其 是 在 数字 滤波 器 中 的 应 用 。 
通过 图 2. 3 我 们 可 以 看 到 通过 欧 拉 方法 计算 的 普通 函数 z(t) 的 积分 可 以 转化 成 xLkj 与 
常数 工 相 乘 后 的 累加 和 。 


yla] = Tz[L0] 十 TzLl] 十 TzL2] 十 … 十 Tz[L2 一 1] = TS aL] (2. 8) 


通过 这 个 实例 ， 我 们 可 以 看 出 连续 时 间 上 的 积分 与 离散 时 间 上 的 累加 和 有 一 定 的 联系 ， 而 
这 种 联系 也 广泛 适用 于 其 他 场合 。 


2. 1.1 SAT A EX GS AA SB f BX p AL 


3 fi 1388 3E XE. C Pp fei S RAJAR SKA. 85 — Rb fi A BC [e] EP f D EK 
函数 u[m], He LMP 
1, nao 
u[n] — lo; se (2.9) 
jx HB RX AEH n BEM. B2. 4a 给 出 了 单位 阶 路 函数 的 图 示 ， 其 中 ， 
每 条 垂直 线 的 端点 用 来 表示 离散 信号 的 函数 值 。 有 时 移 的 单位 阶 跃 函数 表示 为 Ln 一 nj， 
KB. n 为 整数 
ls n> no 
u[n— n] = s nE (2: 10) 
图 2. 4b 中 给 出 了 当 n 为 正 整数 时 函数 的 图 形 。 





-2 -1 0 1 2 3 4 S. -1 0 1 no notlngt2ng*3 n 
a) b) 
2.4 T E [e] BA fiz BP ER ER SC 
在 MATLAB rp, — 7S Bi Bist [8] 6.47 BP BR R BC u[n 一 nj 可 以 通过 创建 并 执行 函数 
dtstep 来 实现 。 


18 数字 信号 处 理 及 MATLAB 仿真 


function Y = DTSTEP(X) 

% DTSTEP: Discrete-time Step function. 

% DTSTEP(X) is 0 for X < 0, 1 for X >= 0. 

Y = zeros (size (X)); 

Y(X >= 0) = 1; 

End 

在 函数 dtstep H, X=n—n, FB. n 是 给 定 的 离散 整数 向 量 ，n。 Je EGIT RBA 
的 起 始 时 间 点 。 图 2. 4b 可 以 通过 设 定 mm 一 2， 按 照 如 下 操作 重新 绘制 


>> n = [-1:5]; 
>> yedtstep(n-2) ; 
>> stem(n,y) 


下 面 的 MATLAB 程序 绘制 x[n 一 2] 一 w[n 一 7] 的 图 形 ;: 
>> n=[0; ; 
>> iene salar -dtstep (n-7) ; 
>> stem(n,y) 
结果 如 图 2. 6 所 示 。 
第 二 个 定义 的 信号 是 离散 时 间 单 位 脉冲 函数 或 单位 样 点 抽样 [Ln]， 其 定义 如 下 
1, n=0 
à[n] = Ü, a20 (2.11) 
图 2.5 给 出 了 离散 时 间 单 位 脉冲 函数 的 图 形 。 离 散 时 间 单 位 脉冲 函数 具有 良好 的 数学 
特性 ， 其 没有 任何 连续 时 间 冲 激 函 数 存 在 的 问题 。 实 际 上 ， 离 散 时 间 单 位 脉冲 函数 可 以 表 
示 为 两 个 单位 阶 路 函数 之 差 。 s 
[n] = u[n] — w[n — 1] (2. 12) 
结果 可 以 通过 绘制 uLnj 和 wuLn 一 1j 的 图 形 得 到 。 时 移 单 位 脉冲 函数 的 定义 如 下 
1, n= no 


[n— n ] = (2, 13) 
0, mnzÉm 
图 2. 5b 给 出 了 ó[n— n, HE n0 时 的 图 形 。 


ôn] [n -no] 





-1 0 1 ng-l no ng*l n 


a) b) 
图 2.5 离散 时 间 单 位 脉冲 函数 


任意 离散 时 间 序 列 都 可 以 表示 为 离散 时 间 单 位 脉冲 函数 的 加 权 和 。 离 散 时 间 序 列 由 单 
位 脉冲 函数 表示 的 一 般 形 式 为 


x[n] = p alm jéin— m] (2.14) 15 


了 一 一 co 


利用 式 (2. 14) 中 的 形式 来 描述 图 2. 6 中 的 
信号 。 
ain] =18[n — 2] + 1é[n—3]+1é[n—4]1+1édin—5] 








6 0.5 
+16[n—6] = 2 16[n—m] < | 
m=2 i 
2.1.2 相关 的 运算 K^ ee ae NE n n gs a 


现在 对 比 一 下 离散 时 间 信 和 号 与 连续 时 间 信 号 的 某 图 2.6 xu[n 一 2] 一 wLn 一 7] 的 图 形 
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些 运算 。 首 先 ， 连 续 时 间 信 号 积分 对 应 离散 时 间 信 号 的 累加 和 。 如 图 2.7 所 示 ， 其 中 ， 假 
定 离 散 时 间 信 号 由 连续 时 间 信 号 抽样 产生 ， 根 据 欧 拉 方 法 可 以 得 到 


f x(r)dr&T > x[n] (2. 155 


其 中 ， t=nT, 
以 类 似 的 方式 ， 通 过 抽样 值 Le] AY DAE DA 3 E S ISTE] fa Sc ORR, HK ASK 
如 下 


deus x zin] zin—1] (2.16) 


该 关系 式 如 图 2. 8 所 示 。 式 (2. 16) 右 侧 分 子 项 称 为 一 Mi 在 某 些 应 用 中 ， 也 可 以 看 作 
是 连续 时 间 信 号 一 阶 导 数 的 等 效 运算 。 


dzx(t) 
dt 


——-emzx[n]-— x[n—1] (2. 17) 


近似 导数 运算 








图 2.7 累加 运算 近似 积分 运算 图 2.8 近似 微分 运算 
脉冲 函数 的 等 效 运算 如 下 
LCE) = z(06()S2[n]é[n] = xL0lé[ n] (2. 18) 
HB. S0) FE HE BEAN [8] sk eK Hie eA ee. Es nh e A T EK PO K 38 ALT 
à) = UD Salm] = u[n]— wu[n—1] (2. 19) 
u(t) = | adrenn] = Y 8L] (2. 20) 
TERE TES M 全 =3, 


ul 3] = daa = .. 十 6[ 一 1] 十 6[0j 十 5[1] 十 6[2] 十 6[3] = 6[0] = 1 
因为 8L0] 一 1， HX ?天 0 时 a[n]—0. 362.1 总 结 了 相关 的 运算 。 
R21 相关 的 运算 





连续 时 间 离散 时 间 
Lf z(odr D z[k] (2.15) 
2 k=—co 
dx(t) a[n]—z[n—1] 
2, = aa (2.16), or 
ain]—az[n—1] (2.17) 
3. z(08() = 2(0) (2) z[n]8[n]— z[0]à[n] (2.18) 
4. ac) =O &[n]—vw[n]—w[n—1] (2.19) 


5. u(t) = ji dD dr u[n] = 》 alk] (2.20) 
k=—00 
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2.2 离散 时 间 信 号 的 变换 

本 节 将 要 介绍 离散 时 间 信 和 号 zxLnj 的 6 种 变换 。 其 中 3 种 变换 的 对 象 是 自 变 量 n. 54h 
3 种 变换 的 对 象 是 变量 z+], 

在 命名 离散 信号 变换 时 ， 对 离散 增 量 ”会 继续 使 用 术语 离散 时 间或 时 间 ， 因 为 通常 我 
们 考虑 的 都 是 抽样 后 的 信号 ， 即 对 抽样 信和 号， 使 用 n 来 表示 时 间 : 二 xT， 其 中 ,TT 是 抽样 
周期 。 
2.2.1 时 间 变 换 

首先 讨论 三 种 时 间 变 换 ( 即 时 间 轴 变换 )， 为 了 使 表述 更 加 清晰 ， 令 m 为 原始 信号 中 的 
ARIRE, n 为 变换 后 信号 的 离散 时 间 变 量 。 

时 间 翻 转 ”将 信号 xzLmj] 的 时 序 进行 翻转 时 ， 可 以 将 自 变 量 m 替换 为 一 x"， 由 此 可 以 
得 到 

yln] = x[m] |,- = xL— n] (2. 21) 

其 中 ，y[Lnj 是 变换 后 的 信和 号。 时间 翻 转运 算 能 够 得 到 信号 xLmj 关 于 m=n=0 轴 的 
镜像 。 

在 2.6 节 讨论 卷 积 时 ， 时 序 翻转 将 应 用 于 
计算 输入 信和 号 通过 线性 非 时 变 系 统 的 响应 。 

图 2. 9 是 一 个 时 间 翻 转 的 实例 ， 其 中 ， 原 
始 信 号 中 时 间 变 量 由 nn 换 成 mm， 根据 式 (2. 21) 
Hn=—m, HP n 轴 绘 制 在 m 轴 下 方 。 由 此 
可 以 得 到 变换 后 yin J MAB. on 图 2.9b 
所 示 。 

时 间 展 缩 ” 对 于 一 个 给 定 信 号 zx[nj, 其 4 3 2 1 0 -1 -2 -3 n--m 
时 间 经 过 扩展 或 压缩 后 的 信号 为 a) 

yin] = x[m] l,-4 = x[an] (2.22) yln] =x[-n] 

这 里 只 考虑 当 a=k Ma=1/k, FH k HHA 
的 情况 。 注意， 这 里 原始 信号 的 时 间 变 量 
为 Mo ecc 

图 2. 10a 给 出 了 信号 z[m]， 我 们 绘制 其 时 — LÀ. 
间 展 缩 后 的 图 形 y [Ln] — x [2n] I y: [nl] = b) 


z| | XFPAS— 73A m— 295. 图 2.9 信号 时 间 翻转 








在 图 2. loath, TAERE m 轴 下 方 。 注 意 ， 当 m AAA, TOR JE ENG Dc 
m 为 奇数 时 ， 信 号 z[zo] 的 值 并 不 会 显示 在 y[n] 中 。 实 际 上 ， 在 时 间 缩 放 后 信号 eLan] 
中 ， 当 a=k>2 时 ， 信 号 中 部 分 信息 会 丢失 。 如 图 2. 10a Alb 所 示 ，m 为 奇数 时 的 xz[m] 
在 z[2n] 中 没有 出 现 。 


下 面 根据 图 2. 10a 所 示 信 号 ， 绘 制 信号 %[ 四 一 z| 号 | 的 图 形 。 通 过 变换 可 得 


n 
— = m>n = 3m 


3 
3m 轴 直 接 显示 在 图 2. 10a H m 轴 的 下 方 。 图 2. 10c 给 出 了 ys[nj 的 图 形 。 可 以 看 出 对 于 信 


号 z[an]， 当 4 一 二 时 ，z[ 呈 | 并 不 是 在 所 有 离散 增 量 w 上 都 有 定义 。 在 图 2. 10c 中 ， 


yelm He n=l, +2, +4, +5 等 时 间 变 量 上 都 没有 定义 。 但 是 实际 中 如 果 要 使 用 信号 
z| 对 |， 则 其 必须 在 所 有 点 上 都 有 定义 ， 因 此 通常 会 根据 一 定 的 逻辑 规则 赋予 未 定义 的 点 
函数 值 ， 比 如 内 插 法 。 但 是 如 果 信号 需要 实时 使 用 ， 则 应 当 使 用 外 插 法 。 比 如 在 n—0 时 
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Zl. ye L3] f o A ， 因此 不 能 根据 内 捅 法 得 到 yell lA yz[2j 的 值 。 


x[m] 








LLL... EE | * 
-.12-9 -6 -3 0 3 6 9 n;—3m 
a) 
yln] = xpi] 








=6 FS -4 -3 -2 -1 Q0 1 
c) 


图 2.10 信号 时 间 展 缩 
时 间 平 移 ”对 于 给 定 信号 xzLm]， 对 其 进行 时 间 平 移 后 得 到 信号 xLn 一 no ]， 其 中 ，no 


为 整数 常量 。 
yin] = zim] | m=nn, = zx[Ln—no] (2.23) 
2.5 和 2.6 两 节 将 会 介绍 利用 时 间 平 移 计 算 某 些 系 
统 的 响应 。 
通过 实例 来 介绍 时 序 平移 ， 令 
alm] = a"cos(xm/4)u[m] 
时 移 后 的 信号 xLn 一 3j 是 zim] KEIR 3 个 抽样 周期 ， 
表示 如 下 
ain 一 3]= a"?cos(x (n—3)/4)u[n — 3] 
= q'?cos(nz/4 — 3x/A)u[n — 3] 
图 2.11 中 给 出 了 s[n] AR yi Un] — x [n — 21 
xiln]-—z[n--1]89HEdJÉ. KP, m BERI ns 轴 由 如 
下 变换 得 到 
m= n; —2>n, =m+2 
m=n,+1>n, =m— 1 
图 2. 11a PHT m 轴 和 n; 轴 ， 变 换 后 的 信号 如 
图 2.11b All c Bray. 
对 于 时 间 平 移 后 的 信号 cinn], zL0]89f& f 
在 于 n= Ni Kee B. M No 为 正 值 时 ， 信号 的 图 形 
向 右 平移 (时 间 上 延迟 ); 当 no 为 负 值 时 ， 信 和 号 的 
图 形 向 左 平移 (时 间 上 超前 ) 。 
本 节 讨 论 了 三 种 时 间 变 换 ， 一 般 形 式 为 


-5 


x[m] 


-4 -3 -2 -1 0 1 2 


c) 
图 2.11 信和 号 时 间 平 移 





n 
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yn] = xm] | n-mis = slan +b] (2. 24) 
AF, a 是 整数 或 整数 的 倒数 ，2 是 整数 。 例 如 
y[z] = x[an +b] = x[— 22 + 3] 
其 中 oa 三 一 2， 负 号 体现 了 时 间 翻 转 ，| a | —2 体现 了 时 间 压 缩 ,， 5—3 体现 了 时 间 平 
移 。 下 面 给 出 一 个 时 间 变 换 的 实例 。 
离散 信号 的 时 间 变 换 
对 于 图 2. 12a 中 给 出 的 信号 xLn]， 我 们 希望 得 到 经 过 时 间 变 换 m= 二 2 一 n/2 后 的 信号 图 
形 ， 其 中 变换 包括 时 间 翻 转 、 时 间 展 缩 和 时 间 平 移 。 即 
yn] = zm] | -ws = x[2 — n/2] 
变换 表示 如 下 
m = 2 — n/2=>n = 4— 2m 
# 2.2 给 出 了 当 m BUL GE AN n 对 应 的 值 。 由 于 仅 
有 4 个 取 值 点 ，y[nj 的 对 应 值 也 包括 在 表 中 。 图 2. 12a 上 
H, n 轴 对 应 显示 在 m 轴 下 方 。 表 2.2 的 第 3 列 给 出 了 nn is 
轴 的 取 值 。 


x[2—n/2] 
下 面 绘制 变换 后 的 信号 yLnj] 随 n 变化 的 图 形 ， 可 以 : 
直接 根据 图 2.120 或 者 表 2.2 得 到 ， 结 果 如 图 2.12b。 0 | 
所 示 。 


=2 0 2 4 6 8 aA 














本 例 展示 了 两 种 绘制 时 间 变 换 后 信号 图 形 的 方法 ， b) 
可 在 原始 信号 图 形 中 加 入 nn 轴 ， 如 图 2. 12a 所 示 ， 或 者 可 图 2.12 fa) 2-3 中 信号 
以 构造 类 似 于 表 2. 2 的 取 值 表 。 < 

表 2.2 例 2-3 中 的 取 值 
m x[m] n=4—2m yLn] m x[m] n=4—2m yLn] 
—iü 2 6 2 1 0 2 0 
0 1 4 1 2 2 0 2 

2.2.2 幅度 变换 


本 节 将 介绍 3 种 信号 在 幅度 轴 上 的 变换 。 幅 度 变换 与 时 间 变 换 有 相同 的 变换 规则 。 
3 种 幅度 变换 的 一 般 表 示 形 式 为 
yin] = Ar[n] + B (2. 25) 
式 中 ，A 和 B 均 为 常数 ,但 不 一 定 为 整数 。 比 如 等 式 
y[n] =— 3. 5z[n] — 6. 2 
式 中 ，A 二 一 3. 5， 负 号 体现 了 幅度 翻转 ，| A | 二 3.5 体现 了 幅度 缩放 ， 而 B——6.2 体现 
了 幅度 的 上 下 平移 并 改变 信号 的 平均 值 ( 直 流水 平 )。 下 面 给 出 一 个 信号 幅度 变换 的 实例 。 
离散 信号 的 幅度 变换 
继续 讨论 例 2-3 中 图 2. 12a 所 给 的 信号 。 图 2. 13a 再 次 给 出 此 信号 ， 我 们 将 绘制 其 幅 
度 变换 后 的 信号 
xn] = 3—2z[n] 
在 图 2. 13a 中 ， 幅 度 轴 ( 纵 轴 ) 替 换 成 3 一 2z[z] 轴 。 表 2.3 给 出 了 z[Lnj] 取 主要 点 时 y Ln lh 
对 应 值 ， 这 些 值 同 样 体现 在 图 2. 13a 中 的 纵 轴 上 。 综 上 可 以 得 到 变换 后 信号 yLn] 的 图 形 ， 
如 图 2. 13b 所 示 。 E 
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a) b) c) 


图 2.13 例 2.2 和 例 2.3 中 的 信号 


表 2.3 例 2.4 中 的 取 值 
x[n] 3—2xÍn] 





0 
1 1 
2 


离散 信号 时 间 和 幅度 变换 
下 面 讨论 信号 
y[n] = 3— 2z[2 — n/2] 
其 既 涉 及 例 2-3 和 图 2. 12 中 的 时 间 变 换 ， 也 涉及 例 2-4 和 图 2.13 中 的 幅度 变换 。 为 绘 出 
该 变换 后 信号 的 图 形 ， 首 先 利 用 图 2. 13b 中 的 方法 对 幅度 轴 进 行 变 换 ， 然 后 将 图 2. 12a 中 
的 nn 轴 附加 到 图 2. 13b 中 。 变 换 后 的 信号 以 ”为 自 变量 绘制 ， 结 果 显 示 在 图 2. 13c 中 。 通 
过 改变 ?的 值 可 验证 此 结果 。 例 如 
n= 0:y[0] = 3 一 2z[2 一 0] = 3— 2 X 2 =— 1 
n= 2;y[2] = 3==2z[2 一 1]==3 一 2X0=3 
n= 6:y[6] = 3—22[2 —3] 335-2 X 2 —— 1 
该 结果 与 图 2. 13c 相 吻 合 。 
下 面 的 MATLAB 程序 实现 了 例 2-5 中 信和 号 的 时 间 和 幅度 变换 。 


% This MATLAB program performs the time and amplitude 





stransformation for Example 2.5. 
$ Establish vectors of sufficient length for both x(n) and n. 
ns [-10:10]; 
x-zeros(1,length(n)); 
y=zeros (1,length(n) ) ; 
k=zeros(1,length(n)) ; 
% Enter nonzero values for x(n). 
*x(10)=2; x(11)=1; x(13) =2; 
figure(1), stem(n,x), grid,xlabel('n') ,ylabel('x(n)') 
for m = 1:length(n); 
k(m) =-2* (m —(length(n) +1) /2) +4; 


a y (m) -3-2*x (m) ; 52.4 离散 时 间 信 号 的 变换 
figure(2), stem(k,y), grid,xlabel('n'),ylabel('y(n)') UA EE pe. 
综 上 所 述 ， 离 散 时 间 信 号 的 6 种 变换 分 别 是 时 间 的 翻 时 间 平移 M iae, 

转 、 展 缩 和 平移 ， 以 及 幅度 的 翻转 、 展 缩 和 平移 。 表 2.4 对 幅度 翻转 [n] 


= EZ 幅度 展 缩 |a | xn] 
这 些 运 算 进 行 了 总 结 。 < 幅度 平移 z{n]+B 
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2.3 离散 时 间 信 号 的 特性 

本 节 将 介绍 离散 时 间 信 号 的 一 些 特性 ， 了 解 这 些 特性 对 信号 与 系统 进行 分 析 时 很 有 
帮助 。 
2.8.1 奇 信号 和 偶 信 号 

首先 介绍 奇 信号 和 偶 信 和 号 (函数 ) ， 满 足 式 (2. 26) 的 信号 是 偶 信 和 号 


zn] = z.[—n] (2. 26) 
满足 式 (2. 27) 的 信号 是 奇 信号 
Zol— n] =— x.[— n] (2. 27) 
任意 离散 时 间 信 号 z[z] 都 可 以 表示 为 一 个 奇 信 号 和 一 个 偶 信 号 的 和 : 
zx[n] = z.[n]+-2.[n] (2. 28) 
为 了 证 明 这 个 等 式 ， 首 先 将 n FRA—n, BB 
x[— n] = 2.[—n]+-2z.[—n] = 2.[n]—2z,[-—7] (2. 29) 
式 (2. 28) Gh (2. 29) 相 加 ， 可 得 xLnj 的 偶 信 号 部 分 : 
ai= IG] + 2[— aD (2. 30) 
式 (2. 28) 5 IR (2. 29) 相 减 ， 可 得 xLnj 的 奇 信号 部 分 : 
zoLnj = TG — Zz[— nj]) (2.31) 


根据 这 两 个 等 式 ， 可 得 到 一 个 离散 时 间 信 和 号 的 奇 信 号 分 量 和 偶 信 号 分 量 。 式 (2. 300 和 
式 (2. 31) 相 加 ， 就 可 得 到 式 (2. 28). 

一 个 离散 时 间 信 号 的 均值 定义 为 

1 -N 
A; = lin se Fia z[k] (2. 32) 

离散 时 间 信 和 号 的 均值 取决 于 其 偶 信 和 号 分 
量 ， 因 为 奇 信 号 的 均值 始终 为 0。 

奇 信 号 和 偶 信 号 具有 如 下 特性 : 

1. 两 个 偶 信号 的 和 是 偶 信 和 号。 

2. 两 个 奇 信 号 的 和 是 奇 信 号 。 

3. 一 个 奇 信号 和 一 个 偶 信 号 的 和 既 
不 是 奇 信号 也 不 是 偶 信和 号 。 

4. 两 个 偶 信 和 号 的 乘积 是 偶 信 号。 

5. 两 个 奇 信 号 的 乘积 是 偶 信 号。 

6. 一 个 奇 信 号 和 一 个 偶 信号 的 乘积 
是 奇 信 和 号。 

下 面 给 出 奇 信 号 和 偶 信 号 的 实例 。 

奇 函数 和 偶 函 数 

本 例 将 会 得 到 图 2. 14a 中 信号 xn] 
的 奇 分 量 和 偶 分 量 。 由 于 信号 只 有 6 个 
非 零 值 ， 因 此 可 通过 简单 的 数学 方法 得 
到 结果 。 利 用 式 (2.30) 和 式 (2.31)， 
表 2. 5 给 出 了 结果 ， 表 中 没有 给 出 的 值 c) 
均 为 0。 图 2. 14 给 出 了 信号 zLnj] 的 奇 分 图 2.14 例 2-6 中 的 信号 
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量 和 偶 分 量 的 图 形 。 
由 表 2. 5 可 以 得 到 如 下 三 种 特性 。 
1.zo[z] 信 号 所 有 值 的 和 为 0， 由 式 
(2.27) 可 知 ，n 取 任意 值 时 有 人 
xo[n]+2.[—n] = zn] — xn] = 0 — ‘ga g Peel peo oO gee 
同时 注意 ， Zo[L0] 的 值 始终 为 0, —2 2 3 2.5 —0.5 
2. 累加 所 有 的 非 零 信号 值 可 得 到 = 1 3 2 fi 
Dalan] = Xx.[n] 0 3 3 3 0 
3. MF n 的 每 个 取 值 ，ze[Lnj] 与 x [n] 1 3 1 2 1 
的 和 与 xzLnj 相 等 (根据 式 (2. 28))。 2 3 2 2.5 0.5 
可 以 通过 这 三 种 特性 来 验证 本 例 的 计算 3 0 3 EE 1.5 


结果 。 
此 例 的 结果 可 以 通过 以 下 MATLAB 程 
序 实现 。 4 


* Enter the vector of x-values. 

x =(0'0 3 2 13 343 04,0 0]; 

* Generate the vector of discrete-time increments. 
ne[-5:5]; 

% Reverse x in time. 

xr-fliplr (x); 

% Apply Equations (2.30) and (2.31). 

Xe= (x«xr)/2; 

xo- (x-xr)/2; 

* Plot the original signal,its even part and its odd part. 
subplot(3,1,1), stem(n,x) 

subplot(3,1,2), stem(n,xe) 

subplot (3,1,3), stem(n,xo) 


2.3.2 ”以 NN 为 周期 的 信号 

本 节 介 绍 离散 时 间 周 期 信号 。 以 N 为 周期 的 离散 时 间 信 号 xLnj 定 义 如 下 

x[n + N] = x[n] €2. 33) 

HH, n 和 都 为 整数 。 

首先 以 代为 周期 对 正弦 信号 zx (2) = cos (wot) 进 行 抽样 得 到 信和 号 z[z]， 即 x[n]— 
zx(nT)。( 注 意 ,， 仅仅 是 抽样 周期 而 并 不 是 信号 xz (2) 的 周期 。) 根 据 式 (2. 33)， 若 zx[Lnj 为 
周期 信号 ， 则 有 

ain] = cos(nwoT) = x[n + N] = cosL (n+ Na T] = cos(nwo T + Noo T) 

已 知 cos(@+2nk)=cosd, ELA Nos T 必须 等 于 2xk(& 为 整数 ) 。 因 此 


= —~n 275k _ T 
2r& = Nw. T= N T, T= N T, (2. 34) 


Xm. 7 一下 是 连续 时 间 正弦 信号 的 基本 周期 。 因此 抽样 周期 工 与 正弦 信号 周期 Te 的 比 


例 必须 为 整数 比 ， 即 天 必须 为 有 理 数 。 
式 (2. 34) 也 可 以 表示 成 
NT = kT, (2. 35) 
该 式 说 明 在 信号 cos(wot) 的 & 个 周期 中 必须 恰好 有 N 个 抽样 点 。 这 个 结论 对 任何 连续 时 间 
周期 信号 的 抽样 都 适用 。 
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定义 变量 LST, Qo 称 为 归 一 化 离散 频率 ， 也 可 简称 为 频率 。 对 于 抽样 后 得 到 的 
信和 号， 离散 频率 O 与 原始 信号 频率 w 通过 比 7 " 
例 系数 ( 即 抽样 周期 T) 联 系 在 一 起 。 由 于 w 
的 单位 是 弧度 / 秒 (rad/s)， 而 了 的 单位 是 秒 ， 
因此 Q 二 wT 的 单位 是 弧度 (rad)。 

综 上 所 述 ， 若 抽样 后 的 信号 cin] = 
cos Cio T) 三 cos(nl2o) 为 周期 信号 ， 则 必须 满 
足 在 个 周期 中 恰好 有 NN 个 抽样 点 。 值 得 注 
意 的 是 ， 连 续 时 间 周 期 信号 抽样 后 并 不 一 定 
能 够 得 到 离散 时 间 周 期 信号 。 如 下 例 所 示 。 

正弦 信和 号 的 抽样 

本 例 中 将 对 周期 信号 nOD = sin Cee) 3E £1 il 


样 ， 其 周期 为 T, 二 < 二 2s。 首 先 我 们 以 抽样 周 


期 T=0. 5s 抽样 ， 则 在 每 个 正弦 信号 周期 中 正 
好 有 4 个 抽样 点 。 根 据 式 (2. 35), kT) =1X2= 
2s, NT=4X0.5=2s, 473200 2. 15a Brzn . 


下 面 我 们 以 抽样 周期 T= T, —0. 75s f 
样 ， 这 样 可 在 每 三 个 周期 (也 就 是 6 秒 ) 中 正好 
有 8 个 抽样 点 。 抽 样 后 的 信号 如 图 2. 15b 所 示 。 
若 以 抽样 周期 为 T TT, 二 1. 5s 抽样 ， 


即 在 三 个 周期 (4T 王 3To) 中 正好 得 到 4 个 抽样 
点 。 需 要 注意 的 是 ， 虽 然 在 每 个 正弦 信号 周 
期 中 的 抽样 点 少 于 两 个 , 但 由 于 满足 等 


式 (2. 35) ,得 到 的 离散 时 间 信号 仍然 是 周期 信 -二 meo EXE rix ^ 





号 。 结 果 如 图 2. 15c Bran < = 
图 2.15 452-7 中 的 周期 信号 
尽管 前 面 讨论 的 都 是 实 信 号 ， 但 上 述 的 
结论 可 直接 适用 于 复 指数 信和 号 
ei^»! laur eno 一 ain] (2. 36) 


该 信号 若 为 周期 信号 ， 则 存在 
e» = x[n] = x[n-- N] = dtm = gra, eiNoo 
(2.37) 
若 为 周期 信号 ， 需 要 满足 e*% 二 ew 二 1， 可 以 看 到 
NQ 二 2xk 这 个 条 件 与 式 (2. 34) 相 同 。 
接 下 来 讨论 任意 的 复 指数 信号 ， 其 并 非 来 自 连续 时 
间 信 号 的 抽样 ， 其 表示 如 下 
alin] = e"^ 一 1 二 xD (2. 38) 
该 信号 可 以 表示 为 复 平 面 上 角度 为 nO. 的 单位 向 量 ， 如 
图 2. 16 所 示 。 这 个 单位 向 量 在 实 轴 上 的 投影 为 cos(z02o )， 
在 虚 轴 上 的 投影 为 sin(nQ,)。 信 号 可 以 表示 为 ~ 图 2.16 复 指数 信号 的 图 示 
e% 一 cos(nQo) +jsin(nQ) 
我 们 已 经 由 式 (2. 36) 定 义 过 复 指数 信号 ， 上 述 的 结论 都 可 以 直接 应 用 。 对 于 抽样 后 得 到 的 
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信号 ， 离 散 频率 Qs 与 原始 信号 频率 w 通过 比例 系数 ( 即 抽样 周期 T) 联 系 在 一 起 ， 变 量 
QA =w T 的 单位 是 弧度 。 
现在 从 男 一 个 方式 解释 式 (2. 38) 。 若 式 (2. 38) 定 义 的 信号 为 周期 信号 ， 则 有 


x[n] maf eio = x[n + N] E ei n -N0,) = ens +2nk) (2. 39) 
其 中 & 是 整数 ， 因 此 周期 需 满 足 
NA, = 2xk-90, = È 2x (2. 40) 


即 Q) 可 表示 为 2x 与 一 个 有 理 数 相 乘 。 比 如 z[Lnj 二 cos(2n) 不 是 周期 信和 号， 因为 2% 二 2; x[n]— 
cos(0. 1xn) 则 是 周期 信号 ， 因 为 Qo —0. 1x， 这 时 根据 式 (2. 40) 得 到 =1 且 N 一 20。 

最 后 说 明 一 点 ， 对 于 以 N 为 周期 的 复 指 数 周期 信号 ez。 需要 满足 每 个 周期 有 N 个 抽 
样 值 ， 那 么 根据 式 (2. 40) 可 以 得 出 


— 2nk 
Qo 


在 此 方程 中 , & 取 能 够 满足 此 等 式 的 最 小 正 整 数 ， 以 保证 N 是 一 个 大 于 1 的 正 整数 。 比 如 
对 于 x[n]-—cosCO. lan), N 的 值 为 


N= 


N 





(2. 41) 


2nk 


0. 1 7 20k = 20 





如 图 2. 16 所 示 绘 出 该 信号 ， 每 个 周期 存在 20 - HIS BCN=20). 
对 于 信号 zLzj=cos(5rz) ， 每 个 周期 的 抽样 点 为 


Na PTR a D, Ahy =S 
5x 


当 &<5 时 ，N 为 非 整数 。 在 图 2.16 中 绘 出 该 信号 ， 满 足 每 5 个 周期 (k= 二 5) 存 在 两 个 
(N= 二 2) 单 位 向 量 。 从 n= 二 0 开始 的 两 个 向 量 为 1 人 0 和 15r， 接 下 来 的 向 量 1710x— 
1 人 0， 即 重复 了 第 一 个 向 量 。 

最 后 一 个 例子 ， 令 zl[n]=cos(2nn), Il 


N—2nk 3} (2. 43) 
2x 


当 N= 二 k= 二 1 时 等 式 成 立 ， 因 此 信号 可 以 表示 为 
ain] = cos(2xn) = 1 
该 离散 时 间 信 号 为 常数 。 
2.3.3 以 2 为 周期 的 信号 
前 面 介绍 了 复 指数 信号 e" 以 n 为 周期 的 条 件 。 实 际 上 ， 该 信号 在 离散 频率 变量 2 上 
始终 为 周期 信号 。 若 把 信号 中 变量 Qo 替换 成 (Qo 十 2x)， 即 
eutn 一 ely pm — eig (2. 44) 
(AA e?" —1.) TUBB fas e"? 总 是 以 自 变量 O=2n 为 周期 ， 当 然 ， 正弦 型 信号 
cos(nQ 十 9) 也 是 以 2r 为 周期 的 信号 。 此 特性 在 第 4 章 讨 论 信 号 的 抽样 时 非常 重要 。 
需要 注意 的 是 ， 连 续 时 间 周 期 信号 在 频 域 并 非 周期 信号 。 例 如 ， 对 于 复 指数 信号 
Ot — git elt & det oz 
REAR, BEYE EASRA MSE. BREST ERS HARA. A 
体 阐述 如 下 : 连续 时 间 正 弦 信 号 cos (nw 十 90) 始终 是 周期 信和 号; SAMY e» 时 ， 信 和 号 
cosCe; t) 5j cos(wzzi 相 同 。 离 散 时 间 正 弦 信 号 cos(nf2o 十 0 有 如 下 特性 : 
1. 根据 式 (2. 40)， 若 以 时 间 m HABE, FS cos nQs HOL N 为 周期 ， 当 且 仅 当 


k=1 (2. 42) 
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Qo k 
2n N 
其 中 , k MIN 为 整数 
2. cos(nl2) 在 频 域 变量 0 上 总 是 以 2xk 为 周期 ,， & 取 任意 整数 。 
cos(n(2, + 2xk) = cos(nQy) 
这 些 特性 对 于 cos nQ, +6) Al e"?« 同样 适用 。 
本 节 介 绍 了 离散 时 间 信 号 的 奇偶 性 ， 并 对 其 周期 性 进行 了 研究 。 另 外 ， 离 散 时 间 信 和 号 
在 频 域 为 周期 信号 ， 这 个 特性 在 第 4 章 介绍 连续 时 间 信 和 号 的 抽样 时 非常 重要 。 


2.4 常见 的 离散 时 间 信 和 号 

本 节 将 介绍 几 种 常见 的 离散 时 间 信 号 ， 这 些 信 号 会 出 现在 离散 时 间 系 统 的 瞬 态 响应 中 。 

2.3 节 已 提 到 正弦 信号 。 例 如 ， 利 用 计算 机 输出 离散 时 间 正 弦 信 号 来 生成 不 同 频率 的 
音频 。 该 离散 正弦 信号 由 计算 机 传递 至 数 模 转换 器 中 ， 然 后 通过 功率 放大 器 输送 电压 信号 
到 扬声器 。 该 过 程 的 流程 图 如 图 2.17 所 示 ， 其 中 ， 计 算 机 的 时 钟 必 片 决定 了 信号 的 抽样 
周期 ， 也 就 决定 了 声调 的 频率 。 

下 面 通过 具体 实例 来 介绍 一 种 常见 的 离散 时 间 信 号 。 图 2. 18a 中 的 模块 是 一 个 存储 数 
据 的 存储 装置 。 这 个 存储 装置 广泛 应 用 于 并 行 输入 /并 行 输出 寄存 器 以 及 计算 机 的 存储 器 
中 。 其 工作 方式 为 每 了 秒 读 取 存 储 器 中 的 数据 ， 同 时 将 新 的 数据 锁 存 其 中 。 假 如 将 锁 存 到 
存储 器 中 的 数据 定义 为 zLnj]， 则 刚 读 取 的 数据 即 为 zLn 一 1]。 这 种 工作 方式 叫做 理想 时 
延 。“ 理 想 ” 指 数据 仅 因 时 延 而 非 其 他 任何 方式 改变 。 

假设 将 并 行 输入 /并 行 输出 寄存 器 连接 到 系统 中 ， 如 图 2. 18b 所 示 ， 标 有 字母 “TI” 的 模 
块 代表 寄存 器 。 寄 存 器 读 出 的 值 与 常数 a 相 乘 ， 并 作为 下 一 次 存 人 寄存 器 的 数值 ， 则 系统 
可 以 描述 为 





扬声器 


x[n] = ax[n —1] (2. 45) 
D/A 功率 
转换 器 放大 器 
x[n] x(t) ü Dia(0) Dour(0) 
XH 
) 


计算 机 
x[n] ! 


a 


Din(1) Doull) 








Clock 
〈 写 入 寄存 器 ) 





a) b) 
图 2.17 计算 机 产生 音频 过 程 2.18 离散 时 间 系 统 框图 


假设 第 一 次 存 人 数据 时 (n= 二 0)， 数 字 1 被 存 人 模块 ， 即 x[0]— 1. HEX CZ. 45) 可 以 迭代 
计算 xn]. 
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z[1] = ax[0] = a 
z[2] = ax[1] = 2’ 
z[3] =azr[2]= à? 


x[n] = ax[n—1] = a” 
因此 当初 始 条 件 zL0]=1 时 ， 系 统 输出 信和 号 为 zin]=a". 
当 a=0. 9 时 ， 利 用 MATLAB 程序 对 系统 进行 仿真 。 


a=0.9; 
x(1)21; 
for m=2:5 
x (m) -a*x (m-1) ; 
end 
x 
result: x = [1 0.9 0.81 0.729 0.6561] 


值得 注意 的 是 ， 在 MATLAB 中 要 求 数 组 的 下 标 为 正 整数 ， 因 此 该 程序 只 能 对 于 n= 
1, 2, 3, 4M m—2, 3, 4, 5 TEE CO. 90" 的 值 。 

进一步 讨论 离散 信号 r[n]—a" 的 一 些 特性 。 该 信号 可 以 表示 为 离散 时 间 指 数 函 数 ， 
假如 令 a=e’, m 

x[n] = a" = (e) = e" (2. 46) 
例如 ， 对 于 信号 zin]=0.9, up DOR; 218 3] 
0. 9 = e*—b = In(0. 9) —— 0. 105 
即 
a(n] = 0.9" = er 10% 

通常 把 离散 信号 a^ 看 作 是 离散 时 间 指 数 信和 号。 

离散 信号 经 常 由 连续 信号 抽样 得 到 ， 假 设 对 指数 信号 a) —e “进行 间隔 为 :二 nT 的 
抽样 ， 对 于 o0, 可 得 : 


aln] =e"? = (€ 7)" = a" (2. 47) 
根据 式 (2. 26) ， 连 续 时 间 指 数 信号 存在 时 间 常 数 *， 使 得 
et 二 二 过 (2. 48) 
根据 式 (2. 47) 得 到 
ain] = € 7^ = (e 7)" = a" (2. 49) 
通常 来 说 ， 比 例 系数 c/T CBN AREA BE [8] oe 内 的 抽样 点 数 ) 一 般 不 是 整数 ， 由 式 (2. 49) 
eT 一 a 之 不 一 二 (2. 50) 
因此 可 将 时 间 常 数 r 定 义 为 
T Tna 


该 时 间 常 数 是 根据 抽样 得 到 的 离散 指数 信号 a” 定义 的 。 
离散 指数 信号 的 时 间 常 数 
根据 式 (2. 50) ， 离 散 时 间 信 号 zin]= (0. 8)" 的 时 间 常 数 为 


T sl = 
t = ppg 7 44er = 4.48T 


因此 ， 每 个 时 间 常 数 内 有 4.48 个 抽样 值 。 经 过 4 个 时 间 常 数 后 指数 函数 幅度 衰减 到 可 
忽略 
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nT > 4r = 4(4.48T) = 18T 
即 n>18 时 信号 可 以 被 忽略 。 a 

离散 指数 信号 的 一 般 形式 为 

zn] = Ca" (2.51) 

其 中 ， 参数 C Ala 均 可 为 复数 ， 尽 管 自然 界 中 不 存在 复 信 号 。 然 而 ， 如 求解 微分 的 情形 一 
样 ， 在 求解 差分 方程 时 ， 假 设 复 信 号 存在 于 激励 和 响应 中 ， 会 大 大 简化 求解 难度 。 实 际 工 
程 中 只 是 用 复 函 数 的 实 部 或 者 虚 部 。 下 面 针 对 三 种 情况 对 复 指数 信号 进行 讨论 。 

情况 1: C 和 a 均 为 实数 

对 于 第 一 种 情况 ，C 和 a 为 实数 。 图 2. 19 给 出 了 当 C 和 ae 为 正 实数 时 信号 的 图 形 。 
当 a 二 1 时 ,信号 随 着 ”的 增 大 呈 指 数 型 增长 ; 当 0 二 a 二 1 时 ， 随 着 信号 随 着 HIKE 
指数 型 衰减 ; 当 4 二 1 时 ，z[nj 二 C(1)"= 二 C， 信 号 为 常数 。 


x[n] = Ca" 3 xin] = Ca" x[n] = Ca" 
[t6 
MN fh Nm TUTTI. 
a>l n a=1 n 
a) c) 





0<a<1 n 
b) 
Al 2.19 离散 时 间 指 数 信和 号 


图 2.20 给 出 了 当 a0 时 的 三 种 情况 。 比 如 x[n]—(—2)0', VE n—0 AA, DU) 
Zz[Lnj 的 序列 为 1, —2, 4, —8, 16, —32, BS JEFF J 58 BUTE f E d Be EE 令 
a=—a, Ka HEA, BA 

ain] = Ca" = C(— a)" = CC— 1)"a" = (—1)"z, [n] (2. 52) 
HB. xn DAE 2.19 中 的 指数 信号 。 可 以 看 到 图 2. 20 中 信和 号 与 图 2. 19 中 信号 有 相同 的 
模 值 ， 但 正 负 值 交 替 出 现 。 


x[n] = Ca” 





x[n] = Ca” x[n] = Ca" 
M 





ac-] -1«a«0 a--1 


a) b) c) 
图 2.20 离散 时 间 指 数 信和 号 
情况 2: C 为 复数 ，a 为 复数 且 模 值 为 1 


接 下 来 讨论 C Ala 均 为 复数 的 情况 。 
C= A# = AZ $ 


a= ef C2. 53) 
Kp, A. $81Q,—o T 均 为 实数 常量 。 则 根据 欧 拉关系 式 复 指数 信号 z[zj 可 表示 为 
x[n] = Aet e% = Ad? 一 Acos(nQ, +$) + jsin(nQ, +$) (2. 54) 


在 2.3 节 中 介绍 式 (2. 54) 中 的 正 纺 信号 ， 当 且 仅 当 Qs m2 rs JE kM N 均 为 整数 时 ， 


其 为 周期 信号 ， 图 2. 21 给 出 了 当 $—0 时 式 (2. 54) 所 得 信号 的 实 部 图 形 。 
情况 3: C 和 a 均 为 复数 
在 这 种 情况 下 复 指数 信号 x[n]—Ca" 的 参数 


第 2 章 离散 时 间 信 号 





图 2.21 无 阻尼 离散 时 间 正 弦 信 号 


C= Ae* 
a = elt (2. 55) 
因此 zxLnj 可 表示 为 
ain] = Ae ern = Aeren 一 Ae*o"cos(nQ, +$) +jAe»"sin(nQ, +$) 


(2. 56) 
(2. 56) 中 信号 的 实 部 如 图 2. 22 所 示 ， 其 中 图 2. 22a 显示 的 是 当 z,0 的 情况 ， 图 2. 22b 
显示 的 是 当 到 0 的 情况 。 正 弦 信 号 的 轮廓 由 Ae%" 控 制 。 





图 2.22 复 指数 信号 的 实 部 


再 讨论 式 (2. 52) 中 的 指数 信号， 由 cos(nr) 王 (一 1)"”， 可 知 
ain] = Ca" = Ca" (— 1)" = Ca"cos(nz) (2. 57) 
由 此 可 以 得 出 ， 当 a 为 负 实数 时 ， 信 和 号 x[n]— Ca" 可 以 看 作 是 对 正弦 信和 号 在 每 个 周期 内 抽 
样 两 个 样 点 ， 其 包 络 为 指数 函数 。 
在 本 节 的 最 后 ， 假 设 对 信号 z(t) =e%'cos(ant) PEATE, FE 


x[n] 一 e%'cos(wot) | ar = e"cos(nQy) (2. 58) 
其 与 式 (2. 56) 对 比 可 以 看 出 ， 连 续 时 间 信 号 的 参数 与 离散 时 间 信 号 的 参数 存在 一 定 联系 
Zo = Go T » (2o — wo T (2. 59) 


因此 可 将 式 (2. 56) 中 的 信号 看 作 是 对 一 个 连续 时 间 复 指数 信号 
a(t) pesa Aet 
进行 抽样 的 结果 ， 抽 样 周期 为 了， 其 他 参数 如 式 (2. 590 Br. 
在 本 节 中 ， 多 数 情 况 下 ， 离 散 时 间 信 号 可 以 看 作 由 连续 时 间 信 号 抽样 得 到 。 比 如 ， 数 
字 滤 波 器 的 输入 信号 是 通过 对 连续 时 间 信 和 号 抽样 得 到 。 然 而 ， 很 多 情况 下 ， 离 散 时 间 信 和 号 
也 可 以 直接 生成 。 比 如 ， 一 个 数字 滤波 器 的 输出 信号 是 通过 差分 方程 计算 得 来 ， 并 不 是 通 
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过 抽样 而 得 到 。 


2.5 离散 时 间 系 统 

离散 时 间 系 统 是 一 个 算法 或 装置 ， 通 过 某 种 规则 或 计算 程序 对 输入 的 离散 时 间 序 列 进 
行 某 种 运算 ， 从 而 产生 离散 时 间 输 出 序列 。 图 2. 23 是 一 -am TEN 
个 简单 的 离散 系统 示意 图 ， 其 中 ，z[ 站 表示 系统 的 输入 序 
列 ，y[ 站 表示 系统 的 输出 序列 。 举 例 来 说 ， 数 字 计 算 机 
(离散 时 间 装 置 ) 收 到 飞行 员 的 指令 和 传感器 的 输入 ， 并 生 E2 一 个 离散 时 间 系 统 
成 控制 飞机 动作 的 控制 信和 号。 另 一 个 简单 的 例子 是 用 来 近似 计算 输入 信号 积分 的 算法 ， 输 
出 为 离散 序列 ， 比 如 2. 1 节 中 提 到 的 欧 拉 方法 进行 积分 。 后 面 讨论 的 离散 时 间 系 统 大 多 称 
为 数字 滤波 器 。 

离散 时 间 系 统 通常 用 式 (2. D 一式 (2.7) 中 的 差分 方程 描述 。 

离散 时 间 系 统 也 可 以 用 其 脉冲 响应 描述 。 一 个 系统 的 脉冲 响应 是 指 其 输入 信号 为 单位 
脉冲 函数 时 系统 的 输出 ， 如 图 2. 23 所 示 。 

2. 6 节 将 会 详细 讨论 利用 脉冲 响应 描述 的 离散 时 间 系 统 ， 即 系统 的 输入 -输出 关系 完全 
由 其 脉冲 响应 得 到 。 实 际 上 ， 除 了 离散 时 间 系 统 之 外 ， 所 有 系统 都 有 各 自 的 特点 和 性 质 ， 
这 些 特性 决定 了 它们 的 使 用 场合 。 下 面 介 绍 系统 的 某 些 性 质 。 
2.5.1 离散 时 间 系 统 的 特性 

定义 z[n] 为 系统 的 输入 ，y[n] 为 系统 的 输出 ， 则 输入 -输出 关系 以 符号 简单 表示 为 

x[n] —> yla] (2. 60) 

系统 记忆 性 ”首先 定义 一 个 记忆 系统 : 

当 一 个 系统 在 n 时刻 点 的 输出 y[Lno] 不 仅 取决 于 no 时 刻 点 的 输入 z[no]， 还 取决 于 其 
他 时 刻 点 输入 ， 该 系统 为 记忆 系统 。 否 则 ， 该 系统 为 无 记忆 系统 。 

记忆 系统 也 称 为 动态 系统 。 式 (2. 5) 描 述 的 欧 拉 积分 器 就 是 一 个 记忆 系统 : 

yLn]= yLn—1j+ Tz[n — 1] 

回忆 2.1 节 的 式 (2. 8) ， 还 可 以 将 该 系统 表示 为 


yLnj = TY alk] (2. 61) 
可 以 看 到 系统 当前 时 刻 的 输出 由 之 前 所 有 时 刻 的 输入 信号 共同 决定 。 
对 于 放大 器 
yln] = Az[n] 


其 输出 信号 仅 由 输入 信号 与 常数 相 乘 ， 因 此 该 系统 不 是 记忆 系统 ， 即 当前 输出 仅 取 决 于 当 
前 输入 。 
2.5.2 可逆 性 

下 面 定 义 可 逆 性 。 

Wet ”如果 不 同 的 输入 信和 号 得 到 不 同 的 输出 信号 ， 则 该 系统 是 可 逆 的 。 

可 逆 系 统 的 另 一 种 定义 为 ， 其 输入 信和 号 可 以 由 其 输出 信号 决定 。 比 如 ， 一 个 非 记 忆 
系统 

yla] = |z[n]| 

是 不 可 逆 的 。 当 输入 为 十 2 和 一 2 时 有 同样 的 输出 十 2。 
2.5.3 PRB 

道 系 统 与 可 道 性 有 关 。 


第 2 章 离散 时 间 信和 号 


逆 系 统一 个 系统 G 的 逆 系 统 Gi， 当 其 与 原 系统 G 级 联 时 ， 整 个 系统 为 恒 等 系 统 。 
恒 等 系统 的 定义 为 cin]= yin]. 
系统 G; 是 系统 G MMAR, 4 
Gi(G(z[Ln])) = x[n] (2. 62) 
举例 说 明 一 个 逆 系 统 ， 比 如 ， 输 入 -输出 关系 如 下 的 放大 器 
y[n] = G(2[n]) = Ax[n] 


其 逆 系 统 为 
G(y[n]) = A? y[n] 
因此 
G,(G(2[n])) = A? CAxz[nD = x[n] 
2.5.4 因果 性 


无 论 是 离散 系统 还 是 连续 系统 ， 所 有 物理 上 可 实现 的 系统 都 是 因果 系统 。 
因果 系统 ”因果 系统 是 指 系统 输出 只 与 系统 当前 输入 以 及 过 去 的 输入 有 关 。 
单位 延 时 系统 就 是 一 个 因果 系统 ， 如 图 2. 18a 所 示 。 单 位 延 时 系统 的 输入 为 z[n]， 输 
出 yLnj] 二 xLn 一 1]。 平均 滤 波 器 也 是 一 个 因果 系统 ， 例 如 
W= a[n|+a[n 2 +2[n—2] 


该 系统 的 输出 取决 于 当前 输入 以 及 过 去 的 输入 。 

非 因果 系统 的 实例 为 单位 超前 系统 ， 即 输入 信号 为 zLn]， 输 出 信号 为 zLn 十 1]。 另 一 
个 非 因果 系统 为 式 (2. 63) 表 示 的 平均 系统 

y[n] = Lz[2 一 1] 十 zz 十 z[L2 十 1]]/3 (2. 63) 

若 想得到 这 个 系统 当前 的 输出 yLn]， 需 要 知道 系统 未 来 的 输入 ciant]. C. 63) Brzn B 
滤波 器 只 能 应 用 于 “离线 ?或 者 非 实 时 情况 ， 即 通过 将 信号 提前 存 人 存储 器 以 得 到 信号 “未 
来 ”的 输入 值 。 
2.5.5 稳定 性 

离散 时 间 系 统 的 稳定 性 与 连续 时 间 系 统 稳定 性 的 定义 相同 。 

BIBO 稳定 性 ”如果 一 个 系统 的 输入 有 界 ， 其 输出 也 有 界 ; 则 该 系统 是 稳定 系统 。 

下 面 给 出 有 界 输入 /有 界 输出 (BIBO) 稳 定性 的 具体 表示 形式 ， 即 存在 正 数 M 使 得 输入 
信号 xn] ie 


对 所 有 n, |x[n]]| <M (2. 64) 
若 存在 一 个 数 R， 使 得 系统 输出 满足 
MHA n,|yin]|<R (2. 65) 


则 该 系统 是 BIBO 稳定 系统 。R 通常 是 式 (2. 64) 中 M 的 函数 。 
注意 ， 式 (2. 5) 所 示 系 统 
yln] = y[n—1] + Tz[n— 1] 
不 是 一 个 BIBO 稳定 系统 ， 因 为 如 果 输 入 信和 号 为 常数 1， 那 么 输出 信号 随 着 ”的 增 大 无 限 
增 大 。 
下 面 讨论 系统 
yin] = z? |xEn]| 
其 中 ，z[n] 二 Mu[n]，M 为 有 界 常数 。 由 于 n>oo 时 输入 信号 为 常量 M， 因 而 输入 信号 有 
界 。 但 当 n 一 co 时 y[nj 一 呈 ， 因 此 输出 信号 是 无 界 的 ， 该 系统 是 不 稳定 系统 。 
下 面 讨论 以 差分 方程 描述 的 系统 
y[nj]—0.9y[n—1]= 0.1zLn] 
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S y[0]—A. x[»n]—Bu[n]. A B 均 有 界 。 则 系统 输出 可 以 通过 迭代 得 到 
y[1]= 0.1B 十 0.9A 
y[2]= 0.19B 4- 0. 81A 
y[3]= 0. 271B 4- 0. 729A 
y[4]- 0. 344B + 0. 656A 
y[5]- 0. 410B 4- 0. 590A 


y[9]= 0. 613B +0. 387A 

可 以 看 出 随 着 n 的 增加 ，y[nj 一 B， 这 说 明 该 系统 为 BIBO 稳定 。 第 3 章 将 介绍 其 他 证 明 
系统 BIBO 稳定 的 方法 。 
2.5.6 非 时 变性 

离散 时 间 系 统 的 非 时 变性 与 连续 时 间 系 统 的 定义 相同 。 

非 时 变 系 统 ” 当 一 个 系统 的 输入 信和 号 时 移 时 ， 其 输出 信号 也 产生 相同 的 时 移 ， 则 该 系 
统 为 非 时 变 系统 。 

定义 中 离散 时 间 增 量 n 表示 时 间 ， 对 于 一 个 非 时 变 系 统 ， 其 输入 为 x[n]. HHH 
yLn]， 当 输入 为 x[n 一 moj 时 ， 系 统 输 出 为 y[n—n.]. BI 

x[n] — y[n] 
zin—n ] > y[n— m] (2. 66) 
系统 的 非 时 变性 意味 着 系统 本 身 并 不 随时 间 变 化 而 改变 。 例 如 ， 如 果 银 行 在 每 月 月 初 对 已 
收 存款 支付 固定 的 利息 ， 也 就 是 说 ， 银 行 系统 的 响应 不 随时 间 变 化 而 改变 ， 则 该 系统 是 非 
时 变 系统 。 如 果 银 行 每 月 的 利率 都 不 同 ， 那 么 本 月 银行 系统 的 响应 与 下 个 月 的 就 会 不 一 
样 ， 系 统 就 是 时 变 系 统 。 讨 论 以 下 由 输入 -输出 关系 描述 的 系统 
xn] = n’z[n] 

如 果 该 系统 的 输入 xz[nj 延 时 nos BAMA mx [nns]. ti wih AS BB no 时 ， 
y[Ln 一 moj 二 (nn 一 no)?xLn 一 noj。 对 于 该 系统 ， 当 输入 信号 延 时 为 zxLz 一 zi 时， 输出 信号 并 
非 为 yLn 一 no。]， 因 此 ， 该 系统 是 时 变 系统 。 
2.5.7 线性 系统 

系统 的 线性 特性 是 最 重要 的 特性 之 一 ， 同 样 先 定义 系统 的 输入 信号 为 zLn]， 输 出 信 
号 为 yLnj。 

线性 系统 ”线性 系统 满足 如 下 两 条 准则 : 

1. BME. MR zi[Lnj 一 yiLnj，zzLn] 一 yzLn]， 那 么 


x[n] + zsLn] — xi Un] y:Ln] (2. 67) 
2. 均匀 性 。 如 果 s[n] yin], WIFE a 有 
ar[n] = ay[n] (2. 68) 
这 条 准则 对 所 有 的 zLnj 和 a 都 适用 。 
以 上 两 条 准则 组 成 了 又 加 原理 ， 表 示 为 
QI11 [n] 十 azzz[z] > aiyi En] 十 azys[7] (2. 69) 


KB. a Ma 为 任意 常数 。 满 足 释 加 原理 的 系统 就 是 线性 系统 。 
下 面 讨论 式 (2. 8) 中 的 欧 拉 积 分 器 。 


3D] — T Y! arid 


一 一 co 
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输入 信号 为 DOR sU] = T S Ck] ， 输 入 信号 为 mm[ 四 时 ,yw[m = TS) sU s 


mAH aizibn]- aix [n ]BE, yin] = a,T 3 ai[k]+a,T 5 x:[k] = ai yı[n] +a: ys Un] . 


由 于 该 系统 满足 亚 加 原理 ， 因 而 是 线性 系统 。 

举 一 个 非 线 性 系统 的 实例 。 系 统 yLn])—x[nl , A yilan] Salan], »lnl=x2[n}, 

对 于 输入 aizi[nj 十 azxzLn]， 输 出 
yln] = Carxi[n] +azz:[n)? = aja[n]} + 2a1a22i [0 ]xs Un] + a$ 2 [n 
并 不 等 于 ayiLzj 二 asy[Lz， 因 此 该 系统 不 满足 和 至 加 定理 ， 不 是 线性 系统 。 

LTI 系 统 线性 非 时 变 系统 (LTI 系 统 ) 是 线性 系统 ， 同 时 也 是 非 时 变 系统 。 离 散 LTI 
系统 可 以 通过 常 系数 线性 差分 方程 来 表示 。 式 (2. 6) 和 式 (2.7) 给 出 了 nn 阶 常 系数 线性 差分 
方程 的 一 般 形式 ， 即 

yn] =ary[Lnm—1j 二 azy[Ln—2j 二 … 十 any[n 一 Nj 十 bozx[Lnj 十 bzx[n 一 1] 
+b:x[n— 2] + + +bux[n— M] 
该 方程 称 为 N 阶 差 分 方程 ， 男 一 种 表达 方式 是 将 n 替换 成 n 十 NN。 


2.6 离散 时 间 系 统 的 卷 积 

本 节 只 对 LTI 系统 进行 讨论 ， 也 就 是 线性 非 时 变 离散 时 间 系 统 。 着 重 讨论 该 系统 的 原 
因为 : 

1. 很 多 物理 系统 都 可 以 准确 表示 为 LTI 系统 ， 比 如 ， 许 多 数字 滤波 器 都 可 设计 为 线 
性 非 时 变 系 统 。 

2. 无 论 连续 时 间 还 是 离散 时 间 系 统 ，LTI 系统 方程 可 以 通过 数学 方法 准确 求解 ， 而 
目前 还 没有 能 够 求解 非 LTI 系统 的 通用 方法 。 

3. 对 LTI 系统 设计 和 分 析 的 研究 已 经 成 熟 ， 在 LTI 数字 滤波 器 设计 方面 尤其 如 此 。 
2.6.1 离散 时 间 信 号 的 脉冲 序列 表示 

本 节 将 通过 脉冲 函数 来 表示 一 个 信号 zLn]， 这 种 表示 形式 在 研究 离散 时 间 LTI 系统 
的 特性 时 十 分 有 用 。 

首先 回忆 一 下 离散 时 间 脉 冲 函数 (也 称 单位 样 点 函数 ) 的 定义 

an — no] = b ilie (2. 70) 
即 当 自 变 量 为 0 时 ， 其 函数 值 为 1; 否则 ， 其 函数 值 恒 为 0。 由 此 可 得 
ain ]éin — no] = zLno J6[n—n ] 

对 于 图 2. 24a 中 的 信号 ， 为 简化 运算 只 赋予 该 信号 三 个 非 零 值 。 利 用 式 (2. 70) 可 得 


x(n] = a[n] +1] = af—1etn tay - (20? 


0, 九天 一 1 
同 理 
zo[n]— z[n]éln] = zxL0jéLn]= m n i 


xi(n]= x[n]é[n — 1] = z(1]6[n — 1] = e et 1 
图 2.24 给 出 了 这 三 个 信号 。 其 中 z[ 站 的 3 个 非 零 值 都 对 应 地 存在 于 这 3 个 信号 中 ， 因 此 
可 将 xin 12x28 28 

a[n]= x[n] + xon] + zi Cn] = zx[— 1]8n 4-1] - 2[0]éln] + z[1]é[n—1] 
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= 忆 z[s[n 一 站 (2.71) 
将 结果 进行 推广 ， 可 得 
_ {falk], n=k 
z[KM[n—&] e ~ En (2. 72) 
由 此 可 以 得 到 信和 号 xn] 
x[n] = 2 x[k]ó[n — k] (2. 73) 


k=—00 


这 种 信号 表达 方式 将 会 在 下 一 节 中 起 到 重要 作用 。 





c) d) 
图 2.24 一 个 信号 以 离散 时 间 脉 冲 函 数 表示 


函数 6Lnj 称 作 单 位 样 点 函数 或 者 单位 脉冲 函数 。 我 们 使 用 单位 脉冲 函数 以 体现 其 连续 
与 离散 之 间 的 对 称 性 (离散 时 间 脉 冲 函数 和 系统 ， 连 续 时 间 脉 冲 函 数 和 系统 ) 。 
2.6.2 卷 积 

接 下 来 讨论 离散 LTI 系统 输入 与 输出 之 间 的 关系 式 。 假 设 对 于 图 2. 25 中 的 系统 ， 输 


入 为 单位 脉冲 函数 5Ln]， 该 函数 仅 在 n=0 时 取 值 为 


对 于 单位 脉冲 输入 ， 图 2. 25 给 出 了 LTI 系统 的 响 


应 hin], BẸ K 2.25 LTI 系 统 的 脉冲 响应 
[n] — A[n] (2. 74) 
另外 由 于 该 系统 是 非 时 变 系统 ， 
6[n—k|]—h[n—&k] (2.75) 


其 中 ，h[*] 表 示 系 统 的 单位 脉冲 响应 。 又 因为 该 系统 为 线性 系统 ， 所 以 可 在 式 (2.75) 两 边 
同时 乘 以 zL&]， 得 到 

alk loin — k] — x[E]h[n — k] (2. 76) 
前 面 已 经 介绍 过 ， 输 入 信号 xLnj 可 以 表示 为 脉冲 函数 之 和 的 形式 : 


z[n] = > alk én — k] 


根据 式 (2. 76)» 当 输入 信号 是 脉冲 函数 的 累加 和 时 ， 其 对 应 的 输出 信号 也 是 脉冲 函数 的 累 
加 ， 根 据 式 (2. 69) 的 线性 特性 ， 输 入 -输出 关系 满足 


z[n] = b: x[k]à[n — k] > y[n] = 2 z[&]h[n — &] (2. 77) 


kz—oo k=—co 


该 结果 称 为 卷 积 和 ， 是 离散 时 间 LTI 系统 的 基本 结论 。 用 星 号 来 表示 这 种 求 和 
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co 


yin] = >) clean — k] = x[n] * A[n] (2. 78) 


一 一 co 


为 了 说 明 卷 积 和 的 性 质 ， 计 算 n= 0 时 系统 的 输出 : 
yL0] = + + xi 2]A[2] + xL— 1]A[1] + xL0]AL0] + zL1JAL— 1] + xC2]AC— 27 +H --- 
(2. 79) 
注意 ， 在 计算 卷 积 和 的 每 个 数值 时 ， 随 着 输入 信号 z["] 参 与 计算 的 项 逐渐 增加 ，A[.] 参 与 
计算 的 项 逐渐 减 小 。y[Lnj 的 一 般 形式 为 
gle] =… 十 z[ 一 2jh[Ln 十 2j 十 z[ 一 1jh[n 十 1j 十 xzL0jh[nj 

T x[1]AUn —1]-4-- (2. 80) 

可 以 看 到 式 (2. 800 P xls fI AL 是 对 称 出 现 的 ， 因 此 卷 积 和 可 以 有 两 种 表示 方式 : 


sin] =D} aDORCn — K] = Cn] * AEn] = X) ADEa En — k] = AEn] * an] 


(2,81) 
第 二 种 表示 方式 可 由 第 一 种 表示 方式 替换 变量 得 到 。 
下 面 介 绍 卷 积 和 的 两 个 性 质 。 对 于 式 (2. 80) 中 的 y[n]， 其 累加 项 中 的 每 项 z[ki TA Cs) 
都 存在 (ki 十 &;) 二 n。 比 如 ， 计 算 yL5J 时 ，z[10jh[ 一 5j 是 累加 项 ， 而 xzL10jh[ 一 6j 则 不 是 
累加 项 。 
卷 积 和 的 第 二 个 特性 可 以 通过 令 xLnj= 二 6[nj 导 出 。 有 
xn] = dln] * hEn] = An] (2. 82) 
输出 是 脉冲 响应 。 将 h[nj 中 的 n 替换 成 (n 一 no) 可 得 
dln] * A[n — n] = h[n — n] 
又 由 于 系统 的 非 时 变性 ， 可 以 得 到 式 (2. 82) 的 一 般 表 示 形 式 
dln—m ] * hin] = h[n— n ] 
由 上 面 两 个 等 式 可 以 得 到 
[n] *hln—n ] = h[n— n] = 8[n — no] * hEn] 
这 里 注意 ， 等 式 对 h[nj 没 有 任何 限制 ， 因 此 可 将 并 站 替换 成 一 般 函 数 g[nj]， 进 而 得 到 了 
卷 积 和 的 第 二 个 特性 : 
[n] * g[n — n] = é[n — n] * gin] = gln — 9] (2. 83) 
特别 注意 不 要 将 卷 积 和 与 乘积 运算 的 符号 混淆 。 脉 冲 函 数 的 乘法 特性 表现 为 
[n]gln — n] = gl—m Jelan] 





以 及 
dln — n ]g[ n] == gLn léln—n ] 
E34 —eo<n<ooft, MA 5[L0] 为 非 零 值 。 
根据 卷 积 和 式 (2. 81) 可 以 看 出 ， 对 于 已 知 的 hLn]， 可 计算 任意 输入 信号 经 过 LTI 高 
散 系 统 的 输出 响应 。 因 此 ， 一 个 离散 LTI 系统 的 脉冲 响应 h[Lnj 能 够 完全 描述 该 系统 的 输 
入 -输出 关系 。 下 面 给 出 两 个 应 用 卷 积 和 的 具体 实例 。 
有 限 脉冲 响应 系统 
讨论 图 2.26 所 示 系 统 ， 其 中 标 有 “T” 的 模块 为 单位 延迟 ， 根 据 此 图 可 以 直接 得 到 描述 
该 系统 的 差分 方程 : 
yln] = Gn] + zn — 1] + z[n — 2])/3 (2. 84) 
该 系统 的 输出 是 过 去 3 个 输入 的 平均 数 ， 是 一 个 滑动 平均 滤波 器 ， 有 广泛 的 应 用 。 令 系统 
输入 zx[nj 二 6[nj， 进 而 得 到 系统 的 脉冲 响应 An]: 
yln] = AEn] = Gn] +6[n—1]+6ln—2])/3 (2. 85) 
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因此 有 
ALO] = Cn] + ln — 1] + ln — 2])/3 | no = G +0 +0)/3 = 1/3 
A[1] = ln] + 6[n — 1] + s[n — 2) /3 |,-1 5 (0 +1 +0)/3 = 1/3 
h[2] = Gn] + 6[n — 1] --à[n — 2D/3|,2; — (0 +0 4- 1/3 = 1/3 
h[n] = 0,n 为 其 他 值 
这 是 一 个 有 限 脉 冲 响 应 (FIR) 系 统 ， 即 系统 的 脉冲 响应 包含 
有 限 个 非 零 值 。 作 为 一 个 练习 ， 读 者 可 以 对 图 2. 26 中 的 系 
统 进 行 输入 信号 xz[nj] 二 6[nj] 的 跟踪 ,来 验证 得 到 的 响应 
hLn]。( 存 储 在 两 个 延迟 器 中 的 初始 数据 应 当 是 0， 否则 在 脉 
冲 响应 之 外 将 又 加 有 零 输入 响应 。) 4 
利用 卷 积 求解 LTI 系统 的 响应 
继续 利用 例 2-9 中 的 系统 来 阐述 卷 积 和 的 应 用 ， 令 系统 图 2.26 例 2-9 的 系统 
输入 为 : 





x[n] yr] 





z[1]= 3;2[2] = 4.5 
x[3]— 6;aln] = 0,n 为 其 他 值 时 
图 2. 27a 给 出 了 cin I MAB. HC. 81) 可 得 响应 y[z] 为 


y[z] = 2) z[n — k]h[k] 


—oo 


下 面 绘制 zxLz 一 外 的 图 形 。 首 先 将 时 间 变 量 ”替换 成 加 ， 如 图 2. 27a 所 示 ， 利 用 zLmj 使 得 
接 下 来 的 绘制 更 加 方便 。 介 绍 卷 积 和 时 ， 将 n 看 作 常 量 ， 因 此 根据 2. 2 节 的 内 容 可 得 
ziLk] = slim] | a= zink] 

因此 m = n—k-k-—n-—m 
接着 ， 在 图 2. 27a 中 的 m 轴 下 方 绘制 & 轴 ， 得 到 图 2. 27b 中 z[z 一 的 的 图 形 。 卷 积 和 中 的 
第 二 项 LA 可 以 由 例 2-9 的 结果 得 到 ， 如 图 2. 27a 所 示 。 

首先 ， 在 图 2. 27c 中 给 出 了 当 n—0 时 z[n 一 kj 和 h[Lkj] 的 图 形 。 可 以 看 到 两 个 信号 的 
乘积 xzLn 一 &jh[k] 为 0， 即 当 n 二 0，y[nj 二 0。 另 外 ， 因 为 信号 cink] MB n<0 向 左 平 
移 ， 可 以 看 到 当 n<0 时 yLn] 二 0。 

图 2. 27d 给 出 了 当 n—1 时 zxLn 一 &] 和 h[Lkj] 的 图 形 。 

zn — RACE] eiae = CACO = 3x3 — 1 

而 且 当 为 其 他 值 时 ， 乘 积 项 为 0， 因 此 y[1)—1. 

图 2. 27e 给 出 了 当 n—2 时 xz [n — & Jl A LR JI AR S. ERP BUS k= M kS 的 乘积 


项 不 为 0， 所 有 其 他 乘积 项 都 等 于 零 ， 因 此 有 
»[2] = x[2]A[0] + z[1]Ah[1] = 1.5+1 = 2.5 


同 理 
1 1 1 " 
y[3]5 = X6+—X%4.54+=X%3=4.5 
3 3 3 
X417 $X6+2X45+0X3=3.5 


x5]- $X6+0X4.5+0X3=2 
M n>5 时 ，y[Lnj= 二 0。 因 此 输出 为 
yin] = 6[n 一 1j 十 2.56[n 一 2] 十 4. 56[n 一 3j] 十 3.56[n 一 4] 十 26[Ln 一 5j] 
输出 信号 yLnj 如 图 2. 27f 所 示 。 


$2* 离散 时 间 信 号 





eee eee 
0 1 2 3 4 m -i 04303: 517: L3.22 -ih8--& 54 
6 
4S 
n n—ln-2 n-3 n-4k-n-m 3 x{1—k] 
eee eee 
a) 
-3,-2 -1 0 1 2 3 k 
xilk]=x[n—k] d) 
hik] 
1/3 
n-4n-3n-2n-1 n k wee wee 
b) Sip d 12 3 k 
hik] 6 
|“ 
3 x[2-k] 
1/3 eee eee 
ove eee = =) 0 £ 2'9 H 
2-4 -3 -2.-1 0 1 2,3 k e) 
8t 45 
“| 3 x[0—k] 
.* eee 
-4 -3 -2 2p 0" q1'.2 3''k 
c) 
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另外 ， 输 出 信号 可 以 通过 卷 积 和 展开 来 计算 得 到 : 
»[n]9 +- + x[n — 3]AC3] + z[n — 2]A[2] 
4 x[n — 1]A[1] 4- xEn]ALO ] + zn 4- 1]A[— 1] 4- 
= x[n— 2]A[2] + x[n — 1]A[1] + x[0]A[0] 

由 于 Ain] RE n—0, 1, 2 时 是 非 零 的 ， 因 此 展开 式 中 仅 有 3 个 非 零 项 。 如 例 2-9 所 示 ， 
输入 信号 也 可 以 通过 系统 进行 跟踪 作为 第 三 种 检验 方法 。 最 后 可 以 通过 如 下 MATLAB f 
序 进行 验证 : 

n=1:5; 

x-[3 4.5 6]; 

h=(1/3 1/3 1/3]; 

y=conv (x,h) 

stem(n,y,'fill'), grid 

注意 ， 在 例 2-9 和 例 2-10 中 ， 我 们 给 出 了 三 种 系统 的 描述 方法 : 

1. 式 (2. 85) 中 的 脉冲 响应 ; 

2. 式 (2. 84) 中 的 差分 方程 ; 

3. 图 (2. 26) 中 的 系统 框图 。 

实际 应 用 中 ， 描 述 一 个 离散 时 间 系 统 的 框图 和 差分 方程 都 应 该 在 技术 文档 中 给 出 ， 但 系统 
的 脉冲 响应 很 少 直接 给 出 ， 一 般 给 出 系统 脉冲 响应 的 z 变换 ， 第 3 章 会 具体 介绍 其 内 容 。 

例 2-10 介绍 的 系统 是 有 限 脉冲 响应 ， 而 下 面 例子 中 的 系统 x 加 
具有 无 限 脉冲 响应 。 < 

计算 一 个 离散 系统 的 脉冲 响应 

考虑 图 2. 28 中 的 系统 ， 首 先 根据 图 2.28 直接 写 出 系统 的 差 
分 方程 : 2.28, fi) 2-11 的 系统 


yín] 
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yln] = ay[n — 1] + x[n] 
令 输入 为 x[0]—1, z[n]—0, nA0, HMA RAA kA. Ab RBS E 
取决 于 当前 输入 和 之 前 的 输入 ， 系 统 为 因果 系统 。 又 因为 当 z<0 时 zx[nj 为 0，y[nj 也 为 
0。 所 以 图 2. 28 rH n=0 时 ， 储 存在 理想 延 时 器 中 初始 值 为 0， 于 是 有 
y[0]= ALO] = ay[—1]--x[0] =a-04+1=1 
y[1]— h[1] = ay[0] -- z[1] =a-1+0=a 
y[2]—- A[2] = ay[1]--x[2] =a-at0=a2’ 
yL3]2 A[3] = ay[2] +203] =aea’+0=a? 
系统 的 单位 脉冲 响应 为 
a", mco, 
hln] = “4 n<0 
yr uLnj， 可 以 看 到 该 系统 单位 脉冲 响应 有 无 限 项 ， 称 为 无 限 脉冲 响应 (IIR) 系 统 。 « 
离散 系统 单位 阶 跃 响应 
er 令 a 二 0.6， 脉 冲 响应 即 为 hLnj 二 (0.6)™mw[nj], 令 zxLnj 二 wuLnj 即 可 
得 到 系统 的 单位 阶 跃 响应 。 由 式 (2. 81) ， 系 统 的 输出 信和 号 为 


y[z] = KH z[n — k]h[k] = 5 u[n — k] CO. 60*u[&] = 2. 6) (2.86) 


k-——oo 


FAA M4 RO I uLk]-30 0, X k>n tt uln—k]=0, 
式 (2. 86) % y[nj 表 示 成 累加 和 ， 实 际 上 ， 某 些 累 加 和 可 以 表示 为 闭合 解 的 形式 。 附 
录 C 给 出 了 一 个 累加 和 的 公式 表 ， 表 中 的 第 一 个 公式 为 
y= Le (2. 87) 
注意 ， 当 a==1 时 等 式 右 侧 无 定义 ， 但 根据 式 (2. 87) 左 侧 项 ， 累加 和 中 a=1 时 结果 为 (n 十 1)。 
最 终 根据 式 (2. 86) 和 式 (2. 87) ， 可 得 





y[n] = doo. 6) = 1-00" = = 2.5[1— (0. 6)" ],n > 0 
将 yin ] (8 JF 
s[0]= 1, y[5]= 2. 383 
y[1]= 1. 6, : 
y[2]= 1.96,  y[10]— 2.485 
y[3]= 2. 176, : 


yl4]= 2.306, yloo]= 2.5 

可 以 看 到 yin AS ERAN EA 2.5. 
图 2. 29 给 出 了 yLnj 的 图 形 ， 可 以 看 到 该 响应 是 0 Fe UR. S A 
按 指数 规律 变化 的 。(2.4 节 介绍 了 信和 号 an 为 指 图 2.29 例 2-12 的 系统 响应 
数 信号 。) < 

最 后 可 通过 如 下 MATLAB 程序 进行 验证 : 

% This MATLAB program performs the convolution operation of 

% Example 2.12. 

% Establish the input unit-step function. 

x=ones (1,11); 

% Compute the system impulse response. 

for ik =-1:10; 

h(k) = 0.6^(X-1) ; 

end 
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% Convolve the input with the impulse response and plot. 
c-conv (x,h) ; 

for k=1:11; 

n(k) =k-1; 

y (k) =c(k) ; 

end 

(n't y'] 

stem(n, y, 'fill') 


2.6.3 卷 积 的 性 质 
下 面 讨 论 三 条 与 系统 相关 的 卷 积 和 性 质 。 
1. 交换 律 。 卷 积 和 对 于 xn ERI AL 是 对 称 的 : 
z[n]* hln] = hln] * xn] (2. 88) 
式 (2.81) 给 出 了 证 明 ， 图 2.30 给 出 了 图 形 解 释 ， 其 中 an yin] hin} yin) 
_A}LTI REBAR MARR, HRUD, SI 本 PT 
两 个 系统 的 输出 是 完全 相同 的 。 图 2. 30 交换 性 
2. 结合 律 。 三 个 信号 进行 卷 积 时 ， 最 后 结果 与 卷 积 的 顺序 无 关 。 比 如 
(flnj* gin]) * h[n] = fin] * CGgUn] * AEn = hln] * fln])* gin] (2.89) 
该 性 质 的 证 明 并 没有 给 出 。 
举例 说 明 这 条 性 质 ， 对 于 图 2. 31a 中 所 示 系 统 ， 其 输出 为 : 
yln] = yilan] x*hLn] = Gen] * hiUn D * ha n] 
根据 结合 律 ， 
G[n]* hi[nD * hn] = xin] * [n] * h[nD = G[n]* [np *A[n] C2. 90) 
因此 ， 图 2.31a 中 的 两 个 系统 顺序 变换 后 并 不 改变 输入 -输出 关系 。 
另外 根据 式 (2. 90), Fd 2. 31a 中 的 两 个 级 联系 统 可 以 替换 成 一 个 系统 ， 该 系统 的 脉冲 
响应 为 
hln] = hi[n] * hs[n] (2. 91) 
这 样 可 以 更 清晰 地 体现 系统 的 输入 -输出 关系 。 图 2. 31b 给 出 了 这 条 性 质 的 图 示 。 同 时 结 
合 律 适用 于 m 个 级 联 的 LTI 系统 ， 其 脉冲 响应 为 
h[n] = hiln] * h;[n] *  * hn] 


a) 
[eet —e ft} A e — [ess | 
b) 


Al 2.31 结合 性 


3. 分 配 律 。 卷 积 和 满足 如 下 关系 : 
aln]*hi{n]+2[n] * h; [Dn] = x[n] * (hiCn] + h:Cn]) (2. 92) 
利用 式 (2. 78) 证 明 分 配 律 : 


a[n] s h Cn] "nC Ion]. 3] aD En — E]. 3) aD Dn — I 


oo 


= >) [k] hink] + helm — ED 


M aCe, Call oe Pac 
图 2. 32 中 两 个 并 联 的 系统 给 出 了 分 配 律 的 图 示 ， 系 统 输出 为 : 
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yn] = x[n] *h,[n]4+2[n] * h; [Un] = xn] * Gu [n] + h: [np (2. 93) 
因此 整个 系统 的 脉冲 响应 为 子 系统 脉冲 响应 的 和 : 
h[n] = Ail n] +h. Un] (2. 94) 
e aA yin] 
Al 2.32 分 配 律 


下 面 给 出 应 用 上 述 性 质 的 实例 。 

互 连 系统 的 脉冲 响应 

E ES SIE 2. 33a 中 所 示 系 统 的 脉冲 响应 ， 就 需 先 求 出 其 子 系统 的 脉冲 响应 。 首 先 ， 
级 联系 统 1 和 系统 2 的 脉冲 响应 为 

ha[n] = h,[n] * A; Un] 
如 图 2. 33b 所 示 ， 并 联 的 系统 a MABE 3 的 脉冲 响应 为 
h,[n] =h, [n] +h; [n] = hı [n] * hz [n] +h; [n] 
如 图 2. 33c 所 示 ， 将 得 到 的 系统 5 与 系统 4 进行 级 联 ， 进 而 得 到 图 2. 33d 所 示 系 统 的 脉冲 
响应 : 
h[n] = h,[n] * hln] = ChLn]xhLn]thsLn]) * An] 4 





A uUETEEET yin] A | E T E 


c) d) 
图 2.33 fil 2-13 的 系统 


2.6.4 功率 增益 
对 于 线性 非 时 变 的 因果 系统 ， 当 输入 信号 为 单位 脉冲 信号 时 ， 根 据 式 (2. SD: 


yln] = Salk] = = h[n] (2. 95) 
输入 信号 连续 N 个 值 的 归 一 一 化 平均 功率 为 
P, = iX |zin]|? = ae | dfn] |? = E 
输出 信号 连续 N 个 值 的 归 一 化 平均 功率 为 


P, = LY pul = EY pal: (2. 96) 
dT RE HIS C A 

输出 信号 功率 _ Ps nq 

输入 信号 功率 P. X; IM J| (2. 97) 


因此 ， 如 果 一 个 离散 时 间 LTI 系统 的 脉冲 响应 是 已 知 的 ， 那么 该 系统 的 功率 增益 就 可 以 根 
据 式 (2. 97) 计 算得 到 。 
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根据 本 节 内 容 可 知 ， 当 一 个 离散 LTI 系统 的 脉冲 响应 已 知 时 ， 该 系统 的 响应 就 可 由 卷 
积 和 式 (2. 81) 计 算 。 因 此 ， 系 统 的 输入 -输出 关系 完全 可 以 用 该 系统 对 脉冲 函数 的 响应 来 
描述 。 此 外 ， 本 节 还 介绍 了 一 种 计算 由 子 系统 组 成 的 LTI 系统 脉冲 响应 的 方法 ， 前 提 是 已 
知 这 些 子 系统 各 自 的 脉冲 响应 。 当 然 ， 还 有 一 种 等 效 但 更 加 简便 的 计算 方法 就 是 利用 子 系 
统 输入 -输出 特性 ， 在 变换 域 进 行 计 算 ， 将 在 第 3 章 学 习 = 变换 时 具体 介绍 。 


小 结 

本 章 介绍 了 离散 时 间 信 号 和 系统 ， 其 是 后 续 学 习 数 字 滤波 器 设计 的 理论 基础 。 对 于 一 个 离散 时 间 信 
号 zLnj 来 说 ， 离 散 时 间 增 量 ”表示 当前 的 样 点 时 刻 。 对 于 周期 抽样 后 的 信号 ， 用 表达 式 zx[ 四 一 z(zT) 表 
示 ， 其 中 工 是 抽样 周期 。 

本 章 介绍 了 离散 时 间 信 号 的 时 间 和 幅度 变换 ， 这 些 变换 包括 时 间 和 幅度 的 翻转 、 展 缩 和 平移 。 

另外 ， 本 章 也 讨论 了 信号 的 奇偶 性 以 及 周期 性 等 内 容 ， 可 以 看 出 离散 时 间 周 期 信号 比 连续 时 间 周 期 
信号 更 加 复杂 。 

本 章 还 定义 和 分 析 了 实际 的 物理 系统 中 经 常 遇 到 的 几 种 离散 时 间 信 号 的 数学 模型 ， 其 中 离散 时 间 肪 
冲 函 数 被 定义 为 一 个 普通 函数 ， 这 一 点 与 连续 时 间 冲 激 函 数 有 所 不 同 。 

本 章 定义 了 离散 时 间 系 统 的 一 些 特性 ， 如 线性 、 非 时 变性 、 因 果 性 和 稳定 性 。 

最 后 介绍 了 离散 时 间 系 统 的 脉冲 响应 ， 以 及 利用 输入 信和 号 与 系统 脉冲 响应 的 卷 积 和 计算 输出 信号 的 
方法 。 其 中 还 给 出 了 卷 积 的 一 些 性 质 ， 如 交换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 。 最 后 一 节 介绍 了 利用 线性 非 时 变 系 
统 的 脉冲 响应 来 计算 该 系统 的 功率 增益 的 方法 。 

若 想 对 本 章 内 容 进 行 更 加 深入 学 习 ， 建 议 阅读 附录 B 中 参考 文献 A 2。 


习题 
概念 题 
. 什么 情况 下 z[ 四 =z(zT)? 什么 情况 下 不 等 于 ? 
2. 如 果 对 一 个 连续 时 间 信 和 号 进行 抽样 ， 得 到 的 抽样 值 输入 数字 计算 机 中 ， 为 什么 通常 计算 机 中 显示 的 抽 
样 值 与 原始 信号 抽样 点 处 的 值 不 同 ? 
. 讨论 利用 连续 时 间 信 号 的 抽样 值 计算 积分 时 ， 抽 样 周期 与 计算 精度 之 间 的 关系 。 
. 讨论 连续 时 间 函 数 (0 二 u(t) 一 u(t 一 to) 与 离散 时 间 函 数 xz[nj] 二 wx[Lnj 一 wLn 一 moj 的 区 别 。 
. 讨论 连续 时 间 冲 激 函 数 3(z 一 to) 与 离散 时 间 脉 冲 函 数 6Ln 一 no] 的 区 别 。 
. 解释 为 什么 对 一 个 周期 连续 时 间 信 号 抽样 不 一 定 能 够 得 到 一 个 周期 离散 时 间 信 号 。 该 离散 时 间 信 号 是 
周期 信号 的 条 件 是 什么 ? 
7. 为 什么 一 个 信号 的 时 间 平 均值 始终 取决 于 信号 的 偶 分 量 ? 
8. 给 出 一 个 实例 ， 连 续 时 间 周 期 信号 经 抽样 后 ， 得 到 的 是 离散 时 间 非 周期 信号 ， 抽 样 周期 T 一 1ms。 
9. 用 语言 描述 当 一 个 信号 经 过 系统 时 ， 信 和 号 卷 积 的 过 程 。 
10. 给 出 一 个 与 例 2-9 中 系统 不 同 的 有 限 脉冲 响应 系统 。 
分 析 设 计 题 
2.1% 
2.1 下 面 哪个 离散 时 间 函 数 与 其 余 的 不 同 。 
(a) za[n]=uln+1]—uln— 2] 


— 


aon 上 WwW 


(b) zi [n] = 2j3n—X] 


sn —1, 
(c) ai= on 1] 
(d) zz[nJ=é[n+1]+6[n]+6[n—1]+6[n—2] 
2.2 写 出 MATLAB JT, ÆR uln—4]—uln—10]#E 
O<n<15 时 的 图 形 。 [n-1]T nT 
2.3 图 P2.3 给 出 了 数值 积分 计算 中 的 梯形 法 则 。zT 点 图 P2.3 梯形 积分 波形 图 
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的 积分 值 等 于 (一 1) 工 点 积分 值 加 上 图 P2. 3 中 所 示 梯 形 的 面积 。 
(a) 写 出 计算 积分 时 表示 yin] 5S xLnj 之 间 关 系 的 差分 方程 。 
(b) 写 出 MATLAB 程序 ， 计 算 当 抽样 周期 T—0. 1s 时 ， 信 和 号 e Eoo 上 的 积分 。 
2.4 图 P2.4 所 示 序 列 由 连续 时 间 信 号 z(t) =e ua) —u(—0. 55) LARA REI BLA 0. 1 秒 抽样 得 到 。 





n 
图 P2.4 离散 时 间 抽 样 数 据 序 列 


(a) 利用 和 矩形 ( 欧 拉 ) 方 法 近似 计算 信号 的 积分 。 
(b) 利用 梯形 方法 近似 计算 信号 的 积分 。 

(c) 计算 连续 时 间 信 号 z(2) 的 积分 。 

(d) 比较 (a)、(b) 和 (c) 的 结果 。 


2.2 节 
2.5 离散 时 间 信 号 中 的 非 零 值 如 图 P2. 5 所 示 。 请 绘制 如 下 信和 号 : 
(a) x[2n] (b) x[n/2] (c) aion] (d) z[—2n] 
(e) x[n—2] (f) zL[2—2] (g) 2—32[n] (h) 1+22[n—2] 


x[n] 






图 P2.5 离散 时 间 序 列 
2.6 离散 时 间 信 号 中 的 非 零 值 如 图 P2. 5 所 示 。 请 绘制 如 下 信号 : 
(a) xL—^n]w[n] (b) zlnjJul—n] (c) zinJuln—2] 
(d) zinlul[2—n] (e) zlnloimn—1] (f) zln]CdlnJ+éln—2]) 
2.7 序列 xz[nj 如 图 P2.4 所 示 。 利 用 离散 脉冲 信号 描述 下 列 序列 ， 并 绘制 其 草图 。 
(a) yalLn]=zx[n—2]vs. n. (b) yn] xEn4- 3]vs. n. 
(c) x En]— xL—7z]vs. n. (d) yainJ=zl—n+3]vs. n 
2.8 假设 图 P2.5 中 的 序列 是 
z[n] = 3vL0.5n—2]—2 
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x vi DER REI. 


2.9 描述 信号 的 时 间 和 幅度 变换 的 一 般 形式 表示 为 


yin] = Az[an+6]+B 
其 中 ,a 是 有 理 数 , 5 是 整数 。 将 该 方程 改写 为 以 y[ 站 表示 zx[nj 的 形式 。 


2.345 


2: 


10 证 明 下 列 结论 : 
(a) 两 个 偶 函 数 的 和 是 偶 函 数 。 
(b) 两 个 奇 函 数 的 和 是 奇 函 数 。 
(c) 一 个 奇 函 数 和 一 个 偶 函 数 的 和 ， 既 不 是 奇 函数 也 不 是 偶 函 数 。 
(d) 两 个 奇 函 数 的 乘积 是 偶 函 数 。 
(e) 两 个 偶 函 数 的 乘积 是 偶 函 数 。 
(f) 一 个 奇 函 数 和 一 个 偶 函 数 的 乘积 是 奇 函 数 。 


.11 (a) 判断 下 信号 的 奇偶 性 。 
(i) z:[n]=3uln—2] (ii) zz [n] 
(iii) zs [n] (0. 7) "! (iv) ti [n] 34 C0. 7)" 4- C0. 75" 
(v) zs[Ln]= cos(n) (vi) z [n] cos(n— ) 


(b) 画 出 a 中 信号 的 草图 并 验证 结果 。 
(c) 计算 每 个 信号 的 奇 分 量 和 偶 分 量 。 


.12 (a) 分 别 计算 并 画 出 图 P2. 12 中 离散 时 间 信 号 zn WAR AE. 


(b) 5—6 MATLAB 程序 ， 画 出 图 P2. 12 中 离散 时 间 信 号 z[z] 的 奇 分 量 和 偶 分 量 。 


x[n] 





-5 -4 =3 -2 -1; 0 1 2 3 4 5 n 


图 P2.12 离散 时 间 信 号 


2.13 信号 和 的 表达 式 为 : zi 一 cos(0. 2x22, z;-—cos(0.125x2) 
(a) 判断 两 个 信号 是 否 为 周期 信号 。 如 果 是 ， 则 给 出 一 个 周期 内 抽样 点 的 个 数 。 
(b) 判断 两 个 信号 的 和 是 否 为 周期 信号 。 如 果 是 ， 则 给 出 一 个 周期 内 抽样 点 的 个 数 : 
2. 14 (a) 对 连续 时 间 信 号 x(t) =cos(2nB) 8 I. 工 秒 进 行 抽样 。 判 断 当 了 为 下 列 值 时 ， 所 得 离散 时 间 信 
号 x[n]—xGOT)J&tT X 8S. 
(i) T=5s (ii) T=0. 125s (iii) 0. 1s 
(iv) T=0. 130s (v) T- 5s 
(b) 对 于 (a) 中 的 5 种 情况 ， 当 抽样 后 的 信号 为 周期 信号 时 ， 找 出 z[z] 一 个 周期 内 信号 z(z) 的 周期 
个 数 。 
(c) 对 于 (a) 中 的 5 种 情况 ， 当 抽样 后 的 信号 为 周期 信号 时 ， 找 出 x[nj 一 个 周期 内 抽样 点 的 个 数 。 
2.15 (a) 判断 下 列 哪些 离散 时 间 信 号 是 周期 的 。 
(i) cos(xn) (ii) cos(3xn/2+2/4) (iii) sinCO. Olan) 
(iv) sinC3. 152) (v) sinC3. 1527) (vi) cos(xn/2) +1 
(b) 对 于 (a) 中 的 周期 信号 ， 确 定 其 每 个 周期 的 抽样 个 数 。 
2.4 节 
2. 16“ 某 离散 时 间 信号 的 表达 式 为 x[ 四 一 | SESE 


0， 其 他 
(a) 以 为 变量 绘制 序列 的 图 形 。 
(b) 绘制 zLn uL n ]RS PEE . 
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(c) 绘制 zLnju[ 一 nj 的 图 形 。 
(d) 绘制 z[ 一 nju[ 一 nj 的 图 形 。 
(e) 绘制 z[2 一 nju[L2 一 nj 的 图 形 。 
2.17 下 列 离散 时 间 信 和 号 都 是 以 人 =0. 1s 为 抽样 周期 对 连续 时 间 信 号 进行 抽样 得 到 。 求 解 每 个 信号 的 时 


间 常 数 c 以 及 每 个 正弦 信号 的 频率 w。 

(a) (0. 3)” (b) (0. 3)"cos(n) 

(c) €—90, 35^ (d) (0. 3)"sin(n+1) 

(e) (0. 5)"cos(3n) (f) (0. 5)*sin(120nn-+* ) 


2.18 JH MATLAB 生成 并 绘制 习题 2. 17(a) 一 (f) 的 信和 号 图 形 。 
2.19 离散 时 间 信 号 zin]=400. 6)"cos(4n) 由 连续 信和 号 z(t) 以 每 秒 10 点 抽样 得 到 。 
(a) 信号 z(z) 的 时 间 常 数 是 多 少 ? 
(b) 信号 z(2) 的 振荡 频率 是 多 少 ? 
(c) 使 用 MATLAB 绘制 z[nj 的 图 形 ， 并 验证 (a) 和 (b) 的 结果 。 
2.20 (a) SUA P2. 20 中 各 个 序列 的 数学 模型 ， 形 式 为 以 为 变量 的 函数 。 
(b) 使 用 MATLAB 生成 并 绘制 (a) 中 得 到 函数 ， 将 结果 与 图 P2. 20 进行 比较 验证 。 





in] 
& 


yin] 


vin] 


0 1 2 3 4 5 6 ii iiit 
c) n 


图 P2.20 离散 时 间 序 列 


2.5 节 
2.21 某 系统 的 输出 可 以 通过 如 下 差分 方程 得 到 : 
yn] =5yln—1] + y[n— 2] +32[n— 1] —42[n— 2] 
(a) 该 系统 是 否 为 线性 系统 ? 请 验证 答案 。 ie 
(b) 该 系统 是 否 为 非 时 变 系统 ? 请 验证 答案 。 
(c) 该 系统 是 否 为 因果 系统 ? 请 验证 答案 。 
(d) 该 系统 是 否 为 稳定 系统 ? 请 验证 答案 。 
2.22 某 LTI 离 散 系统 的 脉冲 响应 为 h[nw]j] 二 《0.5)"!(wu[nj 一 wu[n 一 2])， 输 入 信号 为 x[n]—8[n19-00n—1] 
(a) 该 系统 是 否 为 因果 系统 ? 请 验证 答案 。 
(b) 该 系统 是 否 为 稳定 系统 ? 请 验证 答案 。 
2.23 判断 下 列 系统 是 否 为 因果 系统 。 
(a) »x[n]—0. 3x[n—2]--0. 1x[n—1] 
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(b) yl[n]=2[n+2] 
(c) ylnJ=—0. 22[n+1]+22[n]+0. 5x[n—1]--0. 252[n—2] 
(d) yln]=0. 5z[n—1]4-0. 25z[n—2]4-0. 1252[n—3]+0. 0625z[n--1] 
2.24 绘制 如 下 差分 方程 描述 的 系统 框图 : 
zı[n+1]=z:[n] 
x:[n+1]=— 0. 5zı[n]+0. 125x:[n]+u[n—1] 
ylnj=2z,[n] 
2.25 写 出 图 P2. 25 所 示 系 统 的 差分 方程 模型 。 
2.65 
2.26 某 线 性 非 时 变 系统 的 输入 信号 为 zLn]， 输 出 
信号 为 yLn]， 脉 冲 响应 为 h[n]。 对 于 下 列 情 
况 ， 给 出 系统 的 输出 yLn]。 信 号 如 图 P2. 26 
所 示 。 
(a) zLnj] 为 (a) 信 号 ，h[Lnj 为 (b) 信 和 号。 
(b) zLnj] 为 (b) 信 号 ，h[Lnj] 为 (d) 信 号 。 
(c) z[Lnj] 为 (a) 信 号 ，h[Lnj] 为 (c) 信 号 。 
(d) z[Ln] 为 (d) 信 号 ，h[n] 为 (e) 信 和 号。 
(e) [n] ADR, hn A CO AS. 
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2.27 (a) 假设 两 个 LTI 离 散 系统 级 联 ， 各 自 的 脉冲 响应 相同 ， 即 [n] — A2 [n] C0. 8)"， 求 出 整个 系 
统 的 响应 。 
(b) 重复 过 程 (a)， 其 中 A, [n]=h.[n]=d[n—3]. 
(c) EAH), HP hi[n]9h;[n]—9 wu n]—u[n— 2]. 
2.28 某 LTI 离 散 系 统 的 脉冲 响应 为 h[nj] 二 36[nj 十 Ln 一 1] 十 6Ln 一 2]， 输 入 信和 号 为 
Zz[nj 二 26[nj 十 36[n 一 1j 十 46[n 一 2] 十 6[n 一 3]-， 计 算 并 写 出 输出 信和 号 y[ 站 的 数学 表达 式 。 
2.29 某 LTI 离 散 系统 的 脉冲 响应 为 h[nj] 二 (0.5)"! (xu[Ln] 一 uwLn 一 2])， 输 入 信号 为 
Zz[nj 二 6[nj 十 6[n 一 1]， 计 算 并 绘制 输出 信号 yLnj] 的 图 形 。 
2.30 某 LTI 离 散 系统 的 脉冲 响应 为 [n] (0. 5)" 《wu[nj 一 wuLn 一 2])， 输 入 信号 为 zLn] 二 6Lnj 十 6Ln 一 1] 
(a) 该 系统 是 否 为 因果 系统 ? 
(b) 该 系统 是 否 为 稳定 系统 ? 
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数字 信和 号 处 理 (DSP) 系 统 的 设计 通常 涉及 频 域 。“ 频 域 ? 是 由 约瑟夫 。 傅 里 叶 首先 提 
出 ， 指 一 个 周期 信号 可 由 一 系列 不 同 频率 的 正弦 信号 表示 。 如 图 3.1 所 示 的 时 域 矩 形 波 信 


B elt). 





3.1 连续 时 间 周 期 矩形 波 


在 时 域 中 ， 图 3. 1 中 的 矩形 波 信号 可 表示 为 
1, n<|t|<@t+l,|n| ABR 


dn Lap. | Laka E 
利用 三 角形 式 的 传 里 叶 级 数 ， 该 信号 可 表示 为 
x(t) = Y) Esine) (3. 2) 


k=1 


为 奇数 
傅 里 叶 级 数 可 以 视 为 周期 信号 从 时 域 到 频 域 的 一 种 数学 变换 。 图 3. 2 给 出 了 式 (3. 2) 中 r0) 





图 3.2 式 (3.2) 中 健 里 叶 级 数 正弦 分 量 的 幅度 -频率 图 


$3* mms 


的 傅 里 叶 级 数 表示 中 正弦 分 量 的 幅度 。 对 于 傅 里 叶 级 数 ， 时 域 信 号 是 连续 的 ， 而 傅 里 叶 级 
数 却 只 在 离散 的 频率 点 是 非 零 的 。 这 两 个 域 中 的 任意 一 个 都 可 以 是 离散 的 或 者 连续 的 ， 这 
里 总 结 了 四 种 时 - 频 关 系 ， 如 表 3. 1 Pra. 


表 3. 1 傅 里 叶 分 析 方 法 的 时 - 频 特 点 








时 间 频谱 傅 里 叶 分 析 方 法 
连续 连续 48 t np ze de 

连续 离散 傅 里 叶 级 数 

离散 连续 离散 时 间 传 里 叶 变 换 (DTFT?) 
离散 离散 离散 傅 里 叶 变换 (DFT) 


基于 傅 里 叶 分 析 可 以 得 到 其 他 两 种 变换 : 拉 普 拉 斯 变换 是 傅 里 叶 变换 的 推广 ，z 变换 
是 离散 时 间 傅 里 叶 变换 (DTFT) 的 推广 。 

本 章 将 介绍 这 些 变换 并 为 它们 在 DSP 中 的 应 用 商定 基础 。 

频 域 概念 滤波 器 的 参数 通常 以 其 频率 响应 给 出 。 因 此 ， 理 解 从 时 域 到 频 域 变换 的 数学 
概念 非常 重要 ， 其 可 通过 变换 的 方法 或 者 通过 等 同 于 变换 的 映射 函数 来 实现 。 

观察 时 域 信号 时 ， 我 们 通常 依靠 示波器 ， 它 能 产生 实时 的 电压 -时 间 图 。 为 了 在 频 域 
中 “看 到 ”信号 ， 需 要 使 用 频谱 分 析 仪 ， 用 于 产生 增益 (电压 )- 频 率 图 。 通 过 频谱 分 析 仪 可 
以 知道 信号 中 含有 哪些 频率 的 正弦 分 量 。 从 数学 角度 讲 ， 也 可 以 通过 将 信号 从 时 域 变 换 到 
频 域 来 推断 它 的 正弦 频率 成 分 。 和 凭借 傅 里 叶 级 数 和 傅 里 叶 变 换 的 机 理 ， 可 将 时 域 信 号 以 其 
频率 成 分 的 形式 重 写 。 傅 里 叶 级 数 应 用 于 周期 信号 ， 傅 里 叶 变换 主要 应 用 于 非 周期 信号 ， 
下 面 将 看 到 其 也 可 以 应 用 于 周期 信号 。 


3.1 正 交 函数 和 傅 里 叶 级 数 


在 很 多 情况 下 ， 分 析 一 个 线性 系统 的 关键 是 合适 地 表示 输入 信号 。 周 期 信号 常用 的 表 
示 是 傅 里 叶 级 数 ， 传 里 叶 级 数 允 许 周期 信号 表示 为 一 系列 函数 之 和 。 这 些 函 数 通过 系统 的 
响应 都 可 以 简易 得 到 。 根 据 全 加 性 质 ， 输 出 信号 是 各 个 函数 各 自 响应 的 总 和 。 仁 里 叶 级 数 
的 表示 正 是 基于 对 正 交 函 数 的 使 用 ， 正 交 函 数 之 和 可 以 等 于 或 者 近似 于 一 个 信号 。 
函数 的 正 交 性 基于 向 量 正 交 性 相同 的 思想 。 正 交 向 量 的 分 z 
量 用 来 表示 多 维 向 量 ， 3.3 表示 了 一 个 三 维 空间 的 向 量 v， 
其 可 由 三 个 正 交 向 量 的 分 量 表示 ， 向 量 v 可 表示 为 
v—3i45j-42£R »-3i «sj «2k 
RP, A JARDI Ai y 轴 和 z 轴 方向 的 单位 向 量 。 因 为 六 } 
7 和 名 相互 正 交 ， 所 以 在 彼此 方向 上 的 投影 ( 即 点 积 ) 存 在 
2。7? 一 2 A4 一 8 一 0。 用 于 表示 信号 的 正 交 函数 都 具有 该 性 质 。 
如 果 和 希望 用 含有 n 个 函数 fi C255 fr (22, fi (1), **, 
f. CO BS RRR E — BENE RTL AL n rmn 的 信号 ， 则 要 求 在 ”图 3.3 三 维 空间 的 向 量 
该 特定 时 间 段 内 ， 此 nn 个 函数 满足 正 交 ， 即 ， 
t, , ms i=] 
FROS (t)dt = lo. ixi (3.3) 
HH, m 为 常量 ， 当 jz) 为 复 函 数 时 ， 方 ORM AONB. AWAR m=1, WH 
这 些 函 数 是 标准 正 交 的 。 信 号 x(t?) 可 用 此 正 交 函数 集 表示 为 
a(t) Safi teefe tesfs to tenfas th StSt (3. 4) 


ERG. 4) 中 没有 用 等 号 ， 因 为 用 Dafi 表示 (OFERA. WHR c 使 得 实际 信 
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号 与 正 交 函 数 集 表征 信号 之 间 的 误差 最 小 。 
通常 用 于 测量 近似 误差 的 一 个 准则 是 均 方 误差 (MSE)。 计 算 CO 3 Taf CO 之 间 
的 MSE 为 j 





MSE = 一 ll [a — War. Tar (3. 5) 
4 1 


tg 一 三 (= 
HAG. 5) 4 Al MSE 宇 909， 可 用 数学 方法 论证 趾 当 选择 下 列 系数 c 时 ， 由 正 交 函数 集 表示 
的 信号 与 xz(2) 之 间 的 MSE 最 小 。 
[acf (de 
£y = =} MÀ (3. 6) 
| FOD f? Wade 
3.1.1 指数 形式 传 里 叶 级 数 
指数 形式 传 里 叶 级 数 常 用 来 表示 周期 连续 时 间 信 号 ， 其 中 e%' 是 正 交 函数 集 的 基础 。 
函数 集 eo FERRAR To = G;— 52 —2z/o. 内 都 是 正 交 的 ， 即 
ntTo . los k =m 
f euo! eieo" dt = | 
t 0, k E m 
求解 式 (3. 6) 中 的 系数 ， 可 得 


tT, y tt Ts . 
| Xt)e ode f x(t) eo dt 


1 











EE _ 34 es 1 I nnd 
Ce DN i aT =7 x(G)e "gr G, 79 
| euo! @ theo! dz | ldź oe 
因此 ， 利 用 指数 形式 傅 里 叶 级 数 表示 连续 时 间 周 期 信号 为 
x(t) = pb c, eio! (3. 8) 
fo 
t7 T, > 
a = Tela x(t)e "dr (3. 9) 
其 中 To 为 周期 信号 的 基本 周期 ， wo =2r/To o 
由 欧 拉 公 式 
e*? = cosh + jsinó (3. 10) 
可 得 如 下 关系 式 
E — EL eT uy case. rc eg" (3.11) 
2 2j 


其 可 以 用 来 推导 另外 的 正 交 函数 集 ， 包 括 sinwot 和 coswot。 这 些 三 角 函 数 通 常用 来 组 成 三 
角形 式 傅 里 叶 级 数 。 两 种 形式 的 三 角 傅 里 叶 级 数 以 及 它们 与 指数 形式 傅 里 时 级 数 的 关系 如 
表 3. 2 所 示 。 


R32 傅 里 叶 级 数 的 表示 形式 





傅 里 叶 级 数 表 现形 式 表达 式 
指数 形式 x(t) = > c, evo! 
kee 
oS 3; | «etit = jele^t,c.-ec 


To 


组 合 三 角形 式 a(t) Sco + 212 | c | cosChuot th) 
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(X) 
傅 里 叶 级 数 表现 形式 表达 式 


z(t) = ao 十 DS) Larcos(hwot) + jbpsin(kwot) ], 
t= 1 


三 角形 式 ao 一 6o = Tel, ROM 2 = ak — jbr 
a = i x(t) cosCkwot)dt K by = +f x(t) sin (kwot) de 
0 To To To 


实际 上 ， 通 常 使 用 有 限 的 正 交 函 数 集 表示 一 个 信号 ， 这 种 截 短 的 指数 形式 的 健 里 叶 级 
数 可 表示 为 
z(t) = Meet (3. 12) 


RP, N 必须 足够 大 以 产生 足够 准确 的 傅 里 叶 级 数 表示 。 
GED) 周期 矩形 脉冲 的 指数 傅 里 时 级 x0 
数 表 示 V 
在 此 例 中 ， 画 出 了 图 3.4 中 和 矩形 脉冲 
序列 的 频率 分 布 ( 称 为 频谱 )。 该 波形 经 党 
用 于 工程 当中 ， 如 数字 电脑 时 钟 信号 就 是 











这 种 形式 的 周期 矩形 脉冲 。 Te Ta TCR oTa o t 
由 式 (3. 9) 得 到 该 信号 健 里 叶 级 数 的 系 图 3.4 周期 矩形 脉冲 
数 为 
zs de ot dir V. juo TR/2 — ojkwo TR/2 |] — VTr 1 eee? Lre Hao Tel? 
c: Tele di jkwo To Le B E J To (gs. Ti 2j 


运用 欧 拉 关系 式 (3. 10) ， 系 数 可 写 为 


= VTg sin(kwo Tr /2) cls VTR : 
uc p ( )- "T. sine karo Ta /2) 


kwo Tr/2 


函数 sinc(z) 定 义 为 sinc(z) 一 Smz。( 这 个 定义 不 是 标准 的 ， 但 是 数学 家 通常 使 用 该 定义 。 在 
工程 中 ， 也 定义 sinc(z) = SPE 。) 通 过 应 用 洛 必 达 法 则 (L?Hapital7s)， 可 得 lim sinc(z) 一 1。 
当 r3450 Bb. sinc(z)4& sinr 等 于 零 的 点 处 有 零 值 。 也 就 是 在 Z 一 士 r 士 2r，. .. 
周期 矩形 脉冲 的 傅 里 时 级 数 表 示 为 
x(t) = 3] since Ta /2) e^ 


k= 一 oo 0 


Hop. V 是 幅度 ，Ts 是 矩形 脉冲 的 宽度 。 

图 3. 5 显示 了 周期 矩形 脉冲 信号 的 傅 里 叶 级 数 表 示 中 ， 各 频率 分 量 的 幅度 。 

尽管 指数 形式 的 健 里 叶 级 数 由 一 系列 正 交 的 时 域 函 数 构 成 ， 但 其 提供 了 周期 信号 zx(z) 
中 有 关 频 率 内 容 的 关键 信息 。 傅 里 叶 系 数 通常 是 复数 ， 可 表示 为 极 坐标 形式 

C 一 | cx | Z0, 

因此 ， 傅 里 叶 系 数 显示 了 信和 号 在 各 个 频率 kwo 处 的 幅度 | c. | 和 相位 角 4。 将 幅度 和 相 
位 角 作 为 频率 koo 的 函数 ， 可 以 分 别 绘 出 信号 z(t) 对 应 的 幅度 -频率 和 相位 -频率 的 分 
布 图 。 < 
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二 





— —— — 


——— — QA 


do, T2 BSR HE 
图 3.5 3-1 矩形 脉冲 的 频率 分 量 
对 于 例 3-1 中 的 周期 矩形 脉冲 ， 其 傅 里 叶 级 数 为 





3, 
c, 幅度 的 首 个 零 值 出 现在 
sin(Trw/2) = sinCz) 

如 果 使 上 式 成 立 的 w 值 是 离散 频率 集 kw。 的 成 员 ， 则 在 w= 2x/ Tg th, c, 为 零 。 通 常情 况 
F, w EPE w. 的 谐 波 频率 。 

图 3.5 给 出 了 和 矩形 脉冲 序列 的 频谱 图 。 该 波形 中 所 有 c 的 值 均 为 实数 ， 因 此 当 c 为 
正 数 时 ， 相 位 角 为 零 ; 当 ci 为 负数 时 ， 相 位 角 为 x*， 使 得 幅度 和 相位 可 在 一 幅 图 中 显示 。 
通常 情况 下 ，c 是 复数 ， 幅 度 谱 和 相位 谱 需 分 别 绘 出 。 在 特定 情况 Tr=T)/2 下 ， 偶 次 谐 
波幅 度 为 零 ， 信 和 号 可 由 傅 里 叶 级 数 的 奇 次 谐 波 项 表示 。 

频谱 是 信号 与 系统 工程 中 的 基本 概念 ， 信 号 与 系统 的 许多 分 析 和 设计 过 程 都 是 基于 此 
概念 。 
3.1.2 ”离散 传 里 叶 级 数 

利用 离散 时 间 正 交 基 函数 ,离散 时 间 周 期 信号 可 由 离散 健 里 叶 级 数 表示 。 离 散 时 间 基 
函数 必须 在 展开 区 间 N。 内 相互 正 交 ， 满 足 此 正 交 要 求 的 函数 f[nj 需 符合 等 式 

no 十 No 一 1 Na lzm 
之 folp lit lly pau 
38b Af FH A A E De PY EB SFR A ORC 
faln] z @i2™m/ No 
特别 注意 的 是 
fan, [nj = eir PEN o )n/ No — @i2xmn/No en c faln] 

由 此 可 见 ， 该 基 函 数 只 有 No 个 不 同 的 基 信 号。 

离散 傅 里 叶 级 数 可 表示 为 有 限 个 基 信 号 的 加 权 和 


k tN,- 
z[n] = >» Kes No (3. 13) 


k=ky 


其 中 ，X 是 基 信 号 的 系数 ， 利 用 基 信 号 的 正 交 性 ，X 可 由 以 下 公式 给 出 : 
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zao 十 No 一 1 


X, x DD) x[n]e rmm (3. 14) 
0 n-n, 


由 式 (3. 13) RISK C3. 14) 定 义 的 离散 傅 里 叶 级 数 与 3.4 节 所 述 的 离散 傅 里 叶 变 换 CDFT) 有 着 
紧密 联系 。 
3.1.3 ”全 里 叶 级 数 性 质 

狄 利克 雷 (Dirichlet) 条 件 。 任 何 满足 狄 利克 雷 条 件 的 单 值 周期 函数 z(t) 都 可 以 展开 为 
EU RRM. TAGE BREE : 

1. Zz(Gb 在 一 个 周期 内 ， 只 有 有 限 个 不 连续 点 ; 

2. x) 在 一 个 周期 内 ， 只 有 有 限 个 最 大 值 和 最 小 值 ; 

3. xX(t) 有 界 。 

第 三 条 可 以 拓展 为 包含 奇异 函数 ， 表 述 为 中 。 

3a. I, | aCe) | de «c eo 


0 


在 一 个 物理 系统 中 出 现 的 任何 时 间 函 数 都 满足 以 上 条 件 。 

对 于 满足 狄 利克 雷 条 件 1、2 和 3 的 z(t)， 以 下 表述 均 是 正确 的 。 

1. 如 果 在 该 点 连续 ， 且 存在 右 导 数 和 左 导 数 ， 则 无 论 左右 导数 是 否 相 等 ， 傅 里 叶 级 
数 都 收敛 于 在 该 点 处 的 函数 值 。. z(5 在 t 一 所 处 的 在 导 数 定义 为 ， 当 上 从 右 侧 趋 近 于 六 时 
的 导数 ; 左 导数 定义 为 ， 当 z 从 左 侧 趋 近 于 zs 时 的 导数 。 

2. 如 果 在 某 点 处 不 连续 ， 其 健 里 叶 级 数 收敛 于 从 右 侧 和 从 左 侧 趋 近 时 极限 值 的 平均 
值 ; MERA ta 点 处 


»3 Cee = Be) ee) (3. 15) 


其 中 ，z(tz ) 是 当 t MAMIE F ta HP GO ORR, m Cee) dé Mots ie UE EE RS EC ER E. 
注意 ， 式 (3. 15) 对 于 连续 点 ts 同样 适用 。 如 果 e OAD, HMR BM, Bo RH 
收敛 于 变化 的 中 点 (midpoint)。 
3. 几乎 任何 周期 为 To 的 连续 函数 z(t) 都 可 以 由 指定 精度 的 截断 仁 里 叶 级 数 来 近似 ， 
级 数 由 式 (3. 12) 给 
zn) = SC, ehe 


该 性 质 适 用 于 实际 工程 中 可 能 遇 到 的 任意 连续 周期 函数 。 定义 式 (3. 12) 的 截断 级 数 近 似 误 
差 为 
eG) = x(t) zn Ct) C310) 
该 性 质 表 明 ， 通 过 选择 足够 大 的 ,N， 可 以 将 误差 的 绝对 值 |e(b) | 限定 在 任意 精度 范围 。 
4. 定义 最 小 化 均 方 误差 (MSE) 为 


MSE = 去 jd (3.17) 
也 就 是 说 ， 在 式 (3. 12) 表 示 的 谐 波 级 数 中 ， 没 有 任何 其 他 系数 的 选择 能 够 产生 比 式 (3. 17) 


中 更 小 的 均 方 误差 。 

5. 周期 三 角 函 数 之 和 是 其 本 身 的 傅 里 叶 级 数 。 

6. 除 周 期 脉冲 信号 以 外 ， 当 充分 大 时 ，z(z) 的 第 次 谐 波 的 健 里 叶 系 数 的 幅度 至 少 
以 1/k 的 速率 降低 。 周 期 脉冲 信号 的 频谱 将 在 后 续 章 节 中 利用 人 里 叶 变 换 的 方法 进行 
讨论 。 

7. 周期 函数 之 和 的 傅 里 叶 级 数 等 于 函数 传 里 叶 级 数 之 和 。 当 然 ， 周 期 函数 之 和 必须 
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是 周期 的 ， 如 果 不 是 ， 则 不 存在 信里 叶 级 数 。 

第 3 条 性 质 非 常 重要 ， 因 为 它 表述 出 几乎 任何 连续 周期 函数 都 可 以 由 任意 精度 的 截断 
傅 里 叶 级 数 进行 近似 表示 。 

图 3. 6 显示 了 一 个 方 波 的 误差 。 其 中 画 出 的 是 正 半 周 方 波 波形 、 一 次 谐 波 、 一 次 谐 波 
和 三 次 谐 波 之 和 ， 以 及 一 至 九 次 谐 波 中 奇 次 谐 波 之 和 的 波形 。 通 过 增加 高 次 谐 波 ， 误 差 明 
显 降低 。 





图 3. 6 “周期 方 波 的 截断 傅 里 叶 级 数 近似 


图 3.6 同时 显示 了 吉 伯 斯 现象 。 当 人 加 的 项 数 增多 时 ， 级 数 波形 中 的 起 伏 振荡 随 之 变 
窄 。 然 而 ， 每 个 不 连续 点 处 的 振荡 的 振幅 不 趋 近 于 零 ， 而 是 近似 趋 近 于 跳 变 高 度 的 9% 中。 


3.2 傅 里 叶 变换 

傅 里 叶 变换 是 在 频 域 表 示 信 和 号 与 系统 的 数学 方法 。 工 程 师 利 用 傅 里 叶 变 换 简化 信号 与 
系统 的 数学 分 析 ， 用 数学 方法 解释 物理 现象 。 傅 里 叶 变 换 在 电气 工程 领域 得 到 广泛 应 用 ， 
尤其 在 电子 通信 信号 与 系统 的 研究 中 更 为 突出 。 
3.2.1 傅 里 叶 变 换 的 定义 

为 了 定义 健 里 叶 变 换 ， 这 里 首先 给 出 指数 形式 储 里 叶 级 数 ， 其 中 


[C3. 8)] wD = UT e, etis 


p= 
以 及 
[3. 9)] as ALO 


此 前 讨论 的 周期 函数 ， 如 图 3. 7a 中 信号 ， 利 用 傅 里 叶 级 数 的 谐 波 成 分 表示 。 这 里 考虑 增 
大 周期 信号 的 周期 ， 如 图 3. 7b 及 图 3. 7c 中 信号 所 示 。 在 图 3.7 中 ， 可 以 注意 到 随 着 周期 
的 不 断 增 大 直至 其 周期 变 为 无 限 长 ， 可 以 使 得 图 3. 7c 中 的 波形 不 再 重复 出 现 。 

考虑 式 (3.9) 中 包含 在 被 积 函 数 中 的 指数 函数 ， 其 随 着 的 增加 ，kwo TE wo 的 增 量 增 
加 。 定 义 频率 增 量 为 

Aw = Ck + Daw — kwo = wo 
由 于 wo 一 2r/To， 频 率 增 量 随 着 波形 周期 T。 的 增 大 而 减少 。 在 T 趋 近 于 无 穷 时 ， 频 率 增 
E Aw 变 为 频率 微分 dw 
2n 


Jie TS TE do 


同样 地 ， 当 T. 为 无 穷 时 ，kwo =2nk/T. BF kdo. HD OR ERRE HERRE, RR 
kdo 变 成 连续 的 频率 变量 w。 因 此 ， 式 (3. 90 nT 5 


To/2 d 5 
6 = lim + 2^ a (1) Todt = || ze dt |do 


T, 2m To. —7/2 
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Tra a) 
x(t) 
v 2 
0 t 
}—T> = 47, —| 
b) 
x(t) 
Tg 
a T = "-—-- 
à 
图 3.7 EEk 
将 上 式 括 号 中 的 函数 定义 为 傅 里 叶 变换 ， 记 为 
Fiz())- Kw) 2 Š x2) e dt (3. 18) 


可 以 写 为 a, 三 (1/2r)X(Cwo)dw， 因 此 ， 由 式 (3. 8) 可 得 
Tt) = 2 dz X Co) dae "M z EE X Cw) e^ dey 


k-—oc 类 一 一 co 


将 累加 变 为 积分 ，zx(z) 的 方程 可 写 为 
sts 去 | Xe de = FA (XC) (3. 19) 


如 同 此 前 的 推导 ， 其 中 我 们 利用 了 lim kw =. 
式 (3. 18) 和 式 (3. 19) 分 别 定义 了 傅 里 叶 变 换 与 傅 里 叶 反 变换 : 
[(3. 18)] F{x()} = Xw) = [ zoe 


[(3.19] F^[x«») = x0 = z[ X (o) e do 
2m) —co 


这 些 等 式 共同 称 为 傅 里 叶 变 换 对 ， 它 们 的 关系 通常 以 数学 符号 记 为 
x(t) ->X (o) 
Gees 傅 里 时 变换 的 物理 意义 
为 了 理解 式 (3. 18) 和 式 (3. 19) 定 义 的 傅 里 叶 变 换 对 物理 意义 ， 考 虑 图 3.7 中 的 周期 矩 
形 脉冲 。 在 例 3-1 中 ， 周 期 矩形 脉冲 的 指数 伟 里 叶 级 数 表示 为 : 
z(t) = 5 Ce = 之 dS Vsinc( 59) e (3. 20) 


k= 一 oo 


各 次 谐 波 的 幅度 按照 sinc 函数 变化 ， 如 图 3. 8a 所 示 。 
现在 考虑 信号 周期 从 T, — T, 增加 到 To — T; —4T, 时 的 影响 。 由 于 wo 二 2x/T。， 随 着 
周期 的 增加 ， 频 谱 分 量 同时 沿 着 频率 轴 越 来 越 靠近 ， 因 此 Ac — w 减 小 ， 如 图 3. 8b 所 示 。 
当 T, 一 co 时 ， 各 分 量 间隔 变 为 无 限 小 ; 换言之 ，Aw 变 成 dw。 因 此 ， 式 (3. 20) 中 的 累 
加 变 为 积分 ， 离 散 的 频谱 变 成 一 条 连续 曲线 。 信 号 频谱 的 各 次 谐 波 的 复 系数 为 
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各 系数 的 幅度 与 信号 周期 成 反比 。 当 周期 趋 
于 无 穷 时 ， 各 次 谐 波 的 幅度 趋 于 零 。 然 而 ， 
信号 谐 波 之 间 的 相对 幅度 仍然 是 由 sinc 函数 
决定 。 为 了 更 清楚 地 说 明 这 点 ， 图 3. 8 mH 


TC, = T; Vsinc (T3 ) 


随 w(w>0) 4E 4E RS A. 

在 图 3.8 中 ， 所 有 图 的 包 络 均 相 同 ， 主 
要 差别 就 是 当 信 号 周期 增加 时 ， 各 频率 分 量 
越 来 越 密集 。 注 意 ， 只 有 当 sinc 函数 的 自 变 
HR r 的 整数 倍 时 ，sinc(Trkw/2) 的 值 为 零 。 
因此 ， 无 论 周期 Tu 多 大 ， 包 络 中 的 过 零点 发 
生 在 频率 w=2nrn/Tr 4b, n=1, 2, 3, + < 

图 3. 8c 所 示 的 频谱 是 幅度 为 V， 持 续 时 
间 为 Tr 的 单个 矩形 脉冲 (也 可 以 认为 是 一 个 
周期 为 无 限 长 的 周期 矩形 脉冲 ) 传 里 叶 变 换 的 
图 形 。 利 用 式 (3. 18) 可 得 到 健 里 叶 变 换 的 解 
析 表 达 式 ， 和 矩形 脉冲 可 用 数学 形式 描述 为 两 
个 阶 跃 函数 之 和 : 图 3.8 和 矩形 脉冲 的 频谱 

a(t) = Vult Tr/2) — Vu(t — Tr/2) = Vi uti + Tr/2) — u(t — Tr/2))] 
由 于 电子 通信 系统 中 经 常 遇 到 和 矩形 脉冲 ， 时 常 将 其 定义 为 一 个 函数 : 
rect(t/Tr) = [u(t + Tr/2) — u(t — Tr/2)] 

为 了 化 简 式 (3. 18) PEU, FE—Te/2<t<+Tr/2 时 间 段 内 ，z(z) 的 值 为 V， 其 他 时 间 
内 x(2) 均 为 零 。 因 此 ， 


+TR/2 
X(w) = | Ve dt = vf 
-Tp/2 








c) 


eT 


+Tp/2 ] IM xz ETHiTRw/2 ] 
— ja 


— jo 








-Tp/2 





_ TaV pet — ge. sin CTgo/2) 
= | j2 F av| Trol? 
此 时 ， 我 们 得 到 非 周期 矩形 脉冲 信和 号 的 傅 里 时 变换 : 
F{Vrect(t/Tr) } = VTrsinc(Trw/2) 


|= T Vain Tan 2) 





写成 变换 对 形式 ， 
Vrect(t/ Ty) <>VT gsince(Taw/2) (3. 21) 

(EG E RAGE. AE A bk vb fei S B5 SB] 3-1 中 周期 矩形 脉冲 的 傅 里 叶 级 数 
表示 有 相同 形式 的 包 络 。 

尽管 我 们 还 未 讨论 某 些 信和 号 不 存在 傅 里 叶 变 换 ， 但 不 影响 式 (3. 21) 所 示 变 换 对 的 正 
确 性 。 

存在 傅 里 叶 变 换 的 条 件 傅 里 叶 变换 存在 的 充分 条 件 与 傅 里 叶 级 数 存 在 条 件 相 似 
狄 利 克 雷 条 件 : 

1. 在 任意 有 限 长 区 间 内 ， 

a. X(t) 有 界 ; 


b. z(t) 有 有 限 个 最 大 值 和 最 小 值 ; 
c. z(t) 有 有 限 个 不 连续 点 。 


$3* MRR 


2. x(t) #4 Xf FY AR, Bp, 
I | ££) | dt < co (3. 22) 


以 上 条 件 为 充分 条 件 并 非 必要 条 件 。 如 果 这 些 是 必要 条 件 ， 那 么 利用 傅 里 叶 变 换 将 无 法 分 
析 许 多 有 用 的 信号 。 

在 实际 应 用 中 ， 对 于 工程 师 想 要 分 析 的 信和 号 或 者 函数 ， 可 以 利用 这 样 的 规则 : 如 果 我 
们 可 以 画 出 z(z 的 时 域 波 形 ， 那 么 该 信号 就 存在 傅 里 叶 变换 。 实 际 上 ， 对 于 一 些 无 法 准确 
画 出 波形 的 信号 (如 冲 激 函 数 )， 其 也 存在 健 里 叶 变 换 。 总 之 ， 对 于 所 有 物理 可 实现 的 信号 
都 存在 傅 里 叶 变换 。 

函数 的 傅 里 时 变换 “实际 上 ， 冲 激 函 数 为 一 些 更 为 重要 的 变换 对 提供 了 基础 。 考 上 


a(t) 一 人 SC 一 加 ) 
其 表示 权 值 为 A 的 冲 激 函 数 ， 只 在 t=. 时 刻 有 非 零 值 。 此 信号 的 傅 里 叶 变 换 为 
X(w) = F(A8G—1))— [^ AB — te tdt 
回顾 式 (2. 41) 所 描述 的 冲 激 函 数 的 筛选 性 质 ， 即 


[ zcosG 一 加 由 = z(t) (3. 23) 
a(t) FE t=ty 处 连续 。 利 用 冲 激 函 数 的 此 性 质 计 算 冲 激 函 数 的 傅 里 叶 变换 ， 可 得 
Xlo) = FLAG — n) j= AC = AJ —qit; (3. 24) 


可 以 看 出 ， 任 意 频 率 处 X(w) 幅 度 为 常数 A， 相 位 角 为 频率 的 线性 函数 。 
前 面 讨论 过 冲 激 函数 的 特例 ， 在 上 一 0 人 处 的 单位 冲 激 函数 ， 
x(t) = dt) 
由 式 (3. 21) PR A=1, 4 =0 可 以 得 到 
8) <1 (3. 25) 


当 我 们 处 理 冲 激 函 数 时 ， 也 考虑 频 域 中 冲 激 函 数 ， 即 
X(w) = lw — ax) 
其 具有 与 6(t 一 to) 相 同 的 性 质 ， 


Cc — wo) = | 


— OO, w= Wo 
0, w Æ w 
F www = 1 
X(wdCw — wo) = X Can) dw — wo) 
| XC)8w — wn) dw = X Go? 
由 式 (3. 19) 可 得 频 域 冲 激 函数 的 傅 里 叶 反 变换 ; 
a(t) = F^ {X(w)} — F^ (8(@— a0) } = | 8G — ane" do 
应 用 冲 激 函 数 筛 选 性 质 可 得 
x(t) = F? (8(w— e) ) — oe" 
T 
此 傅 里 时 变换 对 记 为 
eo! n Ai ag tig) (3. 26) 
3k 3.3 Ji] tH. T EA 3E 2E EST [8] A ER. r8 8 
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表 3.3 傅 里 叶 变换 对 





时 域 信号 


傅 里 叶 变 换 





x(t) 

1 if f 
EOL 
2xJ-e 

ot) 

Aé(t— to) 


u(t) 


sgn(t) 
eleot 
cos(wot) 


sin(wot) 


矩形 脉冲 =x (e+ 2) — (i 





cos(aot) u Ct) 


sin(wot)u(t) 


cos(wot) Lu(t+ Tr/2) —ul(t—Tr/2) J 


-É.sinc(go 
adz]. 

E si Te? | 
0, |:£| ZTw 


e “u(t), Re(a) 0 


oo 


b» a(t—nTo) 


?一 一 co 


drt) = >) 8G—nT) 


n=—co 


下 面 讨论 傅 里 叶 变 换 的 一 些 性 质 。 


3.2.2 BENERA 


[oem dt 
X(w) . 

1 

Ae 0 

xb(w) 十 二 2rA8(o) 
2 


jo 
2ndCw— wo) 
nL6CGo— wo) Helota) ] 





jaL6CGo— wo) 


Tnsinc (=! ) 


lwt wo) ] 


jw 
w’ — wh 


w 





g lowo) +86 an ) ]— 





Lew wo) —8Co- wo) ] 


c? — wh 
P| sine (75 foes) ) + sinc (Teto) ) | 


ulwt B) —uCo— B) 








. Two 
2 
Twsinc ( 2 ) 
1 

a jo 

» wo X (kw) Ó Cc — kwo) ,wo = ELS 
k=—0o To 
w D bw — kws) ,ws = ae 

s 5 s E 


上 一 一 co 


傅 里 叶 变 换 的 某 些 性 质 可 以 极 大 地 简化 其 在 信号 与 系统 分 析 中 的 应 用 。 表 3.4 列 出 了 
常用 的 传 里 叶 变 换 性 质 ， 本 节 将 对 其 中 的 一 些 性 质 进 行 详 细 说 明 。 


表 3.4 WENERA 


操作 
线性 
时 移 
时 域 展 缩 
时 域 变换 
对 偶 性 
频 移 


时 域 函 数 
ax) (t) bx; C) 
x(t—to) 


x(at) 


a(at—to) 


X(t) 
x(t) elo! 


傅 里 时 变换 
aX, Co) +bX2(w) 
Xo) eeto 


让 (人 





RIE 频 域 概念 





( 续 ) 
操作 时 域 函 数 傅 里 时 变换 
卷 积 x(t) * x2 (1t) X1(w) X2(w) 
xi(D xi) FLX) * X2(w) | 
时 域 微分 c Ga)" X Ca) 
频 域 微分 (—jt)"x(t) TX Co) 
do 
时 域 积分 [soe 3s X G0 --xX Oa) 


这 里 仅 利用 应 用 举例 来 说 明 某 些 性 质 ， 并 没有 进一步 的 证 明 。 和 希望 学 习 这 些 性 质 的 数 
学 证 明 的 读者 ， 可 阅读 参考 文献 [1 一 3] 。 
线性 和 时 移 
考虑 频率 为 a 二 100x， 在 传输 过 程 中 延 时 2. 5ms HABA BE: 
a(t) = cos[100x(: — 2. 5 X 105] 
Bia I WATE T n/ AIRE RERI : 
x(t) = cos(100xt — 0. 25x) 
利用 线性 和 时 移 性 质 ， 得 到 该 延 时 余弦 波 的 傅 里 叶 变换 ; 
F{x(1)}= X(w) = F{cos(100xt) )e 9» = LS(o 一 100r) 十 SCo 十 100r)]e ? 9955» 
= n[8C» — 100z) e 7* + 8(w+100n)e** | 
由 于 频谱 中 除了 在 o — 100 Al w= — 100x 处 之 外 均 为 零 幅 度 ， 因 此 与 频率 相关 的 复 指数 
e ?0%%5% 妥 结 到 最 后 等 式 中 的 两 个 固定 的 频率 。 回 顾 
X(w) dw — a) = Xan) dCw — wo) 
频谱 中 清晰 地 显示 了 余弦 波 传输 过 程 中 的 2. 5ms 时 延 所 导致 的 一 r/4 弧 度 的 相 移 。 < 
时 域 卷 积 
在 分 析 信 号 与 系统 的 相互 作用 时 ， 工 程 师 们 常 利用 卷 积 性 质 。 第 2 章 讨论 了 线性 非 时 
变 系 统 对 输入 信号 的 响应 ， 在 图 3. 9a 中 给 出 了 一 个 线性 系统 的 框 。 x0) ape 
图 。 如 果 该 系统 在 输入 冲 激 函 数 时 的 输出 响应 记 为 h(i)， 则 AC) 
称 为 该 系统 的 冲 激 响应 。 系 统 对 于 任意 输入 信和 号 的 输出 响应 可 以 由 


冲 激 信号 h(t) 和 输入 信号 cO UNSERE. X(o) ¥(w) = X(w)H(w) 
y) — aO «AQ = | sch — ode zt 


利用 傅 里 叶 变换 的 卷 积 性 质 ， 输 出 信号 的 频谱 可 由 Y(w) 一 XCdJ) ECo) — gas 线性 系统 
得 到 。 

HP, AO HD. x) XQ. EX yY w). Bi 吾 (w) 是 系统 的 传输 函 
XX. FER 3. 9b 中 显示 了 频 域 中 的 信号 /系统 关系 框图 。 < 

频 移 性 质 

为 了 说 明 传 里 叶 变换 的 频 移 性 质 ， 现 推导 两 个 连续 时 间 正 弦 信 号 乘积 的 频谱 

v C) = v (t) v2, Ct) 

Herp, v,(t)=5cos(2000nt), v(t) —3cos(300000z22 。 

在 表 3.3 m, F(cos(oo0 ) ^ n[86o— 9) 4-6Co- o) ];. WER 3.4 中 的 频 移 性 质 ， 则 
有 F{x(t)ew')}=X(w— w). 
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对 于 w(t)， 利 用 欧 拉 关系 式 (3. 11) 将 信号 表示 为 两 个 复 指数 函数 之 和 ， 
5cos(2000rt) = 2. 5 (e200 十 @-i2000n ) 
因此 乘积 写 为 
v (t) = 7. 5(e?"? cos(300000rt) + e cos(300000zt) ) 
利用 频 移 性 质 得 到 vs Ce) AY AB s 
v (w) = 7. 5bu[ 6C — 300000x — 2000r) + lw — 300000r + 2000r) 
+ Cc + 300000x — 2000r) + d(w + 300000x + 20007) ] 
= 7. 5xLd(w — 298000x) + lw — 3020007) + lw + 298000x) + lw + 302000x) ] 
FHC AT SL, vs GO BL AERE Bn Sa SY) 4 a, API vi (tz) 和 vp 的 正 负 频 率 的 和 与 
差 处 。 每 个 冲 激 的 强度 为 7. 5r。 
频 域 的 冲 激 可 以 重组 为 
V; Cw) = 7. 5(n[8(« — 2980007) 十 SCo 十 298000r)] + xl Cw — 3020002) + 6G» + 3020007) ]) 
从 上 式 的 构成 可 以 看 出 ， 该 式 表 示 了 两 个 正弦 函数 傅 里 叶 变 换 之 和 。 利 用 线性 性 质 可 
得 到 其 对 应 的 时 域 函 数 v (2)。 
vs (t) = 7. 5[cos(302000xt) 十 cos(298000xt) ] 
此 例 说 明了 无 线 通 信 中 的 调制 概念 ， 其 利用 载波 信号 去 调制 待 传输 的 信和 号。 
3.2.3 ”周期 信号 的 依 里 叶 变 换 
由 3.1 节 可 知 ， 时 域 的 周期 函数 可 以 由 傅 里 叶 级 数 表 示 ， 即 


[C3. 8)] x(t) = D err 


式 中 ， 


[(3. 9) ] £g = 元 | x(t)e "dt 


现在 我 们 将 推导 出 周期 信号 的 傅 里 叶 变换 。 
利用 (3. 15) 以 及 式 (3. 8) 的 健 里 叶 变 换 ， 可 得 


x = | [ DacJemae M caf (het 
T | k=—00 A 一 一 co rigs 
根据 式 (3. 26) 以 及 线性 性 质 ， 可 得 


X c, EP! 2n Dx cð C — kwo) (3. 27) 
这 是 一 个 重要 的 结论 ， 周期 信号 的 频谱 是 频 域 冲 激 串 函数 ， 这 些 冲 激 串 位 于 此 周期 信号 的 
基 频 整数 倍 ( 谐 波 ) 处 ， 每 个 冲 激 函 数 的 强度 是 其 傅 里 叶 级 数 的 复 系 数 乘 以 2r。 < 


周期 冲 激 信号 的 频谱 
计算 周期 冲 激 串 的 频谱 。 周 期 冲 激 串 信号 的 数学 描述 为 


z= >} 8G — nT) 


该 周期 信号 的 健 里 叶 系 数 为 


= PU uo t = xl 一 一 d 
iim rj, Xov à mj xoa = 


因此 ， 
X(w) = 2x e TO- kwo) = wo y Co — kwo) 


大 一 一 co 


上 式 结 果 为 频 域 冲 激 串 。 注意 ， RB vh cs a x(t) f 48. E np 2E d X(w) 是 一 个 周期 为 wo 
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的 周期 冲 激 函 数 。 * 


3.3 离散 时 间 傅 里 叶 变换 
一 旦 通过 抽样 将 连续 时 间 信 和 号 转换 为 数字 序列 ， 就 可 以 利用 变换 来 分 析 信 号 以 及 数据 


处 理 算法 的 特性 。 本 节 定 义 了 离散 时 间 伟 里 叶 变 换 (DTFT) 。 离 散 Me 二 
PAF RTS, CAPERS SR o | ante 
中 的 傅 里 叶 变换 。 考 虑 图 3. 10 中 冲 激 调 制 器 的 输出 。 bil 
利用 冲 激 函 数 的 第 选 性 质 ， 冲 激 调制 器 的 输出 为 $.10 冲 激 抽样 
n) = 5 zGT)8G — nT) (3. 28) 


时 移 冲 激 函 数 的 傅 里 时 变换 为 
S(t — ty) Prei 


由 于 z(zT) 不 是 连续 时 间 的 函数 ， 因 此 利用 傅 里 叶 变 换 的 线性 性 质 可 得 ， 
X.) 一 5 xT)e YT 


如 果 将 该 等 式 中 的 z(nT) 用 符号 z[ 四 表示 ， 并 用 只 表 示 wT， 则 定义 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 
的 表达 式 为 


X(Q) = DTFiz[n]} = » z[n]e i (3. 29) 


n=—oo 


等 式 中 的 DTF{。} 代 表 离散 时 间 健 里 叶 变 换 。DTFT 可 以 通过 图 3. 10 中 信号 抽样 模型 的 
全 里 叶 变 换 而 得 到 。 式 (3.29) 也 可 以 通过 对 仁 里 叶 变 换 (3. 18) 进 行 数 学 积分 和 矩形 求 和 
得 到 。 

反 DTFT 定义 为 


2, +2x 4 R 
x[n] = DTF” {X(M }= = 5 X(Me""d(Q) = a | X(ae" dca) (3. 30) 
1 2x 


其 中 ， 积 分 号 正 下 方 的 值 2r 意味 着 Q 可 为 任意 值 ， 被 积 函 数 是 周期 为 2x 的 周期 函数 。 
反 积 分 可 以 直接 由 傅 里 时 变换 的 反 积 分 (3. 19) 推 导 而 得 到 。 离 散 时 间 傅 里 叶 变 换 对 可 表 
示 为 
zin] <> X(Q) (3. 31) 
需要 特别 注意 的 是 ，z[Lnj 是 离散 变量 的 函数 ， 由 于 Q 二 wT， 式 (3. 29) 中 的 XCO) 是 连续 
变量 2 的 函数 。 因 此 ，X(Q) 是 频率 的 连续 函数 ， 而 xzLnj 是 时 间 的 离散 函数 。 
通常 ， 离 散 序 列 xzLnj] 通 过 对 连续 时 间 信 号 x (i) 抽样 得 到 ， 或 者 该 序列 被 解释 为 连续 
时 间 信 号 的 样本 。 容 易 知 道 ， 离 散 频 率 Q 二 wT 是 频率 w 缩放 后 的 形式 。 
下 面 我 们 分 析 DTFT 的 两 个 例子 。 
GED 离散 时 间 指 数 信号 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 (DTFT) 
计算 函数 zinJ=a"uln] fh DTFT, HH 
p a", mno 
a u[n] = 0, j z 0 
回顾 2.4 节 ，z[Lnj] 本 质 上 是 一 个 指数 函数 。 由 式 (3. 29) 
X(Q) = 2 x[n]e = = Yer e"? = 1+ ae ?? 4+ a? e ™ tee = 1+ ae 7? + (ae i)? 4 0 


为 了 得 到 闭合 形式 的 x(a) ， 利 用 几何 级 数 
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oo 


De -icbkÜ- =r, ei 
此 级 数 闭合 形式 的 正确 性 可 由 长 除法 验证 : 
j' m o satt es 
1—5 
1—5 
b 
be 
b 
b — p 





EXMH, ^ ae "^ —b, BRHBRA 
X(Q) = oe ady lae? | — 1 
l—ae? 
由 于 |e ?| 二 |cosQ 一 jsinQ | 二 1， 因 此 当 |a| 过 1 时 ， 此 变换 存在 ; 于 是 存在 下 列 变换 对 


DTF 
a^u[n] < > 


1 
au la| 1 


l—ae 
Kit a X SCR de EIC. AERAR. 041a | 1 BE. a'uln]h DTFT 不 存在 。 4 
de 3.5 Ji T PBS) PS BAT [8] PR ALA DTFT. 


R35 离散 时 间 傅 里 时 变换 对 








离散 时 间 序 列 DTFT 
à[n] 1 
à[n—m] eina 
5 T" 
un] seq tt D a 22b 
k=—0o 
uln]—uln—no | BD anD 
a"u[n]. |a| —1 —- 
—a"u[—n—1], |a| 1 A 
na^u[n], la| «1 a 
FER n Ab RS CST 1 2x >) à(0— 2nk) 
k=—co 


3.3.1 DTFT 的 性 质 
本 节 给 出 DTFT 的 性 质 ， 这 些 性 质 都 是 基于 离散 时 间 傅 里 叶 变换 的 定义 式 ， 


[(3. 29] XM = >) z[n]le*? 


nN 二 一 


及 
[(3. 30)] atx] = +] X(De"?do 
TJ 2x 


这 里 首先 看 看 傅 里 叶 变换 与 DTFT 之 间 的 关系 。 考 虑 以 抽样 周期 为 工 秒 的 周期 冲 激 串 对 
信号 x (2) 进 行 抽 样 所 得 信号 zs (2) 的 DTFT. 
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F[zs (DJ = F| >) x(nT)6(t— nT) |r- = DTF(z(nT) = z[n]} — (3.32) 


太一 一 co 


由 此 可 以 看 出 ， 可 认为 DTFT 是 带 有 权重 的 神 激 函数 串 的 傅 里 叶 变换 。3. 2 节 给 出 的 傅 里 
叶 变 换 的 性 质 可 直接 应 用 到 DTET， 只 是 按照 式 (3,.32) 的 定义 对 某 些 变量 进行 修改 。 
表 3. 6 列 出 了 DTFT 性 质 。 


表 3.6 DTFT 性 质 

操作 离散 序列 DTFT 
线性 ax[n]+bz2[n] aX, CQ) --bX; CQ) 
时 移 Zz[n—no] XQ) en, 
频 移 a(n Jeo” X(A— No) 
频 域 微分 nx[n] j 0 
周期 性 z[n] X(Q+2nk) = XCQ) 
Jt He Kt BK z'[n] X (= 
时 域 翻 转 z[—n] X(—a) 
时 域 卷 积 ai[n] * z2[n] X (MX: (0) 
频 域 卷 积 (时 域 乘积 ) zi[n]ze[n] 支 | 5 cox«a-o4à 
帕 赛 瓦尔 定理 $3 dst +I, | xen |*40 


用 一 一 co 





DTFT 时 移 性 质 说 明 
计算 图 3. 11 所 示 序 列 的 DTFT。 此 序列 的 数学 描述 为 


a[n]= 8[n— 3] 4-0. 56[n — 4] -- 0. 258[n —5] + = = Y (0. 5)**6[n — k] 


= (0.5)? u[n — 3] 





3.11 例 3-9 中 的 离散 时 间 序 列 


由 例 3-7 的 结果 可 知 ， 
DTF (a"^u[n]) — Doe 
然后 ， 由 此 变换 结果 和 时 移 性 质 可 知 ， 


DTF((0.5)?u[n—3]) = DC < 
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系统 脉冲 响应 的 推导 
离散 系统 的 输入 -输出 关系 可 以 由 差分 方程 描述 
yLn] = 0. 8y[n — 1] +0. 4z[n — 1] 
当 输 入 为 单位 脉冲 xn ]—9[n it. XE B fr Ha XE LOS XR EY Dk hs y [n]—A[n]. tE 
用 该 标记 重 写 差分 方程 为 
h[n] —0. 8h[n —1] = 0.46[n — 1] 
对 差分 方程 进行 变换 ， 并 利用 的 线性 和 时 移 性 质 得 
H(Q) — 0. 8e #H(Q) = 0. 4e°% 
或 
HGD = a; 7 €? (a7) 
由 表 3.5 可 以 看 出 ， 上 式 圆 括号 内 因子 的 反 变 换 是 (0.7)"™m[n]。 由 表 3.6 可 知 ， 因 子 e 2 
对 应 信号 的 时 移 。 因 此 系统 脉冲 响应 为 
hln] = (0. 7)" tuln—1] < 
应 用 于 本 例 中 的 情形 并 不 多 见 ， 而 将 会 更 多 采用 3.7 节 介 绍 的 z 变换 。 后 面 将 会 发 现 ， 其 
与 z 变换 紧密 相关 。 
3.3.2 周期 序列 的 DTFT 
对 于 周期 序列 的 DTET， 考 虑 周期 为 N 的 周期 序列 x [n]. BB xzLnj] 二 xLn 十 Nj。 定 义 
En] n=0 开始 的 一 个 周期 内 信号 为 zoLn]， 即 
x[n], OzxinzN-—1 





xo[n] = DL. 其 他 (3. 33) 
我 们 将 发 现 ， 周 期 序列 zon] DTFT 是 X, COD BU BR, Xo (0025 xn] DTFT, 
首先 将 周期 序列 zLnj 表 示 为 
ain] = x[n]* > [n — kN] (3. 34) 
由 于 存在 DTFT 对 
isto] => 2 3 o(a — a) (3. 35) 
注意 ， 函 数 6[*] 是 离散 脉冲 函数 ， 而 6(。) 是 连续 冲 激 函 数 。 因 此 ， 离 散 周 期 脉冲 序列 的 
DTFT 是 频 域 中 的 连续 冲 激 串 函 数 。 


由 表 3.6 可知 ， 时 域 的 卷 积 对 应 频 域 的 乘积 。 由 式 (3. 34) 和 式 (3. 35), z[n]ff] DTFT 
可 以 写 为 


X(Q) = DTF{z[n]}= DTF{ zo[n] x » 8[n — &N1]] 


即 
x(q) = 2% bi x, cae(a — ZE) (3. 36) 
利用 连续 冲 激 函 数 的 筛选 性 质 Wee 36) BA 
XQ» = a S x, (2E) (a22) (3. 37) 


周期 信号 的 DTFT XD 83/5 893529 2x. x[n EIS] —^ P LER Ocn C N—1 内 的 N 个 值 
转换 成 频 域 内 X; (2nk/ N) FE OSCRCN —1 中 的 N “MB. 
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周期 序列 的 DTFT 是 一 个 由 离散 频率 分 量 组 成 的 序列 ， 该 结果 为 离散 傅 里 叶 变换 奠定 
了 基础 。 


3.4 离散 傅 里 叶 变 换 


前 面 章节 给 出 了 传 里 叶 变换 的 计算 公式 。 然 而 对 于 实际 的 傅 里 叶 变换 和 离散 时 间 傅 里 
叶 变 换 ， 经 公式 计算 的 结果 都 是 频率 的 连续 函数 。 本 节 将 讨论 傅 里 叶 变换 的 近似 计算 方 
法 ， 其 利用 连续 时 间 信 号 有 限 的 离散 样本 集 来 计算 ,得 到 有 限 的 离散 频率 集 。 这 种 傅 里 叶 
变换 的 近似 分 析 非 常 适用 于 数字 计算 机 的 计算 ， 称 为 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 。 

为 了 利用 计算 机 计算 连续 时 间 信 号 的 傅 里 叶 变换 ， 需 将 x(t) 进行 抽样 ,抽样 值 以 离散 
时 间 信 号 zLnj 的 形式 表示 。 由 3. 3 节 可 得 DTFT: 


CCS: 29) ] X(Q) = DTF {z[n]}= 5} z[n]e?? 


n-——oo 


可 依据 离散 时 间 样 本 计算 DTFT, 但 X(0) 是 频率 变量 2 的 连续 函数 ， 不 能 由 数字 计算 机 
直接 表示 ， 可 通过 计算 连续 频率 函数 的 离散 频率 样本 来 近似 分 析 X GOD 。 

考虑 实际 情况 ， 生 成 离散 频率 样本 必须 限制 离散 时 间 样 本 为 一 个 有 限 的 集合 。 为 了 实 
现 此 目的 ， 我 们 利用 符号 N 表示 所 选取 的 离散 时 间 信 号 的 样本 数 。N 的 取 值 要 足够 大 ， 
以 使 得 样本 集 能 够 足以 表示 所 有 的 zLn]。 通 过 将 无 限 集 的 xn 1 5 A ARR, RD 
FEB jt ite AYA PRE ARSE : 


weln] = | 

用 于 计算 频谱 的 有 限 样 本 集 为 
zn[n|] = x[n]waUn] = 

由 式 (3. 29) 可 得 信号 zw[z] 的 频谱 
Xs) = DTF{zy[n]} = Mostüe"- E (3. 39) 


为 了 便于 进一步 讨论 ， 认定 zw[n] 中 含有 N 个 样本 的 样本 集 为 完整 的 信号 。 同时 不 再 
使 用 znLnj] 中 的 下 标 ， 而 是 简化 地 用 xzLnj] 来 表示 此 有 限 离散 时 间 序 列 。 这 也 符合 选择 样本 
的 有 限 集 以 足够 表征 整个 信号 的 假设 。 

下 面 我 们 选择 Xy GO) PAY N 个 样本 来 表征 频谱 ， 可 以 选择 多 于 NN 个 样本 ,但 是 必须 
至 少 选择 N 个 样本 以 避免 在 反 变 换 时 产生 错误 (详解 参见 参考 文献 3)。 实 际 上 ， 与 表示 
s[n] RW, 通常 选取 相同 数量 的 N 个 样本 来 计算 频谱 。 由 于 DTFT 的 2 周期 为 2r， 因 此 
NN 个 样本 从 同一 个 周期 XvC(Q) 中 获取 。 理 想 抽 样 后 的 频谱 为 


X. = xa» X(n- Z) = 5x, (22#)a(a — A8) (3. 40) 


Xs(0) 中 的 各 个 抽样 频率 点 的 频谱 值 表现 为 频 域 冲 激 函 数 的 权重 。 离散 频率 值 
Xx (2xk/N) 的 集合 是 选择 用 来 表示 离散 时 间 序 列 zxLnj] 频 谱 的 信息 。 按 照 原先 描述 离散 时 
间 序 列 的 习惯 ， 将 此 离散 频率 序列 表示 为 

X[k] = XN(2rkR/N) ,一 0,1,2…，N 一 1 

对 比 Xs (0) 与 式 (3. 37) ， 频 谱 Xs(2) 与 原先 推导 的 周期 信号 DTFT 具有 相同 的 形式 。 
(HF X[&]—0, RAO, 1, 2, =, N—1, AET UK Xs(C2) 的 公式 中 累加 的 上 下 限 改 为 
一 co<&<co。) 实 际 上 ， 如 果 利 用 式 (3. 30) 计 算 Xs(2) 的 反 变 换 ， 将 产生 一 个 周期 的 离散 
时 间 序 列 ze[z]， 其 在 每 个 周期 都 有 N 个 样本 。 然 而 ， 既 然 我 们 知道 抽样 后 的 频谱 是 由 一 
个 有 限 的 、 非 周期 的 离散 时 间 序 列 产生 的 ， 就 可 以 将 式 (3. 30) 的 反 变 换 限 制 到 zx,[nj 一 个 


l, n—0,1,2,^,N—1 
0, 其 他 


x[n], n20,1,2,-,N—1 


(3. 38) 
0, 其 他 
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周期 内 的 N 个 样本 。 反 变换 所 对 应 的 离散 时 间 信 和 号 为 
z[n] = $ >) XLRI, n= 0,1,2,°",N—1 (3. 41) 


由 离散 时 间 信 号 N 个 样本 集 计 算得 到 N 个 离散 频率 样本 集 的 变换 对 分 别称 为 离散 伟 
里 叶 变 换 (DFT) 和 离散 傅 里 叶 反 变换 (IDFT) : 


N—1 
X[&] = DFLz[n1] — Djalan] tN, &—0,1,2,*:,N—1 (3. 42) 
n=0 
N-1 
gUn] = DF [X[k]] P X 22 xe, n —0,1,2,:,N—1 G3. 43) 
k=0 


符号 DF R22 BS BR PA E, A cn <> Xk 128 BS A p e 0X4] 
计算 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 
讨论 三 个 数据 点 的 离散 时 间 信 号 ，N 一 3， 根 据 式 (3. 42) 给 出 信号 的 离散 傅 里 叶 变 换 
X[0J= x[0] 4- x[1] 4- x[2] 
X[1]— x[0] + z[1]e 77? + z[2]e** 
X[2]29 x[0] + x[1]e?*? + 2[2]e ws (3. 44) 
BEZNE RHR, e —e e Hes", ds. 43)18 Sy EE 


z[0]= + (X(0] + X[1] 十 X[2]) 


z[i]- IO] 十 X[1]ezws + X[2]e*) (3. 45) 


fot Ic] 4- XE1]e*v? + XE2]e*^) 
注意 上 面 等 式 的 对 称 性 ， 这 些 等 式 通常 由 计算 机 处 理 ， 用 来 计算 正 向 DFT 的 程序 可 以 容 
易 地 修改 为 计算 IDFT， 见 (3. 41) ， 并 人 允许 N 为 任意 整数 值 。 < 
3.41 DFT 的 简写 记号 


在 DFT 中 通常 使 用 一 个 简写 记号 ， 定义 符号 Wyse "UN, w. 42) MSR C3. 43) nf 
述 为 


N—1 
X[k] = DF[z[1]] = >)aln]We, &—0,1,2,7,N—1 (3. 46) 
1 N-1 
x[n] = DF” [X[k]] = W 2 XLRI , n—0,1,2,,N—1 (3. 47) 
k=0 
DFT 通常 采用 这 种 形式 表示 。 


3.4.2 DTFT 的 频率 分 辨 率 
由 于 离散 信号 的 DTFT 以 2r 为 周期 ， 对 其 一 个 周期 内 选取 N 个 频率 样本 即 为 对 应 的 
DFT， 因 此 ， 利 用 DFT 计算 的 离散 频谱 的 分 辨 率 ( 即 样本 之 间 的 间隔 ) 为 


2n 
= — 3. 48 
AQ N ( ) 


由 式 (3.48) 可 以 看 出 ， 计 算 过 程 中 zx[nj 样 本 数 N 决定 了 频谱 的 分 辨 率 ， 反 之 亦 然 ， 频 谱 
要 求 的 分 状 率 决定 了 所 需 的 zLnj 样 本 数 。 如 果 时 域 样本 数 为 Ni， 若 要 求 更 大 的 频 域 样本 
数 N: 以 提供 足够 的 频率 分 辨 率 ， 可 以 在 时 间 序 列 后 附加 Ns 一 Ni 个 零 ， 该 过 程 称 为 补 零 。 
在 3. 5 节 中 讨论 利用 DFT 计算 线性 卷 积 时 ， 将 说 明 补 零 的 另 一 个 应 用 。 


矩形 脉冲 的 频谱 
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利用 DFT 计算 图 3. 12a 所 示 的 矩形 脉冲 的 频谱 。 抽 样 周期 为 全 二 0.1(s) 以 获得 


图 3. 12b 所 示 的 离散 时 间 序 列 。MATLAB 程序 如 下 : 
% Create a time vector. 
T = [-0.5:0.01:2]; 
$ Create and plot a rectangular pulse centered at t 
x2 = rectpuls(T-0.5); 
plot (T,x2) 


= 0.58. 


% Create a discrete time sequence nT and a discrete-time 


% rectangular pulse. 

T2 [0:0.1:1.9]; 

xs rectpuls(T2-0.5); 

xs [0000 0,xs]' 

Tap = [-.5 -.4 -.3 -.2 -.1,T72]; 
% plot the discrete-time rectangular pulse sequence 
stem(T2p,xs) 
stem(T2p,xs) 


此 程序 绘制 出 与 图 3. 12a RI b 相似 的 图 ; 并 生 
成 离散 时 间 序 列 ms [m]. 

首先 ， 此 序列 的 DFT 计算 样本 数 为 N — 20, 
X[kj] 的 幅度 使 用 下 列 MATLAB 程序 计算 ， 并 画 在 


Ww nw w 


图 3. 12c 中 : 
% Compute the DFT of x,[n] using (3.39). 
N = 20; 
W = exp(-j*2*pi/N) 
X0 = 0 
for k = 1:20; 
X0 = 0 


for n = 1:20; 
X(k) = xs (n) *W^((k-1)* (n-1)) «X0; 
XO = X(k); 
end 
end 
% Compute |X([k] |; 
MX = abs(X); 
% Create a vector of N plotting increments. 
np = [0:length(X) -1]; 
% Plot |X[k]| vs. n. 
stemí(np,MX) 


由 式 (3. 48) 可 得 ， 当 N=20 时 ， 频 率 分 辩 率 为 
AQ = 2r/20 王 0. 1x(rad) 或 Aw = AQ/T=x(rad/s), 
图 3. 12crP AY | XCAR] | BG E e M E EDI n (rad/s) 为 
间隔 。 

为 了 获得 更 好 的 频率 分 辨 率 ， 选 择 N—100, TE 
离散 时 间 序 列 zsLnj 后 面 补 80 个 零 。 对 补 零 后 的 序 
列 进行 DFT 计算 ， 图 3. 12d 画 出 了 |X[k]|。 在 图 
3.12d 中 ， 频 率 分 量 之 间 的 间隔 是 AQ = 22/100 = 
0. 02r(rad) 或 Aw=AQ/T=0. 2x(rad/s). < 

例 3-11 表明 了 合理 选择 计算 DFT 的 样本 数 的 
重要 性 ， 以 便 获 得 足够 的 频谱 分 辩 率 。 








d) 
Al 3.12 453-11 中 的 DFT 图 
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3.4.3 章节 小 结 


DIT 在 数字 信号 处 理 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 本 节 讨 论 了 DFT 的 数学 表示 和 实际 意义 ， 
以 及 计算 DFT 和 IDFT 的 方法 ， 并 介绍 了 其 典型 应 用 。 

在 接 下 来 的 章节 中 ， 我们 将 学 习 计算 离散 时 间 序 列 DFT 更 加 有 效 的 方法 ， 称 为 
快速 傅 里 叶 变换 。 


3.5 快速 傅 里 时 变换 
3.4 节 给 出 了 DFT 变换 对 公式 ， 
[(3. 46)] X[k] = S apows. k —0,1,2,,N—1 
以 及 
[(3.47)] — z[n]— HD XIW Ww. =EN, p= 0,1,2, IN el 
其 便于 利用 数字 计算 机 进行 编程 计算 。 观 察 式 (3. 46) 可 以 发 现 对 于 每 个 上 值 ， 计 算 X[k] 
都 需要 进行 N 次 乘法 运算 。zLzj， 尤 其 是 X[k]， 都 可 能 是 复数 ， 计 算 N 点 DFT 或 


IDFT 通常 需要 N^ 次 复数 乘法 。 本 节 将 推导 更 有 效 地 计算 DET 的 算法 。 通 常 将 用 于 计算 
DFT 的 高 效 算法 的 集合 统称 为 快速 侍 里 叶 变 换 (FFT)。 


3.5.1 时 间 分 解 快速 传 里 叶 变换 


下 面 推导 利用 2 的 整数 次 寡 (z 一 2") 个 样本 来 计算 DFT 的 快速 算法 。 首 先 从 N=2 开 
始 一 直 计 算 到 N—2* —8 点 的 DFT， 该 方法 称 为 基 2 时 间 分 解 FFT。 


从 两 点 DFT 开始 有 ， 
1 
X[k] = DzLnjWe = zlolw#+2f1]wi, k=0,1 
由 于 W= =l; W} 一 e+ 二 (一 1)*， 写 为 ; 


X[0] = z[0]-- z(1] "A n 


X[1] = «x[0] — x[1] 
通常 对 于 两 点 DFT， 有 
X[k] = z[0] + €— D'z[1] x[1] = xn] 
图 3. 13 的 信号 流 图 给 出 了 计算 两 点 DFT 的 过 程 ， 由 于 形状 
近似 蝴蝶 ， 信 号 流 图 称 为 蝶 形 图 。 
推广 至 4 点 DFT 计算 : 


3 


X[k] = >) 2[n]wt = z[0]Wi*--z[1]Wi -rz[2]W? -rz[3]W? 


3.13 两 点 DFT RBA 


由 加 权 因子 的 周期 性 将 表达 式 简化 为 
Wi = gium 
WY= 1 


w= ei Dk 一 (—j* 
W#= ei* = (— 1)* 
W¥*= wewit = (—1)'wht 
利用 以 上 简化 表示 ， 有 
X[£]9 z[0] + zL1JW* 十 x[2]( 一 1)* 十 xL3]( 一 1)*W# 
X[kJ= (x[0] + z[2]C7 D*) + (x[1] + z[3]C7 DW? 
为 了 简化 下 面 的 步骤 ， 定 义 两 个 新 变量 : 
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z.[n]— x[2n], n=0,1 
Zoln]= x[2n--1], n=0,1 
因此 
X[k] = (G[0] + z.[1]C7 D) + (z,[0]+2,.[1](— D*} wh 
等 式 中 括号 内 的 因子 可 看 做 是 两 点 DFT: 
X.[m]= x.[0] 4- z.[1]C— D",m = 0,1 
Xo[m]= z,[0] + z,[1]C7 D" ,m = 0,1 
由 于 Xe。[LA] 和 XLRI, 
X.[2] = x.[0] + z.[1]C7 1)’ = X.[0] 
X.[3] = x.[0] + x.[1]C— D? = X.[1] 
因此 ，4 点 DFT 为 
X[0]— zeL0] 十 zoLO]Wi = ze[0] 十 zo[0] 
X(1J= z[1]+2.[1Jwi? = z.[1] + z [1]W; 
X[2]= x.[0] — x,[L0]Wi? = z.[0] — x.[0] 
X[3J= x.[1] — z,[1]Wi? = z,[1] — x, [1]Wi (3. 49) 
其 中 的 变化 项 是 随 & 而 变化 的 Wi*。 
由 此 可 以 看 出 , 4 点 DFT 可 由 两 点 DFT 计算 ， 如 图 3. 14 中 的 信号 流 图 所 示 。 换 
Awa 
(x[n]4 & DFT} = {z.[n] A A DFT) + Wi? (x;[n] 两 点 DFT} 


1 [0 1 
x[0] m X10] 


x[1] 





-1 wi 
图 3.14 4 点 DFT 信和 号 流 图 
式 (3. 49) 称 为 4 点 DFT 的 重组 方程 。 


下 面 推 导 8 点 DFT 的 计算 ， 
X[k] = P]x[n]Wf, k=0,1,.%,7 
8 点 DFT 的 加 权 因 子 为 
we= 1 


Wit = eee 
Wit = eid 一 ei 一 wn 
Wt = eit 一 [eiwd%]ein/d 一 Wwikwi 


w= e X/ 04k ss e = wt 
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w= e X/ 05k = e X 04k Tik — WiW:* 
w= e io 09k = wt 
wW} = @ /4)7k == e Xv 0k oTi 6k a Wiwi 
利用 上 述 加 权 因 子 将 8 点 DFT 写 为 
X(AJ= x[0] + 2[1]We + 2[2]wWh + zL[3]WEWIE + z[4]W?* 
c x[5]WiW? 4- z[6]W$ + z[7 JW Ww} (3. 50) 
如 同 推导 4 点 DFT， 定义 
zx.[n] = x[2n]; n=0,1,2,3 
及 
x(n] =a2[2n+1], n=0,1,2,3 
将 式 (3. 50) 重 写 为 
X[k]= (x.[0] 4- z.[1]W? + z.[2]W? + x.[3]Wi} 
T Wi L0] - zL1]W? + z,L2 JW? + x, L3]Wi:) 
花 括 号 内 的 因子 分 别 是 ze[Lnj 和 zoLnj 的 4 点 DFT,， 即 8 点 DFT 是 由 两 个 4 点 DFT 计算 
得 到 。 
通常 ，N 点 基 2 时 间 分 解 DFT 可 由 两 个 N/2 点 的 DFT 计算 。 
如 前 所 述 ， 推 导 DFT 算法 的 原因 是 为 了 提高 DFT 的 计算 效率 。 直 接 计算 N 点 DFT 的 乘 
法 复杂 度 通常 为 NY ， 而 利用 基 2 时 间 分 解 DFT 算法 ， 乘 法 复杂 度 可 以 降低 至 (N/2)log; (N). 
随 着 DFT 点 数 的 增加 ， 利 用 基 2 时 间 分 解 DFT 算法 计算 DFT 则 显得 更 加 重要 。 
3.5.2 离散 传 里 叶 变 换 /快速 传 里 叶 变换 的 应 用 
本 节 将 介绍 几 种 DFT 的 典型 应 用 ， 其 中 最 主要 的 应 用 是 近似 计算 信号 的 傅 里 叶 变换 ， 其 
他 的 应 用 一 一 卷 积 、 滤 波 、 相 关 、 能 量 谱 密度 估计 一 一 均 是 基于 DFT 对 傅 里 叶 变换 的 近似 。 
计算 傅 里 叶 变换 。 计 算 DFT 作为 连续 时 间 信 和 号 的 傅 里 叶 变 换 近 似 时 ， 需 要 以 下 几 个 
步骤 : (步骤 1 和 步骤 2 可 以 调换 顺序 。) 
1. 针对 特定 需求 确定 DFT 所 需 的 分 辩 率 。 离 散 频谱 分 辨 率 由 下 式 确定 


AQ = AwT = $E (3. 51) 
2. 确定 抽样 时 间 间 隔 工 ， 使 得 抽样 频率 满足 
Aws 7 => 2am 


其 中 ，ww 是 连续 时 间 信 号 的 最 高 频率 分 量 。( 理 由 将 在 第 4 章 中 详细 讨论 。) 

3. 在 NT 秒 的 时 间 段 内 采集 连续 时 间 信 号 的 N 个 样本 。 如 果 步 又 4 采用 基 2 DFT 77 
法 计算 DFT, WIN 必须 是 2 的 整数 次 过 。 在 某 些 场合 下 ,， 若 N 只 能 取 固 定 值 ， 可 通过 补 
零 使 样本 数 N 达到 2 的 整数 次 寡 。 

4. 计算 DFT， 可 直接 利用 式 (3. 46) 进 行 计 算 ， 但 更 常用 且 更 有 效率 的 计算 方法 是 采 
用 DFT 快速 算法 。 

正确 执行 以 上 步骤 所 得 到 DET 的 结果 应 是 连续 时 间 信 和 号 傅 里 时 变换 的 良好 近似 。 下 
面 通过 讨论 几 个 例子 说 明 处 理 过 程 ， 并 指出 需要 特别 注意 的 某 些 细节 。 

利用 近似 计算 傅 里 叶 变换 

计算 图 3. 15a 所 示 的 矩形 脉冲 傅 里 叶 变 换 。 信 号 可 以 描述 为 

r()-—'u)-uut—1 
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由 表 3.3， 令 Ta 一 1， 利 用 表 3.4 中 的 时 移 性 质 ， 令 一 0. 5s， 可 得 此 信号 的 傅 里 叶 变 
换 为 

X(w) = sine(w/2)e ^"? 
图 3. 15b 给 出 了 X(ow) 的 幅度 曲线 ， 其 第 一 个 零 值 出 现在 w= 2x rad/s 处 。 尽 管 该 频谱 没有 一 
个 绝对 的 带宽 ， 但 可 以 看 到 旁 狼 幅度 随 着 频率 增加 而 逐渐 训 减 。 选 择 抽样 间隔 T=0. 1s, df 
样 频率 ws 三 20r rad/s， 即 第 一 个 零 值 点 频率 的 10 fir. 


1.5 





NN 





TH 一 一 -一 一 一 — —— ree mod 
-0.5 -1885 —12,57 —628 0.00 628 12.56 18.85 
频率 (rad/s) 
b) 


图 3.15 例 3-12 的 图 


采用 N=128 的 基 2 FFT 算法 近似 计算 矩形 脉冲 的 频谱 。 由 式 (3.51) 可 知 ，N 王 128 
产生 的 频率 分 辩 率 为 NQ— 22/1280. 0156r rad， 或 Aw =AQ/T=0. 156x rad/s, Fit 
MATLAB 程序 给 出 频谱 计算 的 结果 。 


% Create a sequence of sample time values. with sample period T = 0.1 s. 
T2=(0:0.1:1.9]; 

% Create the discrete-time rectangular pulse u[n]-u[n-1] of sample $values. 
xs-rectpuls (T2-0.5); 

* Zero-pad the sample sequence so that N - 128. 

m=zeros (1,108); 

xs=([xs,m] ; 

% Compute the DFT using the radix-2 FFT algorithm. 

Xs=fft (xs,128) ; 

* Plot the magnitude frequency spectrum of DFT values. 

figure(1), stem(abs(Xs)) 

% Use the FFTSHIFT function of MATLAB to center the frequency spectrum 
S$around n = 0. 

Xks=fftshift (Xs); 

np=[-64:63]; 

figure (5) , stem (np, abs (Xks) ) ; 


图 3. 16a 显示 了 由 MATLAB 函数 fft 生成 的 DFT 幅度 图 。 图 3. 16b 显示 了 由 MATLAB 
函数 fftshift 进行 数据 平移 后 的 DFT 幅度 图 ， 其 使 得 零 频 分 量 处 于 中 间 位 置 。 

由 于 DFT 由 离散 时 间 样 本 计算 所 得 ， 因 此 需要 将 |XL&]| 乘 以 周期 工 以 抵消 信号 抽样 
后 傅 里 叶 变换 的 固有 因子 1/ 工 。( 抽 样 后 信号 傅 里 叶 变 换 的 1/T 因 子 将 在 第 4 章 中 讨论 。) 如 
RE 3. 16b 的 幅度 乘 以 T=0.1， 离 散 的 自 变量 乘 以 Ao — AQ/T —0. 156r, Wild] DFT 算法 
计算 得 到 的 频谱 近似 为 图 3. 15 中 连续 时 间 信 号 的 频谱 。 4 
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60 ar 
n (N= 128) n (N= 128) 
a) b) 
图 3.16 例 3-11 P | X[k] | 的 频谱 图 
正弦 信号 的 DTFT 
计算 正弦 信号 x(t) =cos(100t) RS DFT. HÆ 3. 3 可 得 X(w) =xld(w— 100) +d(w+ 
100)]。 为 了 计算 该 正弦 信号 的 DFT， 首 先 通过 对 z(t) 抽 样 产生 离散 时 间 序 列 zLn]。 由 于 
X(t) 的 最 高 (唯一 ) 频 率 分 量 在 100rad/s 处 ， 因 此 抽样 频率 必须 大 于 200rad/s。 这 里 选择 
T=0. 001， 抽 样 频 率 为 ws =2000n rad/s. HER N=256 计算 DFT， 因 此 Aw= AQ/T — 
2n/(NT) =24. 544 rad/s， 用 于 产生 抽样 值 序列 和 计算 DFT 的 MATLAB 程序 如 下 : 


% Create a discrete-time vector of 256 sample times with 

$T = 0.001s. 

t=[0:0.001:0.255]; 

% Create the discrete-time sequence of sample values 

xn=cos (100*t) ; 

% Compute the DFT of the sample sequence using the FFT algorithm 
Xk-fft (xn); 

% FFTSHIFT places the zero frequency component in the center. 
Xks=fftshift (Xk) ; 

* Plot the magnitude of the DFT components. 

np=[-128:127]; 

stem(np, abs (Xks) ) 


3.17 画 出 了 计算 出 的 DFT 频率 分 量 的 幅度 。 可 以 看 到 ，DFT 主要 的 频率 分 量 在 
w=4X Aw*100 rad/s 处 存在 ， 同 时 在 其 他 Aw 整数 倍 处 也 存在 频率 分 量 。 

由 例 3-13 中 可 以 看 出 ， 在 利用 
DFT 近似 计算 连续 时 间 信 号 频谱 的 过 
程 中 ， 隐 含 了 “加 窗 ” 处 理 和 信号 的 周 
期 延 拓 ， 加 窗 是 一 个 误差 源 。 将 序列 
Zz[nj 截 短 的 操作 相当 于 把 序列 [n] 
以 一 个 宽度 为 N 的 矩形 序列 。 抽 样 点 
序列 z[zj] 与 窗 函 数 时 域 相 乘 所 导致 的 
信和 号 频谱 扩散 的 现象 称 为 频谱 泄漏 失 
真 (Spectrum-leakage distortion), iX 
由 截断 信号 而 出 现 的 频谱 延 拓 造 成 。 

频谱 泄漏 失真 现象 可 以 由 图 3. 18a be 
所 示 截 短 余 弦 信 号 来 说 明 ， 信 号 由 余 a (N= 256) 

弦 波 和 图 3. 18b 所 示 和 矩形 脉冲 的 乘积 图 3.17 43-12 的 DFT 图 4 


iid 
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得 到 ， 根 据 前 面 傅 里 叶 变换 的 分 析 可 知 





cos(wit) axel Sl an] + dLw +a: ]) x(t) 
及 如 图 3. 18c 所 示 的 
T T F & Tw 
[u(e+ 7) u(t x) *Tsinc(7" ) E T t 
由 傅 里 叶 变 换 时 域 乘积 (或 频率 卷 积 ) 性 质 a) 
zı (Das G) + LX, w) * Xa Go) oe 
1 
截断 的 余弦 信号 频谱 如 图 3. 18d 所 示 。 由 此 可 以 
看 到 ， 截 断 余 弦 信 号 的 频谱 扩展 到 所 有 频率 范 X id ; 


围 。 正 是 由 信号 的 截 短 造成 的 频谱 扩展 导致 了 
例 3-12 中 的 DFT 频谱 泄漏 失真 。 
除了 和 矩形 窗 之 外 ， 其 他 几 种 可 选 的 窗口 类 型 
可 用 来 降低 频谱 泄露 失真 。 其 中 两 种 最 著名 的 窗 
函数 就 是 由 Richard W. Hamming 提出 的 汉 明 窗 
和 以 Julius von hann 命名 的 汉 宁 窗 。 
汉 明 窗 


win] = 0.54—0. 46cos( 








2nn 
N-i) 
0<n<N-1 (3. 52) 3.18 ”加 窗 造成 的 频谱 扩展 效应 
DUT B 
win] = 0.50 — 0. 50cos (x 
这 两 个 窗 函 数 都 在 窗口 的 末端 逐渐 趋 近 于 零 ， 而 不 是 像 矩 形 窗 那样 突然 切断 。 这 种 时 域 的 
渐变 导致 了 其 频 域 中 更 窗 的 带宽 ， 因 此 表现 在 DFT 中 将 产生 更 少 的 谱 泄漏 失真 。 
汉 明 窗 的 应 用 
本 例 是 例 3-13 的 扩展 。 使 用 汉 明 窗 截 断 数据 ， 而 不 是 例 3-13 中 隐 含 的 矩形 窗 。 由 
MATLAB 程序 来 完成 计算 : 


* Create the Hamming Window with N = $256 and %multiply it by 

the $discrete-time sequence x[n]. 

xham=hamming (256) '.*xn 

* Compute the DFT of the Hamming $windowed sequence. 

Xk=fft (xham) ; 

* Plot the DFT with frequency $components centered at zero %*frequency. 

Xks=fftshift (Xk) ; 

np=[0: length (Xk) -1]; 

stem (np, abs (Xks) ) 

d DFT 得 到 的 近似 频谱 如 图 3.19 所 示 。 可 以 看 到 ， 如 同 例 3-13， 有 效 频 率 分 量 在 
?一 士 3 和 ?一 士 4 处 ， 主 要 频率 在 "一 士 4 处， 而 相 比较 例 3-13， 其 频谱 扩展 显著 减少 。 < 

由 以 上 例子 可 以 看 出 ，DFT 可 以 给 出 人 短 里 叶 变 换 很 好 的 近似 ， 通 过 选择 合适 的 窗 函 
数 可 以 减少 频谱 泄漏 失真 以 降低 傅 里 叶 变 换 近 似 中 的 误差 。 计 算 过 程 中 提高 抽样 率 和 增加 
样本 数目 同样 也 可 以 减少 误差 ， 但 这 将 导致 计算 效率 的 降低 。 

利用 DFT/FFT 计算 卷 积 。 两 个 离散 时 间 信 号 的 卷 积 由 式 (2. 78) 描 述 为 


oo 


yin] = >) zLk]hUn — k] = x[n] * hEn] 


k=—co 


利用 傅 里 叶 变 换 的 卷 积 性 质 可 得 





) Osca N=1 (3. 53) 
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Y(Q) = X(Q) HQ) 

以 上 卷 积 称 为 线性 卷 积 。 本 节 将 讨论 离散 时 100 
间 序 列 的 另 一 种 卷 积 操作 ， 称 为 循环 卷 积 。 

首先 确定 两 个 离散 信号 的 DFT 函数 的 乘 
BUS 

YLA] = X[£]H[&] 

那么 ，y[Lnj 和 xzLn]、h[nj] 之 间 是 什么 关系 ? 
我 们 从 zxLnj 和 h[nj 的 DFT 定义 着 手 分 析 ， 
Y[k] = | 52 xDn]e t ITA mde ] 
因此 有 


N-1 a 
yn] = 3 Sytem UN PE e 
k=0 
1 dum erum. N-1 
= N » [ E alle H/N ] [ 2 hl me P/N poe 
k=0 l=0 <4 


一 x > af D Am [ D enm] 
可 知 方 括号 内 的 项 为 


Xil 
S s 5 $338 8 


æ 
© 





ia N, n—l—m=0 


@i2 r7 Em) /N as | 
2, 0, 其 他 


k=0 


因此 有 ， 


N— 


yin] = yt Salm NaLn —i—m] 


l= 


由 于 脉冲 函数 OL n—l—m] RHE 加 二 2 一 ! 处 不 为 零 ， 重 写 等 式 为 


N— 


sous SMa) TET 


1 一 0 


显然 ， 其 与 线性 卷 积 表达 式 相 似 。 然 而 ， 上 式 累 加 仅 在 一 个 周期 内 ， 而 不 是 在 所 有 时 间 
内 。 该 等 式 代表 的 过 程 称 为 周期 卷 积 或 者 循环 卷 积 ， 本 书 通常 采用 后 者 来 命名 。 
利用 DFT 计算 线性 卷 积 KEDIA N 和 N 两 个 序列 的 线性 卷 积 ， 等 于 这 两 个 序 
列 补 零 至 Ni 十 N; 一 1 个 样本 后 的 循环 卷 积 。 
补 零 的 循环 卷 积 
计算 两 个 序列 的 线性 卷 积 
z[n]9 [1,2,3,4] Æ h[n] = [0,1,2,3]) 
y[n]9 ain] * hin] = (0,1,4,10,16,17,12] 
利用 两 个 序列 的 DFT， 计 算 其 循环 卷 积 的 MATLAB 程序 和 结果 如 下 : 
Xn=fft (xn); 
ta cae 
Yn-Xn.*Hn 
yn-ifft (Yn) 
结果 为 
z[n] Q hln] = [16,18,16,10] 
对 每 个 序列 首先 补 零 使 得 长 度 为 Ni 十 N; 一 1 二 7， 再 通过 循环 卷 积 计算 线性 卷 积 ， 
x [n] = [1,2,3,4,0,0,0] RA,[n] = [0,1,2,3,0,0,0] 


z,[n]fll ysLnj 循 环 卷 积 的 DFT 为 
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Y,[&] =X,[k]H,[k] = (60, — 19. 9928 + j23. 8775, — 5. 6024 + j0. 3927, — 5. 8342 一 
j0. 8644 — 4. 4049 + j0. 4586, 一 5. 6024 — j0. 3927, — 19. 9928 + j23. 8775] 
其 IDFT 给 出 了 z, n ftl ysLnj 的 循环 卷 积 ， 其 与 zLnj 和 hLnj 的 线性 卷 积 的 结果 相同 。 


7 
ypLn] m > DY, [ele ,n = 0,1,2,.…,7 
k=0 


ysLn] = y[n] = [051,4,10,16,17,12] 
获得 此 线性 卷 积 结果 的 MATLAB 程序 为 


% zero pad x[n] and h[n] to have N) + Nọ - 1 elements. 
xnp-[xn,O 0 0]; hnp=[hn,0 0 0]; 
$ Compute the DFT's of the two zero-padded sequences and multiply them 


together. 

Xp=fft (xnp) ; 

Hp=fft (ynp) ; 

Y=Xp.*Hp; 

% Compute the inverse DFT to obtain the convolution result. 

y=ifft (Y) 

对 序列 补 零 的 过 程 使 得 循环 卷 积 结果 与 原始 序列 的 线性 卷 积 结果 相同 ， 这 在 信号 处 理 
应 用 中 非常 重要 ， 补 零 过 程 允许 利用 两 个 序列 的 DFT 计算 其 对 应 的 线性 卷 积 。 < 


计算 效率 ”现在 考虑 采用 DFT 而 非 直接 方法 计算 线性 卷 积 的 计算 效率 。 图 3.20 为 
利用 DFT 方法 计算 卷 积 过 程 的 框图 ， 此 系统 中 DFT 和 IDFT 均 采 用 基 2 DFT 计算 Br 
涉及 的 两 个 N 点 序列 都 通过 补 零 进行 扩展 ， 使 得 每 个 扩展 后 的 序列 长 度 为 Ni 十 Nz 一 1。 
为 了 简化 代数 计算 ， 同 时 避免 严重 误差 ， 我 们 假设 两 个 序列 的 长 度 都 为 N， 这 样 每 个 
序列 补 零 后 的 长 度 近似 为 2N。 如 果 假 设 离散 时 间 样 本 是 复数 ， 则 计算 每 个 补 零 后 序列 
的 DFT 需要 Nlog*(2N) 次 复数 乘法 。 快 速 离散 傅 里 叶 反 变换 (IFFT) 的 计算 同样 也 需要 
Nlog; (2N) 次 复数 乘法 。 两 个 序列 的 DFT HR Xi [&]X X[k] HB 2N 次 复数 乘法 。 由 
此 可 见 ， 利 用 DFT 方法 计算 两 个 N 点 序列 的 线性 卷 积 共计 需 3Nlog; (2N) +2N 次 复数 
乘法 运算 。 

两 个 序列 的 直接 卷 积 需要 N 次 复数 乘法 。 如 果 假 设 选择 N 为 2 的 寡 次 ， 则 可 以 利用 
基 2 FFT. 3 N>32 时 ，DFT 方法 更 有 效 。 


xin] 







X[k] 
N, NEN; 
样本 样本 
inl He x'ln] X^lk] 
m mite [nin lo 

样本 


© x[n] * xo[n] 
图 3.20 利用 DFT 计算 线性 卷 积 的 框图 


3.6 拉 普 拉 斯 变换 


可 以 认为 拉 普 拉 斯 变换 是 傅 里 叶 变 换 的 推广 ， 本 节 研 究 拉 普 拉 斯 变换 的 原因 在 于 其 在 
数字 滤波 器 设计 中 的 重要 作用 。 许 多 递归 数字 滤波 器 的 设计 均 是 基于 连续 时 间 ( 模 拟 ) 滤 波 
器 ， 通 常 由 模拟 滤波 器 设计 开始 ， 利 用 连续 时 间 频 域 到 离散 时 间 频 域 之 间 的 映射 来 构造 一 
个 递归 数字 滤波 器 。 经 典 的 模拟 滤波 器 (巴特 沃 兹 、 切 比 雪夫 和 椭圆 滤波 器 ) 通 过 映射 都 有 
对 应 的 数字 滤波 器 。 

式 (3.18) 给 出 的 傅 里 叶 变换 的 表示 式 为 
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eos f z(t) » edi 


如 同 = 变换 的 处 理 过 程 ， 注 意 ， 上 式 中 e。 ”是 个 比较 特别 的 复数 ， 其 幅度 总 为 1。 如 果 用 
一 个 可 以 在 复 平面 上 取 任 意 值 的 复 变 量 ;一 o 十 jw 来 替换 该 复数 ， 可 得 


xin = | a(t) + dt (3. 55) 
这 就 是 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 式 ， 对 应 的 拉 普 拉 斯 反 变 换 为 
hades al xo ca ds (3. 56) 
TJ 一 jc 


式 (3. 55) 和 式 (3. 56) 定 义 了 双边 拉 普 拉 斯 变换 。 
由 于 模拟 滤波 器 是 因果 的 ， 因 此 很 容易 定义 单 边 拉 普 拉 斯 变换 。 该 变换 的 定义 式 为 


Xs [ace (3.57) 
0 


zo sh” xoeas (3. 58) 
g—joo 


由 于 连续 时 间 信 和 号 难以 存储 (因此 构建 伪 非 因果 系统 )， 因 此 单 边 拉 普 拉 斯 变换 比 双 边 拉 普 
拉 斯 变换 有 着 更 多 的 应 用 。 本 书 中 提 到 的 拉 普 拉 斯 变换 指 的 是 单 边 拉 普 拉 斯 变换 。 如 果 用 
到 双边 拉 普 拉 斯 变换 ， 本 书 将 会 明确 指出 。 

拉 普 拉 斯 变换 可 视 为 信号 乘 以 指数 信号 后 的 傅 里 叶 变 换 。 由 于 sot jo, Ae al H 
Z(bi) 的 双边 拉 普 拉 斯 变换 写 为 


yepi m [x(t e" Je dz 
我 们 发 现 ， 其 为 信号 (z(t)e “) 的 傅 里 时 变换 。 因 此 ， 拉 普 拉 斯 变换 的 优势 在 于 其 收敛 域 
(积分 存在 对 应 的 积分 区 域 ) 比 傅 里 时 变换 的 收敛 域 大 得 多 。 实 际 上 ， 很 多 不 存在 傅 里 叶 变 
换 的 信号 存在 拉 普 拉 斯 变换 。 
表 3.7 列 出 了 部 分 连续 时 间 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
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x(t), 220 X(s) x(t), t0 X(s) 
S 
elt) 1 cos(wot) Sa 
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n! dai sta 
: sH 和 CFD Fal 
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3.6.1 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 
拉 普 拉 斯 变换 有 很 多 重要 的 性 质 ， 其 中 的 三 条 性 质 对 于 滤波 器 的 分 析 和 设计 非常 关 
键 ， 它们 是 线性 、 卷 积 和 微分 。 
拉 普 拉 斯 变换 的 线性 性 质 可 表示 为 
如 果 
xi) <—> Ki(s) ,xs (t) «> Xz (s) 
ny 


$33* RRMA 


ax, (t) + bx2(t) «aX, (s) + bX2(s) 
线性 性 质 允 许 将 简单 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 组 合成 为 复杂 信号 的 变换 ， 通 过 将 函数 拆 分 为 多 
个 较为 简单 的 函数 ， 如 表 3. 7， 查 找 简单 函数 以 实现 反 变换 。 因 此 ,很 少 借助 拉 普 拉 斯 反 
变换 的 积分 公式 进行 计算 。 
K 3.8 列 出 了 拉 普 拉 斯 变换 的 主要 性 质 。 
R38 拉 普 拉 斯 变换 性 质 





操作 时 间 函 数 拉 普 拉 斯 变换 
线性 QZl(t) 十 pzzCt) aX) (s) +bX2(s) 
时 移 x(t—to)u(t— to) X(s)e to? 
时 域 展 缩 zlat) Tax) 
时 域 变换 x(at—to)u(at—to) Tax (Tes 
复数 偏 移 z(tDe ” X(s+a) 
时 域 卷 积 ai) * x2(t) X1(s)X2(s) 
s 域 卷 积 ZX1(t) * x2(t) Xi) * X265) 
时 域 微分 E s*X (s) — "7 1x(07 ) ——sz ("729 (07) —z(-71 (07 ) 
复 频 域 微分 Pr) cp SSO 
时 域 积 分 | zde lxo 
时 域 周 其 zz(D 一 总 z(t 一 2T) Xp(s)= LL XG 
初 值 lima-(t) limsX(s) 
终 值 Jimz(b limsX(s) 


卷 积 性 质 说 明了 时 域 卷 积 对 应 频率 乘积 。 当 两 个 系统 级 联 时 ， 一 个 系统 的 输出 是 另 一 
系统 的 输入 ， 必 须 在 时 域 通 过 卷 积 计算 ， 才 可 以 根据 第 一 个 系统 的 输入 ， 求 解 出 第 二 个 系 
统 的 输出 。 采 用 系统 的 拉 普 拉 斯 变换 时 ， 利 用 卷 积 性 质 可 将 卷 积 运算 转换 为 乘积 运算 。 
微分 性 质 说 明了 时 域 微分 对 应 拉 普 拉 斯 变换 乘 以 s。 通 常 ， 对 于 对 阶 微分 和 单 边 拉 普 拉 斯 
变换 有 

PED XC — (0) — 2(0-) — +1(0-) 
对 于 s 域 中 传输 函数 初始 条 件 认为 是 零 。 相 反 地 ， 时 域 积 分 对 应 复 频 域 除 以 *。 

微分 性 质 使 得 可 将 微分 方程 转换 为 代数 方程 ， 并 且 将 线性 非 时 变 系 统 的 输入 输出 关系 
表示 为 系统 的 传输 函数 。 
3.6.2 ”传输 函数 


连续 时 间 系 统 的 传输 函数 定义 为 所 有 初始 条 件 均 为 零 时 ， 输 出 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 与 
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输入 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 之 比 。 因 此 ， 根 据 描述 模拟 滤波 器 输入 -输出 关系 的 微分 方程， 
利用 拉 普 拉 斯 变换 及 其 微分 性 质 可 得 到 该 模拟 滤波 器 的 传输 函数 。 

传输 函数 的 推导 

连续 时 间 系 统 由 微分 方程 描述 


2 
£2 + 754 2 + 1420000) = 14200020) 


为 推导 该 系统 的 传输 函数 ， 利 用 线性 和 时 域 微 分 性 质 ， 逐 项 写 出 微分 方程 的 拉 普 拉 斯 变换 
s"Y G) +754sY(s) + 142000Y (s) = 142000X(s) 
提取 出 左 侧 每 项 中 的 Y(s) 可 得 
Cs? + 754s + 142000)Y(s) = 142000X(s) 
因此 ， 该 系统 的 传输 函数 为 











_ Ys) _ 142000 
HG) = wt) 一 #7545 F 142000 x 
3.6.3 连续 时 间 LTI 系统 的 频率 响应 
只 需 通 过 用 jw 替换 系统 传输 函数 中 的 y， 即 可 得 到 系统 的 频率 响应 。 
频率 响应 求解 
求解 模拟 滤波 器 的 频率 响应 ， 其 传输 函数 为 
HOS & 142 x 10? 
s! + 754s +142 X 10° 
f. 为 得 到 该 传输 函数 对 应 的 频率 响应 ， 利 用 jw 替换 s 得 到 
HGe) = 142 x 10? 
142 X 10! — y? F j754w 
由 上 式 写 出 其 幅度 谱 和 相位 谱 为 
142 X 10? 754w 
ho tems 3 H (jw) —0— TaD T ae 
p) / 042 X 10° — a)? + (1549)? NN arctan (117 5c 10 — ) 


幅度 谱 和 相位 谱 如 图 3. 21 所 示 。 





频率 弧度 /种 ) 
图 3.21 例 3-13 的 幅度 谱 和 相位 谱 


图 3. 21 由 如 下 MATLAB 程序 生成 : 
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n=142e+3 

d-[1 754 n] 

W-[0:10:50001; 

[FR, W] -£regs (n,d,W) ; 

subplot(2,1,1), plot(W,abs(FR)),grid 

subplot (2,1,2) ,plot (W, angle (FR) *180/pi) ,grid «4 


3.7 Zz 变换 


在 线性 时 不 变 系统 的 分 析 和 设计 中 ， 各 种 变换 起 到 了 重要 作用 ， 极 大 简化 了 所 需 的 数 
学 计算 。 如 变换 使 得 微分 方程 求解 转变 为 代数 方程 的 求解 ， 将 卷 积 运算 转变 为 乘积 运算 。 
对 于 数字 滤波 器 而 言 ， 离 散 时间 傅 里 叶 变 换 (DTFT) 和 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 尤 其 重要 。 
然而 ， 某 些 信号 由 于 变换 不 收敛 而 不 存在 变换 。 同 时 ，DTFT 和 DFT 的 标记 也 比较 繁琐 。 
本 厄 将 注意 力 转 移 到 zx 变换 ， 可 视 为 DTFT 的 推广 。z 变换 和 DTFT 的 联系 与 拉 普 拉 斯 变 
化 和 健 里 叶 变 换 的 联系 极其 相似 。 


co 


DTFT 定义 为 XCO) = 2》) aln] , RP, eM HW BEY 1 的 特殊 复 变 量 ， 将 其 


推广 至 具有 任意 幅度 和 相位 的 新 变量 ， 称 为 x， 我 们 即 可 得 到 z 变换 的 定义 。 

z 变换 和 拉 普 拉 斯 变换 具有 许多 相同 的 性 质 ， 同 时 z 变换 和 拉 普 拉 斯 变换 在 滤波 器 设 
计 和 分 析 中 起 着 类 似 的 作用 。 也 就 是 说 ，z 变换 对 于 数字 滤波 器 的 作用 如 同 拉 普 拉 斯 变换 
对 于 模拟 滤波 器 的 作用 。 

z 变换 的 推导 可 由 连续 时 间 信 号 的 拉 普 拉 斯 变换 演变 而 来 。 对 连续 时 间 信 和 号 以 周期 T 
进行 冲 激 抽 样 得 到 的 连续 时 间 信 号 zs (z) 如 下 : 





oo 


LA = >) rea nT) = M) z(GT)8G — nT) (3. 59) 
对 式 (3. 59) 两 边 同 时 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 到 
Kits) = D eater (3. 60) 


替换 er 一 =， 并 利用 zDORAE xz(nT)， 重 写 式 (3. 60) 为 


co 


X(z) = 25 x[n]z" 
在 本 节 后 面 可 以 看 到 ，z 变换 可 以 通过 离散 信号 的 DTFT 来 推导 。 
3.7.1 z 变换 定义 


现在 定义 直接 = 变换 和 z 反 变换 。 通 常 去 掉 “ 直 接 ”， 简 称 直接 z 变换 为 变换 。 通 过 
该 定义 ， 离 散 时 间 信 号 z[Lnj 的 = 变换 由 累加 给 出 


co 


ZLzLz]j] = X() = E z[n]z" (3. 61) 


RB. ZL + JER ze 变换。 展开 z 变换 可 得 
X(z) —----zx[—2]z + z[—1]z4- x[0] + z[1]2? 4 z[2]z? 十 … 
通常 ，z 为 复数 E—re^. (回顾 拉 普 拉 斯 变换 中 变量 s PERM, s—(Cotjwo), MH e™ =z 
n[f$r-—e", Q=aT.) 
式 (3. 6D E XLI = 变换 称 为 双边 z 变换 。z 反 变换 为 


ZC Xe] — athe zs [X (ede dz (3. 62) 
nj. 

RB. ZOD AER z 反 变 换 , 是 zog bBREBJIÀCGQN RAPIT ERE. XO.62 TR 

演 积 分 。 由 于 计算 该 积分 比较 困难 ， 因 此 很 少 直接 利用 它 来 计算 e 反 变 换 ， 如 其 他 变换 同 
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样 处 理 ， 一 般 利 用 表格 进行 求解 。 
式 (3. 61) 和 式 (3. 62) 称 为 双边 z 变换 对 ， 下 面 将 修改 式 (3. 61) 以 获得 实际 应 用 中 所 需 
的 z 变换 形式 。 首 先 将 式 (3. 61) 表 示 为 


Z[x[n]] = X(z) = » x[n]z ”十 Made E (3. 63) 


mes dos 当 w<o 时 。 因 此 式 (3. 63) 中 的 第 一 项 累加 为 零 ， 得 到 的 变换 称 为 单 
z 变换 ， 其 宕 级 数 形式 为 


Z lafa] h= X G — Pala” (3. 64) 


LE ] 代 表单 边 = 变换 ， 我 们 将 这 种 单 边 z 变换 视 为 双边 z 变换 的 特例 。 
通常 可 能 认为 双边 z 变换 适用 于 所 有 情况 ， 无 需 单 边 = 变换 。 然 而 ， 单 边 z 变换 提供 
了 一 种 处 理 初 始 条 件 的 简单 方法 ， 并 且 在 求解 因果 且 具 有 初始 条 件 的 差分 方程 中 起 到 重要 
作用 。 除 非特 别 指出 ， 本 书 中 都 将 采用 双边 = 变换 。“z 变换 ”意味 着 双边 z 变换 ， 利 用 单 
边 z 变换 时 会 使 用 术语 “ 单 边 z 变换 ”进行 讨论 。 
双边 z 变换 和 单 边 z 变换 的 z 反 变 换 ( 见 式 (3. 62) 是 相同 的 ， 因 此 如 用 X, (z) 代 替 
XGO, KG. 62) 则 同样 给 出 了 单 边 z 反 变换 。 另 外 ， 单 边 z 变换 的 z 反 变 换 给 出 了 所 有 时 
间 点 的 xz[n]， 特 别 地 ， 给 出 了 zx[nj] 二 0，n 二 0。 如 果 z[nj 是 可 以 进行 z 变换 的 ( 即 (3. 61) 
中 的 累加 存在 )， 计 算式 (3. 61) 将 得 到 函数 X(z)。 计 算 了 X(z) 的 反 变 换 利用 式 (3. 62) 的 复 
反 演 积分 ， 可 以 产生 zLn]。 将 这 种 关系 表示 为 
salata) (3. 65) 
3.7.2 Zz 变换 
本 节 将 通过 简单 的 应 用 介绍 基于 z 变换 的 系统 分 析 。 首 先 ， 给 出 两 个 简单 序列 的 z 变 
换 ， 接 下 来 利用 z 变换 求解 一 阶 数字 滤波 器 的 阶 跃 响应 。 
两 个 z 变换 在 讨论 这 些 例子 之 前 ， 首 先 考虑 下 列 收 敛 的 寡 级 数 : 
ye =1+b+ += 45; bei 
随后 将 说 明 该 奖级 数 在 表示 某 些 闭合 形式 的 z 变换 (而 不 是 以 级 数 形式 ) 时 十 分 重要 。 这 
里 更 倾向 于 使 用 闭合 形式 的 x 变换 ， 原 因 在 于 可 使 变换 结果 更 加 简洁 。 
回顾 离散 时 间 单 位 阶 牙 函数 w[Ln 一 no 1: 
l; ncm 
u[n— 7n] = le "ade (3. 66) 
TFET E FH 1 BS RECHT [8] A fp EK RR 
单位 阶 跃 函数 的 z 变换 
HES BT EK Ac AE YE n=0 的 单位 阶 跃 函数 z 变换 ， 由 式 (3. 63) 和 式 (3. 66)， 可 得 
Z[u[n]] = x u[n]z" -> (Det = 二 1 十 zi 十 xz +e 


令 级 数 中 a 一 2-!， 得 到 闭合 形式 的 x 变换 
NES 
Xt Fg lY z—1 
因此 ， 单位 阶 路 函数 的 < 变换 仅 在 |z-! | 二 1 处 存在 ， 也 就 是 说 ， 对 单位 圆 外 的 所 有 zx， 有 
z 变换 对 








E ted Tai “ 


Zz 
un] ie 
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单位 阶 牙 函数 的 = 变换 说 明了 标注 的 一 个 问题 。 式 (3. 61) 中 z 变换 的 定义 得 到 的 是 * :的 
函数 ， 然 而 我 们 通常 习惯 用 正 指数 表达 的 变量 。 一 些 作 者 将 所 有 的 z 变换 用 负 指 数 表示 。 
这 里 选择 转换 为 z 的 正 寡 来 表示 X(z)， 正 是 由 于 该 种 标注 更 为 普遍 而 且 不 易 出 错 。 因 此 ， 
例 3-18 X6 9f fr BT EK PR = 变换 表示 为 


alni (z[z1 (3. 67) 


这 一 并 
指数 函数 的 z 变换 
求解 指数 函数 zinjJ=a"uln lh z eR. a" 是 离散 时 间 指 数 函 数 ， 由 (3. 64) 可 得 








X(z) = >)arz 一 1 十 az 十 azz +e = 1 +az™ + (az) te 

n=0 
以 闭合 形式 给 出 z 变换 为 

n eh < -ljn __ 1 -— 之 

ZLa*u[n]] = Dj Caz ) eene sy! |z|> lal 
同时 得 到 z 变换 对 
aula <> Z; |z|>|a| < 
z— a 


如 同 例 3-18 和 例 3-19 Pras, AAA TBR em uLn] 和 指数 函数 a"uLn JAY) z 变换 的 存在 都 
有 条 件 。 任 意 函数 的 x 变换 存在 都 是 有 条 件 的 ， 以 使 此 无 限 级 数 


co 


ZLzLz]] = X6 = D z[n]z" 


n-—-—oc 


收敛 。 

在 式 (3. 62) 反 变换 的 积分 路 径 卫 由 X(z) 的 收敛 域 (Region of Convergence, ROC) fff 
定 。 在 利用 z 变换 表 求 解 反 变换 时 ， 需 要 知道 XC S. 

例 3-19 给 出 了 因果 函数 的 a"u [n] z 变换 对 为 


z 


F; 
nl) |z|> |al (3. 68) 


BY DL, z 变换 需 标明 其 ROC. 

式 (3. 68) 的 指数 函数 如 图 3. 22a 所 示 ， 同 时 给 出 了 其 = 变换 的 ROC， 其 中 a 为 实数 。 
为 了 说 明 ROC 的 重要 性 ， 下 面 推导 一 am[ 一 n 一 1] 的 双边 z 变换 ， 该 指数 函数 如 图 3. 22b 
所 示 ，a 为 实数 。 由 式 (3. 61) 


Z[— a"u[—^n—1]]- x —a'u[—^n—1]z" = b —ua x 





二 一 (a lz 十 a z? Haz He) 二 >> — (a iz)" (3.69) 
因为 当 n 宇 0 hf, u[—n—1]A 28. MEMS ERK 





ut » 
22 =a gw eel (3. 70) 
根据 (3. 69) ， 并 令 b—a^!z, R=1, BB) z 变换 
NN ee 5 en ee AUENE GENET 
Z[— a"u[—n—1]] TII oe |a? z|—1 (3. 71) 


该 变换 的 ROC 可 以 表示 为 |z| 二 |a|， 如 图 3. 22b 所 示 。 
HERG. 68) 和 式 (3.71) 的 双边 z 变换 对 : 


F, 
a"u[n]<—> = ; |z|> lal 
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SL Uf, 
LZ 
WY 





图 3.22 指数 函数 及 其 收敛 域 
—atul—n—1]+ |z|< lal 
可 以 看 出 ， 两 个 z 变换 结果 相同 ， 只 是 ROC 不 同 。 因 此 ， 在 求解 反 变换 之 前 必须 已 知 z 
变换 对 应 的 ROC, 
时 间 翻 转 单位 阶 跃 函数 的 z 变换 
考虑 单位 阶 跃 函数 uLn]， 由 (3. 67) 可 得 = 变换 对 


un] |zl>1 
对 于 时 间 翻 转 的 单位 阶 路 函数 一 4[ 一 n 一 1]， 由 式 (3. 71), 令 a=1 得 到 变换 对 
A es |z|=1 (3. 72) 
两 个 单位 阶 牙 函数 的 z 变换 是 相同 的 , 但 ROC 不 同 。 < 


关于 信号 和 双边 z 变换 ， 给 出 4 个 有 用 的 定义 : 
1. 如 果 对 于 n<n, x[n]—0, KBR x[Lnj 是 右边 函数 ， 其 中 ，n。 可 为 零 、 正 整数 或 
负 整 数 。 如 ，zxLz 十 10] 是 右边 函数 ， 因 为 
0, n<—10 


u[n+ 10] = {1 eer 18 


2. 如 果 对 于 n>n, x[n]—0, MBM xLnj 是 左边 函数 ， 其 中 ，n。 可 为 零 、 正 整数 或 
负 整 数 。 如 ，u[L 一 n 十 10] 是 右边 函数 ， 因 为 


u[ 一 nn 十 10] = (o pe 
3. 如 果 函 数 z[Lz] 既 不 是 左边 函数 又 不 是 右边 函数 ， 则 zxLnj 是 双边 函数 。 如 ，cos(n) 


是 双边 的 。 
4. 如 果 函 数 既 是 右边 函数 又 是 左边 函数 ， 则 该 函数 持续 时 间 是 有 限 的 。 如 ，(u[Lnj 一 


uLn 一 10]) 是 有 限 长 函数 。 
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当 处 理 双 边 = 变换 时 ， 以 上 4 个 定义 十 分 重要 。 
3.7.3 离散 时 间 函 数 的 z 变换 
K 3.9 给 出 了 常见 离散 信号 的 z 变换 。 下 面 给 出 使 用 该 表 的 过 程 。 
根据 函数 xLn]， 定 义 两 个 函数 7 [m VI m [m]: 
x [n] = x[n]uw[n]. x [n] = x[n]w[—^ n —1] 
因此 ，z [nj 是 右边 函数 ，x [nj 是 左边 函数 。 如 果 X(z) 存 在 ， 则 可 将 x[nj 表 示 为 
x[n] = xz’ [n] +x [n]=X(z) = X (z) + X (2 (3. 73) 
除了 表 3. 9 中 的 最 后 一 项 ， 表 3.9 中 的 每 个 变换 都 可 以 表述 为 X^ OREX GO. WE 
讨论 利用 表 3. 9 的 例子 。 





























表 3.9 z 变换 对 
离散 时 间 序 列 z 变换 ROC 
Ln] 1 zx 平面 
=0, m>0 
à[n—m] zo" z 平 面 ， 除了 { ne 
z=co, m<0 
u[n] mmn [z| 51 
—u[—n-—1] = [z| «1 
a^u[n] = Iz17 lal 
—au[—^n5-—1)] = Iz1 «lal 
az 
na"u[n] (z—a)! Iz12 la] 
—na"u[ —n—1] E |z|<|e| 
z(z—cos(Qo)) 
cos(Qon)uln] z? —2cos(Qo) z--1 |=| 71 
n sin(Qo)z 
sinCQon)u[n] z*—2cos(Q) £1 iba 
: z(z—rcos((20)) 
rcos Aon) u[n] z? --2rcos(Qo) z- r? lel>r 
il rsin(Qo)z 
rsin(Qon)uln] z?+2rcos(Q)z+r? [=| >r 
_ [üt 0<n<N-1 zN 一 CN 
a[n]= 4" 其 他 Nai |z| >0 


指数 函数 的 z 变换 
利用 (3.73) 和 表 3.9， 可 以 求解 一 个 双边 函数 [n] =a" 的 双边 z 变换 。 将 x [n] 


z[n]- a'" = a" [uln] +ul[—n—1]] 
= a"u[n]-d-a"u[—n—1]-9 x* [n] +r [n] 


X* (2 = Z[x* [n] ]= Z[a"uln]]= Z; |z|> lal 


z- —a 
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对 于 左边 函数 
X (2) = Zia [n]]- Zaun] Fs deb «lal 
因此 ， 双 边 函 数 [n ]—a'" 的 z 变换 为 


N 

Lr 

S 
= 
Il 
^ 
| 


a| « |z| <1/|a| EI 
la| —1 时 该 变换 存在 。 
3.7.4 收敛 域 
在 讨论 z 反 变换 之 前 ， 这 里 将 进一步 探究 收敛 域 。 首 先 考虑 一 个 特殊 的 例子 ， 假 设 函 
数 zxLnj 在 nn 等于零 和 1 之 外 全 为 零 ， 因 此 clin HEM ARR, BL 
XG) = x[0] + z[1]z? (3. 74) 
除了 在 z—O0 处 外 ，X(z) 在 平面 其 他 任意 点 都 存在 ， 所 以 ROC 为 除去 原点 之 外 的 整个 z 
平面 。 
现在 考虑 xin] RE n=—1 All n=0 处 有 非 零 值 的 情况 ， 同 样 地 ，z[ 站 持续 时 间 有 限 ， 
因此 
X(z) = z[—1Jz+2[0] (3. 75) 
在 有 限 平面 内 ， 函 数 在 任意 点 都 存在 ， 因 此 其 ROC 是 有 限 平面 。 
接 下 来 考虑 zxLnj] 是 持续 时 间 有 限 的 任意 序列 。 通 常 ，X(z) 只 在 原点 (如 在 式 (3. 74) 
中 ) 或 者 在 无 穷 点 (如 在 式 (3.75) 中 ) 处 有 极点 。 因 此 ， 得 出 结论 ， 有 限 序列 的 z 变换 ， 除 
了 可 能 在 原点 处 不 存在 ， 在 整个 有 限 = 平面 的 任意 点 都 存在 。 
由 本 节 的 讨论 可 见 ，ROC 范围 由 中 心 在 原点 的 圆 确定 ， 可 能 不 包括 原点 。 因 此 ， 
z 变换 的 ROC 为 以 下 4 种 形式 之 一 : 
1. 中 心 在 原点 的 圆 的 外 部 (右边 函数 ); 
2. 中 心 在 原点 的 圆 的 内 部 ， 可 能 除去 原点 (左边 函数 ); 
3. 中 心 在 原点 的 环形 区 域 ( 双 边 函 数 ); 
4. 整个 有 限 平面 ， 可 能 除去 原点 (持续 时 间 有 限 函 数 ) 。 
上 述 ROC 都 是 开 区 域 ， 即 ROC 的 边界 不 包含 在 收敛 区 域 。 
最 后 得 到 一 个 性 质 : 由 于 z 变换 在 其 极点 处 是 不 收敛 的 ， 因 此 函数 X(z) 的 所 有 极点 
都 在 其 ROC 的 外 部 。ROC 的 边界 始终 包含 极点 ， 可 能 还 有 其 他 极点 位 于 ROC 的 外 部 。 
3.7.5 z RER 
为 了 确定 双边 = 反 变换 ， 首 先 求解 X(z) 的 部 分 分 式 展开 式 ， 然 后 将 X(z) 表 示 为 两 个 
函数 之 和 ， 如 式 (3. 732: 
X(z) = X* (XD) +X (G-—x[n] = x* [nJ tax [n] (3. 76) 
这 里 X (z) 表 示 右 边 函 数 ， 包 含 其 极点 位 于 ROC 内 边界 之 里 的 展开 项 ，X- RREA 
函数 ， 包 含 其 极点 位 于 ROC 外 边界 之 外 的 展开 项 。 然 后 直接 由 表 3. 9 得 到 反 变 换 。 
下 面 给 出 三 个 例子 进行 说 明 ， 这 三 个 例子 中 的 双边 z 变换 均 相 同 而 ROC AR. ahi 
中 使 用 的 双边 z 变换 为 
2z* — 0. 75z z 


=% gp Z 
X(z) = X*—0.N8YXz—5) 2025 x 0.5 
CED -arn 
首先 考虑 函数 : 
= z ae D 
X = oe rgy P495 


第 3 章 频 域 概念 85 


极点 和 ROC 如 图 3.23 所 示 ， 可 知 xzLnj 是 右边 序列 ， 由 表 3. 9 得 


alin] = Z°[X(z)] = [0. 25" + 0. 5" ]u[n] 4 
Gil 3-22 续 
接 下 来 考虑 函数 : 
z z 
XG) = — 025 te os |z| «0.25 


极点 和 ROC 如 图 3. 24 所 示 ， 可 知 ，zLnj] 是 左边 序列 ， 由 表 3.918 


7 


Deed 


图 3.23 $i] 3-22 的 ROC 图 3.24 43-23 的 ROC < 
8i 3-23 续 
最 后 考虑 函数 
— z Re, . 
a “Fone aoe 
极点 和 ROC 如 图 3. 25 所 示 。 
函数 z/(z 一 0. 25) 是 右边 函数 的 z 变换 ， 函 数 


z/(z 一 0.5) 是 左边 函数 的 z 变换 。 由 表 3. 9 得 
z[z] 一 ZILXCz)] 一 0.25"x[2] 一 0.5"x[2 一 1] 
4 









0:25« |z| < 0.5 


下 面 介绍 两 个 重要 的 z 变换 性 质 。 

第 三 种 计算 = 反 变换 的 方法 就 是 通过 长 除法 
将 有 理 分 式 的 z 变换 展开 成 寡 级 数 。 具 体 展 开 方 
法 前 面 已 有 说 明 ， 即 利用 z 变换 表示 式 中 的 分 子 
除 以 其 分 母 ， 得 到 的 结果 是 震级 数 


X(z) = NOE) as To 十 TiZz tae? te (3.77) 
D(z) 


对 比 该 级 数 与 双边 = 变换 的 定义 ,可 以 看 到 
式 (3. 64) 中 的 xzLnj 等 于 式 (3.77) 中 的 z,。 下 面 通 
过 例子 说 明 该 过 程 。 i a 
利用 长 除法 计算 z 反 变换 
现 用 长 除法 验证 例 3-22 的 反 变 换 。 对 于 例 3-22， 
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x ES z z = Z2 — 0. 75x = 22? — 0. 75z 
d —0.35 '2— 0.8 (z—0.25)(z —0.5)  z*—0.75z 4-0. 125 
分 子 除 以 分 母 得 到 





2+0. 75271 +0. 3125277 ++ 
z?—0.75z+0.125 J2z? — 0. 75z 
22? — 1. 52+ 0.25 
0. 75z — 0. 25 
0. 75z — 0. 5625 + 0. 09375z ! 
0. 3125 — 0. 0937527 





Auk, z[0]—2.0, z[1]—0.75, z[2]—0.3125, 证实 了 例 3-22 中 的 计算 结果 。 < 
通过 例 3-25 TUAH, ERAEGK HUE TEE BL SERIE RIA. Ty REDUCIT 3E HE Gr 
算 z 变换 函数 的 前 几 个 值 。 
下 面 介绍 两 个 重要 的 z 变换 性 质 。 
对 于 x[2]— Ga[n]4-x& Un D ,. REAG. 61)，z[Lnj 的 z 变换 为 


ZLz[m)]=ZCa Dn] Hs D]. 33 Cn Dd + alee 


= >) a[n] + >) xnl*-XG-XG;,ROC-R N R, (3.78) 


Hop. RAR: 表示 Xi1(z) 和 Xs(z) 的 收敛 域 的 交集 。 

因此 ， 两 个 函数 和 的 z 变换 等 于 函数 > 变换 之 和 。( 假 设 这 两 个 函数 的 z 变换 均 存 
在 。) 通 过 将 前 面 推导 中 的 xz;Lnj 蔡 换 为 zi3[Lnj 十 zsLnj 并 以 此 类 推 ， 该 性 质 可 扩展 到 任意 多 
个 函数 和 的 情况 。 

为 推导 z 变换 的 第 二 个 性 质 ， 研 究 az[nj 的 z 变换 ， 其中，a 为 常数 : 


Z[ax[n]]— erbe B. «Malle " = aX (x) (3. 79) 


因此 ， 函 数 乘 以 常数 a 的 = 变换 等 于 常数 乘 以 此 函数 的 = 变换 。 具 有 性 质 式 (3. "i^ 
式 (3.79) 的 变换 称 为 线性 变换 ，z 变换 是 一 个 线性 变换 。 这 两 个 性 质 通常 表 示 为 一 
等 式 : 
Zlaiziln] J- a;zxs[ n] ]9 a1Xi (z) +a:X: (z) (3. 80) 
FROM z 变换 的 线性 性 质 。 
假设 ， 式 (3.79) 中 的 常数 a 用 函数 y [n RE. W 


ZLytnJz[n]]= 5 stndetnle™ # D slale” D) atre? 


因此 ， 
ZLyUn]xUn]1]2 ZLyLnjjZ[LzLnj] (3. 81) 
两 个 函数 乘积 的 z 变换 不 等 于 这 两 个 函数 各 自 z 变换 的 乘积 。 
3.7.6 z 变换 性 质 


表 3.10 列 出 了 部 分 = 变换 的 性 质 。 

初 值 和 终 值 性 质 

这 里 通过 举例 来 说 明 初 值 和 终 值 性 质 。 单 位 阶 路 函数 u[nj 的 = 变换 为 
Z[u[n]]— LED | a Sok 


u[n]d& n, —0 的 右边 函数 ， 可 采用 单 边 z 变换 ， 由 表 3. 10 中 的 初 值 性 质 得 ， 
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1 
z[0] = lim — i =i: 
已 知 uLnj 的 终 值 是 存在 的 ， 因 此 由 表 3.10 中 的 终 值 性 质 得 ， 
z[co]= lim(z — 1)X(z) = lim(z — 1) —— = limz = 1 
zl zl € -- 1 z-]1 
可 见 这 两 个 值 都 是 正确 的 。 < 
表 3.10 z 变换 的 性 质 
性 质 变换 对 收敛 域 
z 变换 表示 a[n]<->X(z) R. 
ann] Xi (2) Ri 
zin] X, Go R: 
线性 axı[n]+bz:[n] a Xi C +X: (2) 至 少 RR 
时 移 = R. 可 能 比 原 来 的 收敛 域 增加 或 减少 
时 间 反 转 z[—n2]--X(z7!) Rz? 
频 移 eo^ z[n]« - XCe-io"z) R, R. 
卷 积 zi[n] * zaLnj<> X1 (2) XO BY RAR: 
z 域 微分 nz[n] +z Gt R. 
初 值 z[0] 一 limX(z)， WMR n<0, x[n]—0 
终 值 lim z[n]—limCz— D XGO , 如 果 lim zx[nj 存 在 


T 
现在 考虑 正弦 函数 sin(xnn/2)u[n]. HÆ 3. 9 18. 
zsin(x/2) 








Z[sin(xn/2)] = aT os E |z|>1 
由 表 3. 10 中 的 初 值 性 质 得 ， 
xz[0] = limX(z) = 
由 终 值 性 质 得 ， 
z[co] = lim(z—1) OE =0 
结果 是 错误 的 ， 原 因 在 于 sin(xn/2)uLnj 会 继续 震荡 ， 因 此 没有 终 值 。 a 


由 此 可 见 ， 利 用 X(z) 求 解 zLnj 终 值 时 ， 首 先是 z[nj 的 终 值 存在 。 
时 移 性 质 
描述 系统 的 差分 方程 为 

y[n] = 0.9y[n—1] — 0. 2y[ — 2] + 0. 3[n — 1] 

B y[-71]25»[-2]20, zx[ 一 1]=0。 

利用 线性 性 质 和 时 移 性 质 求解 此 方程 的 z 变换 

Y(z)—0.9z!Y(z) — 0. 227° Y(z) +0. 3271 X(z) 
将 含 Y(z) 的 项 移 至 方程 左 侧 并 整理 得 

(1 一 0.9z +0. 227) Y(z) = 0.3z ! X(2) 

求解 了 (z) 并 用 z 的 正 指数 形式 表示 


Yo = 0: 2z 


0 P E 9) 


下 一 节 将 推导 其 他 性 质 。 
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3.7.7 LTI 系统 的 应 用 

本 节 将 讨论 z 变换 在 线性 非 时 变 (LTD 系 统 中 的 应 用 。 首 先 讨论 系 统 的 传输 函数 ， 然 
后 研究 系统 的 某 些 性 质 。 

传输 函数 ” 若 描 述 某 因 果 离 散 时 间 系 统 的 数学 模型 为 常 系数 的 线性 差分 方程 ， 则 该 离 
散 时 间 系 统 是 线性 非 时 变 系统 。 模 型 的 通用 方程 为 


N M 
Sayvln—k] = J ozin k] (3. 82) 
k=0 k=0 


其 中 zx[Lnj] 为 输入 信号 ，y[Lnj 为 输出 信号 ，N JS BSEC DEBIT. WRAL ba N MH 
离散 系统 的 参数 。 对 于 因果 系统 ，M 达 N。 为 了 方便 ， 这 里 假设 系统 是 因果 的 ， 并 今 
M-—N, WR MN， 且 系统 为 因果 系统 ， 右 侧 累加 和 中 的 某 些 系数 必须 为 零 .) 

由 表 3. 10 中 的 时 移 性 质 ， 可 得 


i ld z "F(z) (3. 83) 
das CY) = Ye xc) (3. 84) 


Hp, n<0 hf, x[n]—y[n]—0, KRC. 84) 展 开 为 
[ao tarz” +e +Hanaz ™! Hanz ™ |Y(z) 
= [bp +b 27) +e + by 2 + byz IX (xz) (3. 85) 
定义 离散 系统 的 传输 函数 H(z) WY GO /X GO ,. Ae, HRG. 85) 可 得 ， 
Hig= YGO | bo tbe te +b go + bya” 
X(z) aota” +e fanz Hanz ™ 
- bz" -- bz NA + e + by az d by 
aoz Haiz” +--+ Jay az tan 
其 中 最 后 一 步 是 将 变量 z 以 正 指数 形式 表示 。 下 面 举例 说 明 。 < 
由 系统 的 差分 方程 求解 传输 函数 
根据 例 3-28 中 系统 的 差分 方程 和 z 变换 方程 。 系 统 传输 函数 定义 为 输出 信号 = 变换 与 
输入 信号 = 变换 之 比 : 











HG) = y 7 oba FOA : 
由 系统 框图 求解 传输 函数 
如 图 3. 26a 所 示 的 a 滤波 器 ， 描 述 系统 的 差分 方程 为 
»y[n] — A —a)yln— 1] = az[n] 
此 例 中 ， 令 a—0.1, WA 
y[n] —0. 9y[n— 1] = 0.1z[n] 
将 方程 两 边 进行 x 变换 可 得 
(1—0.9z!)Y(z) = 0.1X(z) 
因此 系统 的 传输 函数 为 
DPI OMNES RN a xi 





X(z) 1—0.92! z—0.9 
注意 ， 也 可 以 直接 由 式 (3. 840 5j sx C3. 86) 得 到 例 3-29 和 例 3-30 中 的 系统 传输 函数 。 
通常 利用 传输 函数 互 (z) 或 差分 方程 来 描述 滤波 器 。 例 3-30 中 图 3. 26 所 示 的 a 滤波 
器 的 框图 可 以 采用 4 种 形式 中 的 任意 一 种 。 传 输 函 数 中 用 “表示 时 延 基于 以 下 性 质 
ZU yln —1]]2 z?ZL[y[n]]9 z?^YCOÓ 





Tzu p 


d) 
图 3.26 a 滤波 器 框图 


因果 性 ”下面 讨 论 LTI 因果 系统 。 对 于 传输 函数 
H(z) = + , (e 0.9 (3. 87) 

其 中 最 后 一 个 函数 表示 式 可 通过 ANA FREE. BRGRIFARHN, ANB 
系统 可 以 表示 为 一 个 物理 可 实现 系统 并 联 一 个 单位 时 间 前 移 系 统 。 由 于 OH GO ART E 
比分 母 高 ， 因 此 出 现 了 单位 时 间 前 移 。 

根据 以 前 的 讨论 可 知 ， 对 于 一 个 因果 系统 ， 当 变量 z 以 正 指数 形式 表示 时 ， 式 (3. 86) 中 
传输 函数 互 (=) 分 子 的 阶 数 不 能 高 于 分 母 的 阶 数 。 如 果 传 输 函 数 采 用 式 (3. 86) 中 的 负 指 数 形式 
表示 ， 也 就 是 ， 





Y(z) E b, +b; 2 十 … 十 bi ac Mi 十 bnz ™ 
X(z) ao 十 aiz 1! + ads Hayag 87 十 avwz N 
如 果 ao 天 0， 此 系统 是 因果 系统 。 


H(z) = (3. 88) 





稳定 性 ”现在 将 因果 系统 有 界 输入 有 界 输出 (BIBO) 的 稳定 性 与 系统 传输 函数 联系 起 
来 。 首 先 回顾 一 下 BIBO 稳定 性 的 定义 。 
BIBO 稳定 性 ”如果 系 统 对 于 任意 有 界 的 输入 ， 其 输出 均 有 界 ， 则 该 系统 为 稳定 的 。 
XT ON 阶 离散 时 间 LTI 因果 系统 ， 传 输 函 数 可 以 表示 为 
: YCo2) byz" E biz"? ++ tby-iz t+ bn 
[(3. 86) | H(z) = X(z) T a3 Laus dre. ag a > dy 
其 中 wo 天 0。 该 传输 函数 的 分 母 可 通过 因 式 分 解 为 
aoz +aiz™ + +Hanaiz Han = alz — pi)(z— ps)*…(z— pr) (3. 89) 
这 些 多 项 式 的 零点 为 传输 函数 的 极点 。 根 据 定义 ， 极 点 是 使 得 HAUS z f se 
首先 假设 互 (z) 没 有 重 极点 ， 利 用 部 分 分 式 法 表示 式 (3.86) 中 的 输出 Y(z) 为 


m = b,zN biz! +e + by z+ by 
Ye HON) = So epee ee 


= (3. 90) 
其 中 ， 部 分 分 式 法 中 的 了 ,(z) 来 源 于 输入 信号 X(z) 的 极点 所 对 应 的 各 项 之 和 ， 因 此 Y,(z) 
对 应 系统 的 强迫 响应 。 
ERG. 90) 的 部 分 分 式 中 ， 假 设 电 (z) 分 子 的 阶 数 比分 母 的 阶 数 低 。 如 果 多 项 式 分 子 
的 阶 数 等 于 或 者 大 于 多 项 式 分 母 的 阶 数 ， 部 分 分 式 就 包含 如 式 (3. 87) 所 示 的 附加 项 。 
式 (3. 90) 的 反 变 换 为 
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yln] = ki pi + kept d + kupi + yn] = yaln] + y Un] (3. 91) 

y.Ln SDR Ae RHR, Alt». n 13e SR ERU Ere RV Kiem AS xz[nj 是 
何 种 形式 ， 系 统 输出 均 包 含 自由 响应 。 自 由 响应 中 的 每 项 p? 称 为 系统 的 响应 形式 。 

如 果 输 入 信号 zLn] 有 界 ， 则 强迫 响应 y.[n] 有 界 ， 因 为 y,[nj 与 x[n] 具 有 相同 的 函数 
形式 。(Y,(z) 与 X(z) 拥 有 相同 的 极点 。) 因 此 ， 一 个 无 界 输出 必定 是 至 少 存在 一 个 自由 响 
应 项 kip? 为 无 界 所 导致 的 。 只 要 至 少 一 个 极点 的 模 |p; | 大 于 1， 这 种 无 界 性 就 会 产生 。 

根据 定义 ， 系统 特 征 方程 是 将 传输 函数 的 分 母 多 项 式 置 零 。 因 此 ， 特征 方程 是 
AG. 86) 中 的 分 母 为 零 ， 即 

aoz Haiz?! ++ tay ztan = ao(z 一 Pi)(z 一 pe)*…(z—p,)=0 (3.92) 

此 为 系统 的 特征 方程 。 对 于 因果 系统 ， 如 果 特 征 方程 的 根 都 在 平面 的 单位 圆 内 ， 则 系统 

是 稳定 的 。 对 于 互 (z) 有 重 极点 的 情况 ， 上 述 结 论 依然 适用 。 下 面 举 例 说 明 系 统 的 稳定 性 。 
由 传输 函数 判定 系统 的 稳定 性 


考虑 例 3-28 和 例 3-29 中 的 系统 。 在 例 3-29 中 ， 该 因果 系统 的 传输 函数 为 
H(z) = Y) _ 0. 3z 
X(z) z? —0.9z4-0.2 


将 特征 多 项 式 置 为 零 ， 得 到 系统 的 特征 方程 : 
z’ 一 0.9z 十 0.2 一 (z 一 0.4)(z 一 0.5) 一 0 
特征 方程 的 根 即 传输 函数 的 极点 决定 了 系统 的 稳定 性 。 系 统 的 响应 形式 为 
(0. 4)” 和 (0. 5)” 
由 于 该 特征 方程 的 两 个 根 的 模 都 小 于 1( 对 应 的 极点 都 在 单位 圆 内 ) ， 因 此 该 系统 是 稳定 的 。 





如 果 其 中 有 一 个 极点 在 单位 圆 外 ， 则 系统 不 稳定 。 4 
可 逆 性 
HRA 系统 五 (z) 的 闭 系 统 五 ,(z) 是 另 一 个 系统 ， 当 其 与 互 (z) 级 联 时 ， 得 到 一 个 传 
输 函 数 为 1 的 系统 。 
因此 ， 由 定义 可 得 H: (z) 为 
1 
H(z) H;(z) = 1>H;(z) = HG) (3. 93) 
下 面 讨论 逆 系 统 的 特征 。 因 果 系 统 的 传输 函数 五 (=) 可 以 表示 为 
Fie) Bat Set bag o el (3. 94) 





aoz Haiz +e tay 
Et, AFA BBUF MAS FA RCM<N). Alt, RASH BRA 


aoe” + az"! + zd 十 an 
(2) = 2% Traps oy 3. 95 
Hide) = y E bud bon F by PANE 


如 果 N 委 M， 这 个 系统 是 因果 的 。 因 此 ， 为 保证 该 系统 及 其 逆 系 统 均 为 因果 ， 则 有 M 一 N。 
接 下 来 讨论 系统 稳定 性 。 下 面 讨论 系统 的 稳定 性 。 为 了 使 式 (3. 94) 表 示 的 因果 系统 稳 
定 ， 传 输 函 数 的 所 有 极点 必须 都 在 z 平 面 的 单位 圆 内 。 为 
了 使 着 系统 (3. 95) GE, HOWRAH HOHP w FH yy ERR cw 
必须 都 在 z 平面 的 单位 圆 内 。 为 了 使 图 3.27 中 的 系统 
ee 则 要 求 其 所 有 的 零点 和 极点 均 在 = 平面 的 单 13.27 KARIM 
3.7.8 离散 时 间 传 里 叶 变 换 与 z 变换 的 关系 
现在 将 DTFT 5j z 变换 联系 起 来 。 离 散 序列 xn OG z 变换 定义 为 
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oo 


[(3. 61) ] Zl ain] ]= X(2 = >> z[n]z" 


oo 


表 3.9 列 出 了 部 分 离散 时 间 函 数 的 双边 = 变换 。 离 散 序列 z[ 四 的 DTFT 定义 为 
[(3. 29) ] X(Q) = DFT(X[n]) = 5 x[n]e "? 


对 比 式 (3. 61) 573X (3. 29) 可 知 ，z 变换 与 DTFT 的 关系 如 下 : 
DTF (x[n]) — Z[zl[n]]|.=00 (3. 96) 
由 此 方程 可 以 看 到 ， 如 果 离 散 信号 的 DTFT 存在 ， 则 可 通过 z 变换 求 其 DTFT。 
这 里 无 需 证 明 ， 如 果 zx[nj 是 绝对 可 和 的 ， 则 DTF {elin EE, B 


2 | aln]| < œ (3. 97) 


一 一 co 


这 个 条 件 是 充分 条 件 。 一 些 不 满足 此 条 件 的 离散 信号 确实 存在 DTFT。 通 常 ， 这 些 离散 信 
号 的 DTFT 存在 ， 且 是 以 2 为 变量 的 冲 激 函数 ， 将 在 以 后 讨论 这 些 信和 号 的 变换 。 

FER 3. 9 中 给 出 了 z 变换 的 收敛 域 ,这些 收 敛 区 域 < 和 |z| 雪 2 是 环 状 的 。 为 了 利用 该 
表 求 解 DTFT， 把 > 一 e 代 人 式 (3.96)， 则 收敛 域 变 为 

a< |z| « &-a« |&|<b 

由 于 |e?| 二 1， 对 |e?| 作 图 ， 其 对 应 z 平 面 上 的 单位 
圆 。 因 此 ， 表 3.9 中 收敛 域 包含 单位 圆 的 z 变换 ， 
可 直接 替换 为 函数 对 应 的 DTFT， 该 性 质 在 图 3. 28 
中 已 给 出 说 明 。 在 图 3.28a 中 ， 单 位 圆 位 于 收敛 域 
之 内 ， 则 DTFT 存在 。 在 图 3.28b 中 ， 单 位 圆 位 于 
收敛 域 之 外 ， 则 DTFT 不 存在 。 下 面 将 举例 进行 
说 明 。 | 
利用 z 变换 求解 DTFT 图 3. 28 收敛 域 
求解 函数 xzLnj 二 na™m[Lnj 的 DTFT。 由 表 3.9 得 


Z[na"u[n]]= ( 


az 
Sm’ 
因此 ， 为 了 使 得 na"w[n]B] DTFT 存在 ， 则 需 |e? |=1>/a|, Alsen DTFT 为 


a a e 
DTF (za ulna] 一 Tape} la| «1 < 


计算 频率 响应 ”对 于 由 z 变换 传输 函数 描述 的 离散 系统 ， 式 (3. 96) 提 供 了 计算 其 频率 
响应 的 方法 。 将 传输 函数 中 的 = 以 轨 代 蔡 ， 即 可 求解 离散 系统 对 应 的 频率 响应 。 

由 z 变换 传输 函数 求解 频率 响应 

对 于 例 3-30 中 的 滤波 器 ， 抽 样 间隔 T=0. 01s。 描 述 该 滤波 器 的 = 变换 传输 函数 为 
Y(2) 0.1 





|z| > lal 





Fike) = Sy TO de 
为 了 计算 频率 响应 ， 利 用 式 (3. 96) 得 到 
fend HA £L. Od I w< 100x 





1—0.9e20?  1—0.9e0?  1—0.9e?9»* 
(3. 98) 
通过 代入 选 定 的 w 值 ， 由 式 (3. 98) 可 计算 出 系统 的 频率 响应 。 
采用 w 的 300 个 值 ， 通 过 下 列 MATLAB 程序 计算 并 画 出 系统 的 幅度 谱 和 相位 谱 。 
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w=[0:1:300]; % Est. frequency range in radians per second) 

T-0.01; $( Sample rate: 100 samples per second) 

W-w*T; $W is in radians per sample. 

numH-[0.1]; denH-[1 -0.9]; 

HW=freqz(numH, denH, W); 

magH=abs (HW); phaseH=angle (HW) *180/pi; 

subplot (2,1,1); plot(w,magH),grid, %Frequencies plotted are % in rad/s. 
subplot (2,1,2); plot (w, phaseH) , grid 


该 滤波 器 的 频率 响应 以 w(rad/s) 作 为 频率 变量 进行 计算 和 显示 ， 如 图 3.29 所 示 ， 其 


与 本 章 的 表示 方式 保持 一 致 。 然 而 ， 在 通信 系统 和 数字 信和 号 处 理 领 域 ， 频 率 更 多 地 采用 
fCAD RA. FRK MATLAB 程序 以 了 作为 频率 变量 。 该 程序 计算 并 画 出 了 该 滤波 器 
在 频率 范围 OSS Sfs/2 1024 个 点 处 的 频率 响应 。 


fs=100; 

num=0.1; den-[1 -0.9]; 

[H f]-freqgz (num,den,1024,fs); 
mH-abs(H); phH-angle (H)*180/pi; 
subplot(2,1,1);plot(f,mH),grid 
subplot(2,1,2);plot(f,phH),grid 








频率 弧度 / 秒 ) 
b) 
图 3.29 fil 3-33 的 频率 响应 图 4 


小 结 


本 章 研 究 了 连续 和 离散 时 间 信号 的 频 域 表 示 。 傅 里 叶 级 数 用 于 计算 周期 的 连续 时 间 信 号 的 频谱 ; 傅 


里 叶 变 换 用 于 计算 非 周 期 和 周期 的 连续 时 间 信号 的 频谱 ; 离散 时 间 仿 里 叶 变 换 用 于 计算 离散 时 间 信 号 的 
连续 频谱 ; 离散 传 里 叶 变换 用 于 计算 离散 时 间 信 和 号 的 离散 频谱 。 快 速 傅 里 叶 变 换 是 计算 离散 傅 里 叶 变换 
的 快速 计算 方法 。 最 后 ， 拉 普 拉 斯 变换 和 xz 变换 分 别提 供 了 连续 时 间 系 统 与 离散 时 间 系 统 的 复 频 域 表 示 
方法 。 


如 果 和 希望 更 深入 地 研究 本 章 所 提 到 的 内 容 ， 建 议 查阅 参考 文献 1 一 7。 


习题 
概念 是 


ah wh — 


, AE Al FATE 2k A ER. np ROBO RAS ETA HE AN? 

. 解释 为 什么 在 推导 傅 里 叶 级 数 系数 时 可 以 采用 均 方 误差 ? 还 有 哪些 准则 也 可 以 是 有 效 的 ? 

. 复 指数 函数 在 其 派生 的 正 交 基 函 数 中 尤为 重要 的 原因 是 什么 ? 

. sin(0) —0, JJ ft ^ sinc(0)=1? 

. 傅 里 叶 变 换 中 时 间 展 缩 性 质 体现 了 信号 时 间 变 化 率 与 其 频谱 之 间 的 什么 对 应 关系 ? 如 何 与 系统 的 要 求 
相 联 系 ? 


第 3 章 频 域 概念 


6. 傅 里 叶 级 数 与 傅 里 叶 变 换 之 间 的 关系 是 什么 ? 

7. 传 里 叶 变 换 与 离散 时 间 傅 里 叶 变换 之 间 的 关系 是 什么 ? 

8. 离散 时 间 伟 里 叶 变换 (DTFT) 与 离散 傅 里 时 变换 (DFT) 之 间 的 关系 是 什么 ? 
9. DFT 与 FFT 之 间 的 关系 是 什么 ? 

10. 解释 FFT 计算 过 程 中 补 零 的 重要 性 。 

11. 傅 里 叶 变 换 与 拉 普 拉 斯 变换 之 间 的 关系 是 什么 ? 

12. 拉 普 拉 斯 变换 与 z 变换 之 间 的 关系 是 什么 ? 


13. 


DTFT 5 z 变换 之 间 的 关系 是 什么 ? 


14. 解释 = 变换 中 需要 知道 收敛 域 的 重要 性 。 





计算 题 
3.1% 
3.1 AS —fUEXS HB nESCBCS 
(i) zı (t)=3-+ Scost-- 6sin( 22+ ) 
(ii) zz (2 — —10+3cost+7sin4. 5t 
(iii) xz (4) —5-— 10cosC105 7) +4cos(10’t) + 2sin(1. 1X 1072) 
(a) 计算 每 个 信和 号 的 复 指数 形式 健 里 叶 系 数 ， 
(b) 计算 每 个 信号 的 组 合 三 角形 式 健 里 叶 系 数 。 
3.2 计算 图 P3. 2 所 示 周 期 信号 的 复 指数 形式 传 里 叶 级 数 系数 。 
一 和 一 3 0 3 6 9 t 
图 P3.2 周期 矩形 脉冲 
3.3 (a) 求 出 所 有 使 得 cos( man t) Al cos(nawz) 在 周期 T。 内 相互 正 交 的 整数 mm 与 n。 
(b) 求 出 所 有 使 得 cos(mwoz) 和 sin(nwozt) 在 周期 T。 内 相互 正 交 的 整数 mm Gn, 
(c) 求 出 所 有 使 得 sin(mwot) 和 cos(naw) 在 周期 T。 内 相互 正 交 的 整数 m. Gn. 
3.4 利用 式 (3.9) 计 算 图 P3. 4 所 示 信 和 号 的 传 里 叶 系数 。 





xy(t) 2 x(t) 2 
1 


-4 -3-2-10 12 3 4 S 6 7 8 t -3 一 2 -1 0 1 2 3 


xét) xe(t) 6 
2 余弦 的 3/4 


-3 


-2 -1 0 1 2 3 t -4 -3 2 -1'0' 1 2 3 4 5 6 7 BF 
d) e) 


图 P3.4 周期 信号 
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3.5 BA P3. 2 所 示 信 号 的 频谱 ， 标 出 直流 分 量 和 前 4 个 谐 波 分 量 。 


3.6 


3.7 


(a) 画 出 图 P3. 4a 所 示 信 号 频谱 的 幅度 谱 。 标 出 直流 分 量 和 前 4 个 谐 波 分 量 。 
(b) 对 图 P3. 4b 所 示 信 号 重复 问题 (a)。 

(c) 对 图 P3. 4(c) 所 示 信 号 重复 问题 (a)。 

(d) 对 图 P3. 4(d) 所 示 信 号 重复 问题 (a)。 

(e) 对 图 P3. 4(e) 所 示 信 和 号 重复 问题 (a) 。 


利用 MATLAB 和 全 里 叶 级 数 计算 并 画 出 幅度 为 3 伏特 的 10Hz 方 波 。 利 用 不 同 N 值 的 健 里 叶 级 
数 ， 计 算 并 画 出 至 少 一 个 完整 周期 的 方 波 ; (0 N= 二 3，(b) N= 二 9，(c) N= 二 33. (注意 ， 附 录 D. 1 节 列 


出 的 MATLAB 函数 fouriersq 可 以 有 助 于 解答 该 问题 。) 


3.2 节 


3.8 ”利用 健 里 叶 变 换 的 定义 计算 下 列 信 号 的 变换 : 
(a) x, (t)=2[u(t—3) —u(t+3) ] (b) zx, CO —2[uG) —u(t—6) ] 
(c) z(t) =e "[uCD —u(t—6) ] (d) za (D —t[uCD —u(G—6)] 


3.9 


3. 10 
3. 11 


(e) x. CO —cos(xO[uC(z4-3) —u(t—3) ] 


x(t) = cos Cost) B] 1G HE np 2E dg. X Co) — x [8o — s) d- 8 Co - wo ) ].. IE EA TER. Ar X dE SE 
y(t) —sinCos t) B 48 E n Ze ds : 


(a) 微分 性 质 (b) 时 移 性 质 
利用 表 3. 3 和 表 3. 4 求解 习题 3. 1 中 信和 号 的 人 很 里 叶 变换 。 
计算 图 P3. 11a 和 b 所 示 信 号 的 频谱 ， 并 进行 对 比 。 


gá(t) 


-150  -100 -50 0 50 100 150 t (ms) 
a) 
gelt) 
10 
-15 —10 -5 0 5 10 15 t (ms) 
b) 


图 P3.11 习题 3. 11 的 信号 
(a) 确定 图 P3. 12a 中 所 示 电 路 的 傅 里 时 变换 传输 函数 ( 即 频率 响应 函数 ) 


1H 100 


十 十 十 + 
(0) 100 vt) () 0.1F ji v(t) 


si 


a) RL 电 路 b) RC 电 路 
P3-12 2386 3.12 图 
(b) 对 P3. 12b 中 电路 重复 问题 (a); 


(c) 计算 图 P3. 12a 和 b 中 电路 的 冲 激 响应 函数 。 
(a) 计算 图 P3. 13 所 示 信 和 号 gs (2) 的 频谱 ， 并 画 出 其 频谱 图 。 





P3.13 周期 矩形 脉冲 


$3* RRMA 


(b) 如 果 gy (bo 的 周期 加 倍 ， 频 谱 将 如 何 改 变 ? 
(c) 如 果 g, 〇 中 每 个 脉冲 的 持续 时 间 减 半 ， 频 谱 将 如 何 改 变 ? 
3.14 计算 信号 z(i) 一 6sin(100i)cos(1000z) 的 傅 里 叶 变 换 ， 并 画 出 其 频谱 图 。 
3.15 ”利用 仁 里 叶 变 换 计算 卷 积 : 
(a) y (1?) 中 二 sinc(t) x sinc(t) (b) ys (2) =sinc’ (t) x sinc(2) 
(c) y. (D =sinc(t) * e* sinc(t) 
3.16 ”利用 时 域 卷 积 或 者 频 域 卷 积 定理 计算 以 下 信和 号 的 传 里 叶 变换 ， 
(a) 3Lu(t)—u(t—5) ] * 2Lu(t) —uG—5)] (b) e *cos(100xt) u(t) 
(c) cos(100x2) sin(1000xz) 
3.17 ”利用 传 里 叶 变换 的 卷 积 性 质 ， 当 mw (z) 等 于 以 下 值 时 ， 求解 图 P3. 12 每 个 电路 中 的 v): 
(a) vı (2) =2sin(502) CV) (b) vı (t)=2sin(1002) CV) 
3.35 
3.18 (a) 在 .N=8 时 ,利用 DTFT 求解 具有 下 列 脉冲 响应 的 数字 滤波 器 的 频率 响应 。 
"rm 1, SASN 
0, 其 他 
(b) 画 出 幅 频 图 。 
3.19 (a) 利用 DTFT 计算 以 下 信和 号 的 频谱 : 
(i) zx, [n] (0. 5)"u[n] 
(ii) a [n] €—0. 5)"u[n] 
(b) 利用 MATLAB 画 出 问题 Ca) 中 的 幅 频 谱 ; — (c) 利用 MATLAB 画 出 问题 (a) 中 的 相 频谱 。 
3.20 计算 图 P3. 20 所 示 各 信号 的 DTFT。 





-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 nm 





= T 6 -$ -A —à — A Q 1 2 wb S. 6- T Q8 098 


图 P3.20 离散 时 间 信 和 号 
3.21 由 下 列 差 分 方程 描述 的 滤波 器 
y[z] = 2x[n] + 3z[n— 1] + 2z[n— 2] 
其 中 ，z[nj 为 输入 信号 ，yLnj 为 输出 信号 ， 
(a) 计算 并 画 出 此 滤波 器 的 脉冲 响应 Am ]; (b) 计算 并 画 出 互 (2) 。 


3. 22 给 定 离散 时 间 信号 的 DTFT 为 X(0) 二 二 万， 输入 到 一 个 离散 系统 ， 其 脉冲 响应 的 DTFT 为 





OT, few 
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3. 


w 


w w 


3 


(a) 确定 输出 信号 y[ 站 的 DTFT; (b) 确定 输出 的 离散 时 间 信号 yLn] 
23 计算 周期 N —5 的 周期 离散 时 间 信 号 x[nj 的 XCO) ， 其 第 一 个 周期 的 表示 式 为 
pl = » n = 0,1,2 
: 0, 其 他 
.4 节 


.24 信号 x(t) =u) —u(t—4) WA P3. 24 所 示 。 


(a) 计算 从 t=0 开始， 以 Ts —2ms 对 其 抽样 ， 计 算 抽 xD) 

样 后 信号 的 4 点 DFT， 画 出 幅度 谱 和 相位 谱 。 
(b) 利用 MATLAB 计算 并 画 出 以 T. =1ms 抽样 后 

信号 的 8 点 DFT。 = -3 =2 271) 1^ 5 435-4 inf 
(c) 利用 MATLAB 计算 并 画 出 以 Ts —0. Sms 抽样 图 P3.24 和 矩形 脉冲 信号 

后 信号 的 16 点 DFT。 


(d) 分 析 问 题 (a)、(b) 和 (c) 的 结果 ,讨论 它们 之 间 的 关系 。 


.25 (a) 计算 图 P3. 20a 所 示 信 号 的 8 点 DFT; 


(b) 利用 MATLAB 程序 验证 (a) 中 结果 。 


.26 (a) 计算 图 P3. 20b 所 示 信 号 的 8 点 DFT; 


(b) 利用 MATLAB 程序 验证 (a) 中 结果 。 


.27 (a) 计算 图 P3. 20c 所 示 信 号 的 8 点 DFT; 


(b) 利用 MATLAB 程序 验证 (a) 中 结果 。 


.28 对 一 个 连续 时 间 信 号 在 1 秒 内 进行 1024 点 等 间隔 抽样 ， 计 算 其 DFT. 


(a) DFT 的 相 邻 频率 分 量 的 间隔 是 多 少 弧度 / 秒 ? 
(b) 在 此 连续 时 间 信 号 中 可 以 存在 的 最 高 频率 分 量 应 是 多 少 ? 


.29 (a) 利用 MATLAB 计算 并 画 出 图 3. 20c 所 示 信 号 的 64 点 DFT。 假设 抽 样 周期 为 二 0.1s， 如 果 


需要 则 可 以 补 零 。 
(b) DFT 的 频率 分 辩 率 是 多 少 ? 
.30 (a) 利用 MATLAB 程序 计算 并 画 出 习题 3. 24 中 信号 的 DFT， 其 中 抽样 周期 采用 T—0. 1s, mR 
需要 则 可 以 补 零 。 
(b) DFT 的 频率 分 辨 率 是 多 少 ? 
.31 对 信号 x(t) —5cos(8xD M t—0 开始 以 0. 1 秒 的 抽样 周期 进行 8 点 抽样 。 
(a) 计算 抽样 所 得 序列 的 DFT; 
(b) 利用 MATLAB 验证 (a) 中 结果 ; 
(c) 计算 z(o 的 傅 里 叶 变换 ， 并 将 其 与 (a) 、(b) 中 结果 做 对 比 ， 解 释 其 中 的 差异 。 
.32 将 习题 3.31 中 的 离散 时 间 序 列 乘 以 一 个 8 点 汉 明 窗 后 重复 习题 3. 31 过 程 。 讨 论 此 DFT 与 习 
题 3. 31 中 DFT 的 区 别 。 
33 ”将 习题 3.31 中 的 离散 时 间 序 列 乘 以 一 个 8 点 汉 宁 窗 后 重复 习题 3. 31 过 程 。 讨 论 此 DFT 与 习题 
3.31 中 DFT 的 区 别 。 


5 
.34 (a) 利用 4 点 FFT 信号 流 图 计算 图 P3. 34 所 示 序 列 的 DFT, 
(b) 利用 MATLAB 证 实 (a) 中 结果 。 fin) 
.35 (a) 利用 式 (3.50) 计 算 图 P3.34 所 示 序 列 的 8 2 
点 FFT; 1 
(b) 利用 MATLAB 证 实 (a) 中 结果 ; Mau AUN X ZEE 71 
(c) 将 此 结果 与 习题 3. 34 的 结果 对 比 。 图 P3.34 离散 时 间 信号 


.36 给 出 两 个 4 点 序列 
z[nj=[—2, —1, 0, 2] y[nj=[ 一 1, —2, —1, —3] 
利用 DFT 求解 。 
(a) 循环 卷 积 ; (b) 线性 卷 积 。 
.37 ”对 于 一 个 离散 LTI 系统 ， 其 输入 信号 为 zLn]， 脉 冲 响应 为 hLn]， 输 出 信号 为 yin]. HH 


w 


w 


w 


w 


.43 (a) 计算 图 P3. 43 所 示 系 统 的 传输 函数 


ww ww 
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j2xn 


Em = 
[四 一 人 E n = 0,1,2,3 


0, 其 他 
hin] =26[n]+6[n—2], n= 0,1,2,3 
(a) 计算 N—4 hf z[n]ff DFT, X[k]; (b) 计算 N=4 BE A[n]fÉ DFT, H[&]; 
(c) 计算 x[n ]GOR[n]ffg DFT, Y[&]. (d) 计算 yin]. 


.38 信号 z(t) 二 3cos(6xt) 从 t==0 开始， 以 抽样 周期 为 0. 1 秒 抽样 128 个 样本 。 


(a) 利用 MATLAB 计算 抽样 所 得 序列 的 FFT; 
(b) 计算 z(z) 的 体 里 叶 变 换 ， 并 将 其 与 问题 (a) 的 结果 对 比 ， 解 释 它们 的 差别 。 


.39 将 习题 3. 38 中 的 离散 时 间 序 列 与 128 点 汉 宁 窗 相 乘 后 ， 重 复习 题 3. 38 的 问题 ， 并 讨论 此 DFT 与 


习题 3. 38 结果 的 差别 。 














.40 将 习题 3. 38 中 的 离散 时 间 序 列 与 128 点 汉 明 窗 相 乘 后 ， 重 复习 题 3. 38 的 问题 ， 并 讨论 此 DFT 与 
习题 3. 38 结果 的 差别 。 

6% 

.41 画 出 下 列 信 号 ， 并 利用 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 计算 其 拉 普 拉 斯 变换 ， 
(a) 5x(t 一 2) (b) 3[u(t)—u(t—2) ] 
(c) 3u(t—1)u(2—2) (d) 5u€a—t)utt—b), HR a>b>0 

.42 考虑 由 下 列 微分 方程 描述 的 连续 LTI 系 统 : 
rk (i) PO 45 WD 11,0) =2 FO 4 6200) 

ES +4 2 C250) 6sc) (iv) $3€9— XD tay ()—4 4 SO — Bx(t) 

(a) pe ees (b) 计算 每 个 系统 的 单位 冲 激 响应 ACD ; 


(c) 计算 每 个 系统 的 单位 阶 牙 响应 s(t). 
(d) 为 了 证 实 以 上 结果 的 正确 性 ， 验 证 (a) 、(b) 中 的 函数 满足 以 下 等 式 
ds(t) 





AG) = 


从 而 将 系统 的 冲 激 响 应 A C) E y ER ne 
s(Ci) 联 系 起 来 。 x(t) 
(e) 利用 MATLAB 224i (b) RICO rP D ferr IE 


dt 


(b) 求解 系统 的 单位 冲 激 响应 ; 
(c) HFE R SE PR] P fr Br EK s 








(d) 利用 MATLAB 绘制 (b) 和 (co) 中 的 信号 图 形 。 P3.43 ”二 阶 的 连续 时 间 反 馈 系 统 
.44 计算 并 画 出 下 列传 输 函 数 所 描述 系统 的 频率 
响应 。 
_ 20 = OS 
(a) HG = ap (b) HG — 6r: 
(c) H.co = (d) HG — 3c 5; 


45 利用 拉 普 拉 斯 变换 和 MATLAB 计算 习题 3. 42 中 各 个 系统 的 频率 响应 。 
46 利用 拉 普 拉 斯 变换 和 MATLAB 计算 图 P3. 43 中 系统 的 频率 响应 。 
755 
47 给 定 离散 时 间 信 和 号 
x[n] = a"u[n] — "u[— n— 1] 
(a) 确定 a、b 的 值 以 保证 其 x 变换 存在 ; 
(b) 假设 = 变换 存在 ， 计 算 z 变换 及 其 收敛 域 。 


.48 计算 下 列 信号 的 = 变换 及 其 收敛 域 : 


(a) 0. 9"u[n] (b) 0. 9"u[n+1] 
(c) 0. 9"u[n—2] (d) 0. 9"u[ —2—1] 
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3.49 


3.51 


3.52 


3. 53 


3.54 


3.55 


(e) 0.9 "u[n+1] (f) 0. 9"u[—n] 

计算 下 列 每 个 离散 时 间 序 列 的 z 变换 及 其 对 应 的 收敛 域 ， 

(a) z.[n]=0. 5"u[n] (b) a, [n]— —0. 5"u[ —n—1] 

ick ain] =i" (a) z Dn] 2(3-) uln}+3(4) Gd 
系统 传输 函数 的 通用 形式 为 ， 


bo + bz 十 baoz +2 + bye ™ 
ie ao tarz! Haz’? +e Hayz AN 
证 明 当 ao 天 0 时 ， 系 统 是 因果 的 。( 考 虑 系统 脉冲 响应 。) 
(a) 给 定 离散 时 间 信 号 
p] o [© —10<n<20 
ial = te: 其 他 
计算 其 闭合 形式 的 z 变换 ; 
(b) 确定 (a) 中 = 变换 的 收敛 域 ; 
(c) 对 下 列 离散 时 间 信 和 号 重复 (a) (b); 


(0.5)"，  —10<n<10 
z[n] = le 25). mS 2 
0, 其 他 
(d) 对 下 列 离散 时 间 信 和 号 重复 (a) (DD. 
(0.5)” —l0<n<0 
mle 25)", 1<n<10 
0, 其 他 


(a) 确定 图 P3. 52 所 示 系 统 的 z 变换 传输 函数 ， 
(b) 该 系统 是 稳定 的 吗 ? 
求解 下 列 = 变换 对 应 的 zx 反 变 换 


= 0. 6z 
Tun e c IE 6 
收敛 域 分 别 为 : 
(a) |z| «0.6 (b) [z| 21 (c) 0. 6— | z| «1 


2z 4z 


+ 





考虑 z 变换 ， XG) =F Seer Eee 

(a) 确定 所 有 可 能 的 收敛 域 ; 

(b) 根据 (a) 中 的 各 个 收敛 域 求 解 其 对 应 的 = 反 变换 。 
(a) 求解 图 P3. 35 所 示 系 统 的 = 变换 传输 函数 





图 P3. 52 一 个 带 反馈 的 三 阶 离 散 时 间 系统 图 P3.55 一 个 带 反馈 的 二 阶 离散 时 间 系 统 


(b) 确定 图 P3. 55 所 示 系 统 的 脉冲 响应 ; 

(c) 利用 MATLAB 画 出 此 系统 的 单位 阶 跃 响应 ; 

(d) 计算 这 个 系统 所 对 应 逆 系 统 的 传输 函数 ,判断 该 逆 系 统 是 否 满足 以 下 条 件 : 
(i) 是 因果 的 吗 ? 
(ii) 是 稳定 的 吗 ? 





O 没有 给 出 Roc， 也 没有 给 出 M, N 的 关系 。 一 一 译 者 注 
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抽样 与 重建 


前 面 章 节 利用 传输 函数 定义 数字 滤波 器 ， 传 输 函 数 为 两 个 含 = 的 多 项 式 之 比 ， 并 对 其 
在 时 域 和 频 域 进行 了 描述 。 本 章 将 扩展 上 述 定 义 ， 介 绍 更 多 与 实现 相关 的 概念 。 尽 管 某 些 
系统 仅 用 来 处 理 数字 信号 ， 然 而 更 常见 的 情形 却 是 系统 的 输入 和 输出 一 般 为 模拟 信号 。 图 
4. 1 给 出 了 通用 系统 的 框图 结构 。 


b 位 模拟 b 位 数字 
Hee 数字 转换 器 计算 机 系统 模拟 转换 器 





图 4.1 输入 和 输出 端 为 模拟 信号 的 数字 滤波 器 


在 系统 最 前 端 ， 模 拟 信号 z(2 通 过 低 通 抗 混 笃 滤 波 器 ， 之 后 抽样 保持 电路 每 T 秒 对 
信号 抽样 一 次 ， 抽 样 点 应 保持 一 定 的 时 间 ， 以 允许 模 - 数 (A/D) 转 换 器 将 其 转换 为 数字 信 
号 ， 数 字 信和 号 一 般 为 正 值 的 二 进 制 数 ， 范 围 一 般 为 0 一 2 之 间 ，2 为 A/D 的 位 数 。 数 字 
滤波 器 通常 为 计算 机 或 微 处 理 器 中 的 软件 程序 ， 其 接收 的 输入 信号 为 nT 时 刻 的 原始 信号 
Zz(2T)。 程 序 通过 某 种 算法 (通常 为 差分 方程 ) 计 算 y(nT) 的 值 ， 即 z 工 时 刻 的 输出 。 注 意 ， 
由 于 在 下 一 个 周期 中 产生 新 的 抽样 值 ， 需 要 在 小 于 工 秒 的 时 间 内 完成 > QUTD WITH. 
y(nT) 也 是 一 个 5 位 的 二 进 制 数 值 ， 通 过 数 - 模 (D/A) 转 换 器 将 其 还 原 为 模拟 信号 。 通 常 需 
要 通过 寄存 器 保持 D/A 的 输出 值 y(nT)， 直 到 下 一 次 输出 的 到 来 。D/A 的 输出 通常 是 阶 
梯 状 的 ， 如 图 1-6 所 示 ， 将 该 阶梯 状 的 输出 通过 另 一 低 通 模拟 滤波 器 进行 平滑 ， 产 生 具 有 
连续 时 间 信 号 特征 的 信号 ， 该 滤波 器 称 为 抗 镜像 滤波 器 。 图 4. 2 给 出 了 当 信 号 通过 数字 滤 
波 器 系统 各 个 阶段 时 ， 信 和 号 时 域 和 频 域 变化 的 示意 图 。 


ve 





a 
型 





mam 
TIL d. 


O 


图 4.2 信号 通过 数字 滤波 器 的 时 域 和 频 域 变化 
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IA! 


图 4.2 (AO 
系统 中 的 每 一 个 阶段 都 会 引入 一 些 误差 ， 如 因 有 限 的 计算 精度 引起 的 差分 方程 计算 误 
差 ，A/D 和 D/A 自身 存在 的 转换 误差 ， 前 端的 抽样 保持 以 及 前 端 和 后 端的 模拟 滤波 器 也 
可 能 存在 潜在 的 误差 。 
本 章 将 详细 讨论 图 4. 1 中 各 个 单元 的 工作 原理 及 其 引入 的 误差 。 


4.1 连续 时 间 信 号 抽样 

对 于 连续 时 间 信 号 z(t)， 抽 样 定义 为 特定 时 刻 z(z) 的 值 组 成 的 有 序 时 间 序 列 ， 抽 样 
后 产生 的 时 间 序 列 为 x(t), x(t), c), Ht 为 抽样 发 生 的 时 刻 ， 现 仅 考 虑 在 某 
些 固 定时 刻 上 的 x(t). 

举 一 个 信号 抽样 的 实例 ， 信 和 号 抽样 由 硬件 实现 的 A/D 完成 。A/D 是 对 连续 时 间 电 压 信号 
抽样 的 电子 器 件 ， 实 际 应 用 中 通常 用 于 信和 号 的 抽样 ， 抽 样 后 的 信号 可 以 由 计算 机 进行 处 理 。 

在 大 多 数 情况 下 ， 以 相等 的 时 间 增 量 抽样 连续 时 间 信 号 ， 抽 样 频 率 用 f. 表示 ， 抽 样 
周期 用 工 表 示 ， 抽 样 后 的 信号 值 用 z(zT) 表 示 ， 其 中 ?为 整数 。 


4.1.1 冲 激 抽样 
理想 的 冲 激 抽样 过 程 如 图 4.3 所 示 ， 其 中 ， 连 续 


时 间 信 和 号 xz 与 冲 激 串 Y 8G — nT) 相 乘 产生 抽样 后 


n=—oo 


信号 r), ERNE AS nT 时 刻 的 信号 值 作 为 0-o7) 
您 个 总 激 信号 的 权重 。 6 


十 co 


z(t) = x(t) = d(t—nT) = 2) x(nT)8(t— nT) sn 


n-—-—oo 


JUR x(t), ATL LF. — KEN i 
引入 了 冲 激 信号 ， 因而 是 物理 上 不 可 实现 的 ， 二 ， 数 学 图 4.3 抽样 信号 表示 为 连续 时 间 信 号 
意义 上 的 抽样 并 没有 得 到 所 需 的 抽样 序列 z(nT)， 而 只 SARR 
是 加 权 的 冲 激 串 。 尽 管 zs() 是 物理 上 不 存在 的 ， 但 使 用 冲 激 函数 进行 抽样 操作 在 数学 上 是 可 
行 的 。 

为 研究 图 4. 3 所 示 抽 样 操作 的 性 质 ， 首 先 对 zs CO PEATE TBR, MBI 3-6 可 知 

ôr) = 3) a= nT) = us D3 ow kws) (4. 1) 


n=—co 大 一 一 co 


其 中 ，ws 二 2x/T 是 抽样 频率 ， 单 位 是 弧度 / 秒 。 
时 域 相 乘 对 应 频 域 卷 积 ， 由 表 3. 4 可 得 


Xs(w) = Xw) * [ws 5 lw — kus) | = T Xx XCo) * 8Cc — kws) (4. 2) 
根据 冲 激 函 数 的 卷 积 性 质 


"AI RI. “hs. EN 





时 间 OC 


k=—co 


RAE 抽样 与 重建 





X(w) * 8Go — hos) = X(w— kws) 
式 (4. 2) 中 冲 激 调制 信号 的 传 里 叶 变换 可 以 写成 


Xs w) = T3 Xo tu) (4. 3) 


式 (4. 3) 给 出 了 抽样 后 信号 相对 于 原始 信号 的 频 域 特征 。 
考虑 第 一 种 情况 ， 信 号 z(z) 的 频谱 是 有 限 的 ， 即 对 于 o> 时 ，X(w) 二 0。 若 wp 二 ws/2， 
如 图 4. 4a 所 示 。 从 式 (4.3) 可 以 看 出 ， Xlo) 
对 信号 xc GO ETERA TE kws 频 w | x. 
率 处 对 原始 信号 频谱 的 复制 ，& 一 士 1， 
土 2， 土 3，… 在 上 述 情况 下 ,复制 的 ae 
频谱 在 频 域 内 没有 产生 混 春 ， 可 使 用 "I XC ANUS 


w; -wp WB O; 





截止 频率 为 w A QE UE BSE we 
原 信和 号。 
在 图 4. 4b 中 ， 信 和 号 的 频谱 仍 是 有 xl) 
限 的 ， 但 最 高 频率 ws 大 于 抽样 频率 ws /, N 
的 一 半 ， 即 we 之 os/2， 导 致 复制 的 频 -2u, 一 os -wg Op 4, 2o, 
谱 之 间 产 生 重 倒 。 在 重 全 区域， 频谱 Xo) 
混 肥 在 一 起 ， 造 成 信息 丢失 。 截 止 频 
率 为 w 的 理想 低 通 滤波 器 的 输出 ， 将 ae A ene 
为 原始 频谱 的 一 部 分 以 及 与 其 邻近 频 b) eo 


PRAM Mo. RMA BARE KE. 

ws/2 称 为 奈 奎 斯 特 频率 ， 抽 样 不 图 4.4 a) 连续 时 间 信 号 的 频率 响应 ， 信 和 号 的 带宽 | w | 二 
失真 的 基本 要 求 为 ， 抽 样 频率 满足 ws， 且 ws 二 ws/2。b) 与 a) 中 的 信号 相同 ， 但 wa 二 
ws >am» FEP ww 为 待 抽样 信号 的 最 se ERs Ie 
高 频率 ， 该 结论 称 为 香农 抽样 定理 (Shannon’s sampling theorem), 
412 香农 抽样 定理 

对 于 连续 时 间 信 号 z(t)， 其 最 高 频率 为 fu Hz， 可 使 用 抽样 间隔 为 Tw/2 BCT =1/ fu) 
的 xz(2) 的 样 点 集 唯一 确定 。 ! | 

IRSE RATE ES. (EIOS 
率 分 量 对 应 的 周期 中 至 少 得 到 两 个 抽样 
值 。 在 图 4.5 中 有 三 个 正弦 信号 ， 频 
率 分 别 为 200Hz、800Hz 和 1200Hz， 
三 个 信号 的 抽样 频率 均 为 1000Hz， 
我 们 发 现在 此 抽样 频率 下 ， 三 个 信和 号 
产生 了 相同 的 抽样 值 。 若 计算 机 从 
A/D 中 接收 到 这 样 的 信号 ， 则 其 无 法 
判断 输入 信号 的 频率 ， 因 此 ，1200Hz 
和 800Hz 信号 对 200Hz 信号 的 识别 产 
TRE. 

WF]: 3X28 HH IR RE EJ IES E 4.5 对 频率 为 200Hz、800Hz 和 1200Hz 的 正弦 信号， 
定义 ， 以 1000Hz 抽样 ， 三 个 信号 产生 了 相同 的 抽样 值 

对 于 频率 为 fHz 的 正弦 信号 ， 若 抽样 频率 为 f: Hz， 存 在 无 限 多 的 其 频率 为 | f 十 kfs | 
的 正弦 信号 ， 这 些 信号 将 产生 与 该 信号 相同 的 抽样 值 ， 其 中 & 是 任意 非 零 的 整数 。 
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EE 

XP T 8kHz 的 正弦 信号 ， 以 抽样 频率 为 44. 1kHz 进行 抽样 ， 找 到 与 8kHz 信号 发 生 混 
BN BIKA 5 个 正弦 信号 频率 。 

解 : 想象 一 个 理想 化 的 频谱 ， 其 增 
ate O~1 之 间 ， 假 设 信号 频谱 在 0Hz 处 
的 增益 为 1， 在 f./2Hz 处 增益 为 0， 对 CA £420 hhh SE AAR D RAG TWR 
信号 以 f.Hz 抽样， 频谱 将 会 被 复制 ， 如 ee See 
图 4. 6 所 示 。 在 原始 频谱 中 选择 某 一 频 图 4.6 使 用 理想 化 的 信号 频谱 确定 混 秋 频率 
E 有 1， 在 该 频率 的 增益 值 处 画 一 水 平 直 
线 ， 与 该 频率 具有 相同 增益 的 其 他 频率 即 为 该 频率 的 混 释 频率， 在 图 4.5 rp. f. A 
率 为 fos fas cy fem 

一 般 来 说 ， 任 意 频率 f. MIB MHA kfstfi HP k=l, 2, 3, -- 

使 用 44. 1kHz 频率 抽样 ，8kHz 信号 的 前 5T 18 fud J36.1kHz, 52. IkHz, 
80. 2kHz, 96.2kHz 和 124. 3kHz, <i 

混 释 是 很 普遍 的 自然 现象 ， 如 观察 轮子 高 速 运转 的 马车 ， 会 发现 车 的 轮子 似乎 以 较 低 
的 速度 在 旋转 ， 甚 至 后 退 ， 这 种 现象 是 相机 的 抽样 速率 较 低 而 造成 的 。 同 时 ， 如 果 使 用 闪 
光 灯 测量 旋转 物体 (如 飞轮 ) 的 速度 ， 也 会 产生 混 秋 。 

4.1.3 实际 的 抽样 

香农 抽样 定理 需要 信号 在 全 部 时 间 上 的 抽样 值 ， 包 含 过 去 和 未 来 时 间 上 的 信号 值 ， 因 
此 不 能 直接 应 用 到 实际 中 。 而 且 在 实际 应 用 中 ， 通 常 将 高 于 感 兴趣 频率 4— 10 倍 的 频率 设 
为 抽样 频率 fs. 

频 域 受 限 的 信号 在 时 域 不 可 能 也 是 有 限 的 ， 真 实 存在 的 信号 在 时 域 均 是 有 限 的 ， 因 而 
在 频 域 是 无 限 的 ， 如 图 4. 4a 所 示 。 然 而 ， 对 于 真实 的 物理 信号 ， 其 高 于 某 频率 的 幅度 值 
将 变 得 很 小 ， 足 以 忽略 那些 分 量 。 在 真实 抽样 中 ， 要 求 频率 高 于 f./2 的 频谱 幅度 可 以 
忽略 。 

注意 傅 里 叶 变 换 在 确定 抽样 特征 中 的 重要 性 ， 频 域 可 清晰 地 显示 信和 号 抽样 后 的 效果 ， 
同时 也 给 出 了 由 抽样 点 重建 原始 信号 的 抽样 频率 要 求 。 


4.2 抗 混 到 滤波 器 

抗 混 秋 滤波 器 大 多 位 于 抽样 系统 的 前 端 ， 用 于 去 除 频率 高 于 fs/2 的 频率 分 量 ， 这 些 
频率 分 量 将 会 产生 混 释 从 而 给 系统 引入 不 必要 的 噪声 。 理 想 的 抗 混 全 滤波 器 是 低 通 滤波 
器 ,在 0 到 f./2 处 频率 范围 的 增益 为 1， 在 fs/2 到 无 穷 处 频率 范围 的 增益 为 0。 这 样 的 
滤波 器 是 无 法 实现 的 ， 在 现实 中 可 以 得 到 与 理想 滤波 器 近似 的 滤波 器 。 

在 模拟 信号 中 ， 频 率 高 于 fs/2 的 频率 分 量 一 般 来 源 于 串 音 干扰 、 杂 散 磁 场 、 电 源 干 
扰 和 信和 号 失真 。 
4.2.1 巴特 沃 斯 模拟 低 通 滤波 器 

巴特 沃 斯 (Butterworth) 模 拟 低 通 滤波 器 的 传输 函数 为 : 

1 
HaCo) = Tm 

其 中 ，N 为 滤波 器 的 阶 数 ，w. 是 以 弧度 /秒表 示 的 截止 频率 。 


1 


E: 
x 


O 附录 A 给 出 了 模拟 滤波 器 的 详细 介绍 。 
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图 4.7 给 出 了 不 同 阶 数 的 巴特 沃 斯 滤波 器 ,在 1Hz(f;/2) 处 的 增益 为 0.5， 由 该 图 可 
知 : 第 一 ， 频 率 高 于 fs/2 的 分 量 被 衰减 ， 并 没有 去 除 。 频 率 范围 在 fs/2<f<fs 的 噪声 
将 产生 明显 的 混 释 效应， 滤波 器 阶 数 越 低 ， 混 一 现象 越 明 显 。 第 二 ， 数 字 滤 波 器 的 输入 信 
号 并 不 是 xz (2) 的 抽样 值 ， 而 是 a) 
通过 抗 混 释 滤波 器 后 的 抽样 值 。 对 于 
频率 稍 小 于 fs/2 的 有 用 频率 分 量 ， 
通过 抗 混 至 滤波 器 时 会 有 比较 明显 的 
衰减 。 

由 于 巴特 沃 斯 滤波 器 通 带 较为 平 
坦 ， 通 常 使 用 其 作为 抗 混 和 滤波 器 ， 
但 为 获取 较 罕 的 过 渡 带 ， 也 可 使 用 其 
他 滤波 器 。 所 有 模拟 滤波 器 都 会 受到 
温度 和 老化 的 影响 ， 同 时 很 难 在 较 低 


巴特 沃 斯 模拟 让 波 器 





的 价格 上 获取 较 高 的 精度 。 

目前 广泛 采用 的 解决 抗 混 到 滤波 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 
器 问题 的 方案 有 两 种 ， 第 一 种 是 使 用 
开关 电容 滤波 器 ， 第 二 种 是 对 输入 信 图 4.7 阶 数 为 3、5、7、9 的 巴特 沃 斯 模拟 滤波 器 和 理想 
号 进行 过 采样 。 NOR NES IE 


4.2.2 开关 电容 滤波 器 

当 构建 集成 电路 时 ， 很 难得 到 滤波 器 中 所 需 的 精确 电阻 、 电 容 和 电感 。 将 两 个 器 件 以 
精确 的 相对 值 构 建 比 以 精确 的 绝对 值 构建 相对 容易 一 些 ， 例 如 ， 构 建 两 个 电容 器 ， 其 中 一 
个 电容 值 是 另外 一 个 的 2/3 比较 容易 实现 ， 但 构建 两 个 电容 值 分 别 为 3nF 和 2nF 的 电容 器 
相对 较 难 一 些 。 目 前 已 有 由 开关 电容 组 成 的 电路 ， 该 电路 允许 电容 器 以 电阻 器 的 方式 工 


作 ， 电路 输出 值 依赖 于 电容 器 的 相对 a X b 
fü. 而 非 绝 对 值 。 十 Sq Sp - 
在 图 4.8 中 ， 如 果 开 关 S, 闭合 ， ic 
开关 S, 打开 ， 电 容器 的 充电 量 为 q= - = x 
CVa. MRAKS. AF, FHS, A 图 4.8 以 电阻 器 方式 工作 的 开关 电容 


合 ， 电 容器 的 充电 量 为 qg =V. a, 
b 两 点 间 的 电压 为 V. 一 办， 由 < 转移 到 2 HEEK qg g= CV V) S Ag, (Eina E 
Aq C (V. — V, 


量 的 时 间 为 Ar。 由 于 Ag/At eto. ATLA io Ad O05 AO a a ERU CA 
比值 为 电阻 值 ， 因 此 有 : 

Eye 
如 果 该 电路 每 At 秒 改变 一 次 ， 且 /一 1/At， 可 以 得 到 

Rs = BF 


将 电容 以 电阻 方式 工作 的 概念 使 得 某 些 集成 电路 的 制作 更 容易 且 更 统一 ， 按 照 这 种 原理 设计 
的 滤波 器 称 为 开关 电容 滤波 器 ， 由 于 其 精度 高 ， 价 格 低 ， 常 用 来 作为 抗 混 丢 滤波 器 。 常 用 的 
开关 电容 滤波 器 为 2 阶 到 8 阶 ， 根据 需要 ， 也 将 几 个 滤波 器 进行 级 联 。 以 MAXIM 为 例 ， 
MAX7420 为 5 阶 的 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 ， 其 通 带 截止 频率 用 户 可 调 ， 频 率 范围 在 1~45kHz 
之 间 忠 。 该 器 件 为 普通 的 8 脚 封装 ， 需 要 两 个 外 部 电容 和 一 个 外 部 晶体 振荡 器 ， 用 于 确定 通 
带 截止 频率 。 类 似 的 器 件 还 有 5 阶 贝 塞 尔 或 椭圆 低 通 滤 波 器 ， 这 些 器 件 均 可 级 联 使 用 。 


103 


104 数字 信号 处 理 及 MATLAB 仿真 


4.2.8 过 抽样 


过 抽样 也 可 用 于 解决 抗 混 释 问 题 ， 其 将 问题 的 解决 方式 由 硬件 转移 到 软件 。 假 设 系统 
需要 8 阶 巴 特 沃 斯 低 通 滤波 器 作为 抗 混 释 滤波 嚣 ， 硬 件 上 可 以 通过 模拟 器 件 实现 ,但 价格 
较 高 ， 且 常用 的 模拟 器 件 受到 老化 、 温 度 和 难以 获得 所 需 精度 等 影响 。 可 选择 的 解决 方案 
为 ， 提 高 抽样 频率 ， 如 4 倍 ， 则 过 渡 带 的 范围 得 到 扩展 ， 变 为 六 /2 一 4(A/2)， 使 用 相对 
便宜 的 模拟 滤波 器 即 可 满足 要 求 。 然 后 将 过 抽样 信号 通过 fs/2 处 过 渡 带 很 窗 的 8 阶 低 通 
数字 滤波 器 ， 再 降 抽样 。 该 技术 的 原理 图 ， 如 图 4.9 所 示 。 


高 阶 模拟 搞 d 模拟 到 
ARIE aE 数字 


a) 传统 的 抗 混 琶 滤波 器 
4 倍 过 抽样 


低 阶 模拟 搞 T4 模拟 到 高 阶 数字 搞 
bo 过 抽样 抗 混 鸡 滤波 器 


图 4.9 抗 混 年 原理 


已 知 某 数 字 信 号 处 理 器 (DSP) 系统 的 抽样 频率 fs = 11. 025kHz， 设 计 如 下 指标 
的 抗 混 到 滤波 器 : 

通 带 范围 : 0 一 3. 85kHz 

通 带 增益 : 最 小 值 为 0.95， 最 大 值 为 1.0 

阻 带 范围 ，6. 615kHz 到 无 穷 

阻 带 增益 : 最 大 值 为 0. 05 

可 使 用 8 阶 模拟 巴特 沃 斯 滤波 器 实现 满足 上 述 要 求 的 滤波 器 ， 或 者 使 用 3 阶 模拟 巴特 
沃 斯 滤波 器 ，4 倍 过 抽样 技术 和 S 阶 数字 巴特 沃 斯 滤波 器 实现 (按照 图 4. 9b) 的 原理 )。 低 
通 模拟 抗 混 私 滤波 器 是 3 阶 模拟 巴特 沃 斯 滤波 器 ， 如 图 4. 10 所 示 。 
8 阶 数字 巴特 沃 斯 滤波 器 






3 阶 巴特 沃 斯 滤波 器 1.2 








3 0 2000 4000 6000 8000 10000 
频率 (Hz) x 108 频率 Hz) 
a) b) 


图 4.10 左 图 为 3 阶 模拟 抗 混 公 滤波 器 ， 之 后 需要 4 倍 的 过 抽样 器 和 8 


阶 的 数字 巴特 沃 斯 滤波 器 ( 右 图 ) 
图 4. 11 为 两 个 滤波 器 结合 使 用 的 结果 ， 通 带 和 阻 带 以 子 图 显示 ， 以 验证 该 滤波 器 满 
足 题目 的 要 求 。 < 


过 抽样 系统 的 优点 是 可 使 用 价格 较 低 的 器 件 实现 模拟 滤波 器 部 分 ， 同 时 当 系 统 要 求 改 
变 时 ， 调 整 起 来 比较 方便 。 
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结合 数字 和 模拟 巴特 沃 斯 滤波 器 





Eee 
频率 (Hz) 
b) 





4 imet 3 阶 巴 特 沃 





pi 一 200 Lennon UN di 
0 2000 4000 下 及 8000 10000 04 06 O8 1 12 "34 1.6 L8 2 n 
M cad 频率 (Hz) X10 
c) 


图 4.11 左 图 为 3 阶 模拟 滤波 器 和 8 阶 数 字 滤 波 器 结合 后 的 幅度 谱 ， 右 图 为 通 带 和 阻 带 


对 模拟 抗 混 生 滤波 器 要 求 的 降低 并 不 是 A/D 中 采用 过 抽样 技术 的 唯一 优点 。 由 于 过 
抽样 过 程 中 没有 增加 噪声 的 功率 ， 即 总 的 噪声 功率 没有 改变 ， 但 其 频率 分 布 范围 更 广 ， 噪 
声 密度 降低 ， 因 而 可 认为 降低 了 量化 噪声 ，K 倍 过 抽样 将 噪声 密度 降低 了 到 倍 。 

更 多 关于 过 抽样 的 介绍 可 参考 7. 9 节 。 


4.3 抽样 过 程 
抽样 器 将 一 个 时 间 连 续 的 信号 转换 为 时 间 离 散 的 信号 ， 在 相同 的 抽样 频率 fs =1/T 
上 ， 抽 样 过 程 基本 是 相同 的 ， 可 以 使 用 图 4. 3 所 示 的 脉冲 序列 表达 抽样 后 的 信和 号。 


十 co 


x(nT) = Macon = 之 xa T)3G — nT) 


Hob. cO WARM UES, (nT) AWE. 注意， 抽样 后 得 到 的 x(nT) 信 号 在 时 
间 上 为 离散 的 ， 但 在 幅度 上 仍 是 连续 的 ，A/D 或 
者 量化 器 可 将 信号 变 为 幅度 离散 信和 号。 模拟 开关 
对 于 数字 滤波 器 ， 抽 样 器 和 A/D 是 同时 工作 
的 。 抽 样 器 需要 完成 两 个 功能 ， 即 对 信和 号 进行 抽 
样 和 保持 抽样 值 直到 A/D 将 其 转换 为 离散 幅度 的 “名 检 
数字 信和 号。 抽样 保持 电路 的 功能 结构 如 图 4. 12 所 
示 ， 在 该 图 中 ， 输 入 信号 为 时 间 和 幅度 均 连 续 的 图 4.12 抽样 保持 电路 框图 
信和 号， 如 果 模 拟 开关 闭合 ， 输 出 跟随 输入 。 当 模 
拟 开关 断 开 ， 电 容器 将 在 短 时 间 内 保持 抽样 值 ， 此 值 出 现在 输出 端 。 当 模拟 开关 再 次 闭 
合 ， 和 输出 在 极 短 的 时 间 再 次 获取 输入 值 ， 保 持 该 值 直到 下 一 次 抽样 ， 图 4. 13 给 出 了 工作 
原理 。 在 抽样 过 程 中 ， 保 持 电容 起 到 了 至 关 重 要 的 作用 ， 需 仔细 选择 其 容 值 和 类 型 以 满足 
特定 的 要 求 。 
如 果 保 持 电容 过 大 ， 信 和 号 获取 时 间 变 长 ， 但 被 保持 电压 的 幅 值 下 降 减 小 。 相 反 ， 如 
果 电 容 过 小 ， 信 号 获取 时 间 变 短 ， 但 被 保持 电压 的 幅 值 下 降 增 大 。 若 相 比 于 信和 号 改变 的 
速度 ，A/D 的 速度 足够 快 ， 则 不 需要 抽样 保持 电路 ， 闪 存 转 换 器 一 般 是 按 这 种 方式 工 
作 的 。 





保持 电容 
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真实 的 抽样 点 


时 间 一 一 > 
图 4.13 抽样 过 程 


抽样 过 程 中 的 误差 

在 抽样 过 程 中 ， 抽 样 器 通常 会 引入 两 种 类 型 的 误差 ， 一 是 抽样 保持 过 程 中 保持 电压 的 
下 降 带 来 的 误差 ， 该 误差 为 1 一 2 位 ; 二 是 抖动 引起 的 误差 ， 抖 动 是 抽样 周期 的 变化 引起 
的 ， 由 热效应 和 电磁 干扰 造成 的 抖动 误差 符合 高 斯 分 布 。 该 误差 也 可 由 常规 的 噪声 源 造 
mt, An 60Hz 的 电源 设备 。 

这 两 种 误差 均 在 抗 混 释 滤波 器 后 ， 造 成 了 额外 频率 分 量 加 到 原 信 号 中 。 


4.4 A/D 转换 


A/D 也 称 量化 器 ， 其 将 时 间 离 散 信 号 变 为 时 间 和 幅度 均 离 散 的 信号 ，A/D 的 典型 参 
数 包括 转换 位 数 和 转换 速率 ， 如 果 信 号 被 转换 为 56 位， 可 用 的 量化 等 级 为 2，A/D 的 输出 
为 最 接近 输入 值 的 量化 等 级 ， 图 4. 14 给 出 了 4 位 A/D 转换 器 的 量化 结果 。 


uel — 无 符号 二 进 制 数 m 






-9 -8 -7 -6 -5 ~4 —3 - P» 


0010 
溢出 一 


123 45 6 7 8 9 10 11 12 13 M 15 
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a) b) 
图 4.14 4 位 A/D 的 量化 状态 结果 ， 左 图 为 二 进 制 补 码 表示 ， 右 图 为 无 符号 二 进 制 表示 


b f A/D 的 输出 可 以 二 进 制 补 码 表示 ， 也 可 以 无 符号 二 进 制 形 式 表 示 ， 任 何 一 种 形式 
均 可 方便 地 转换 为 另 一 种 形式 。 转 换 位 数 根据 实际 要 求 而 定 ， 对 于 灰 度 级 的 视频 信和 号， 
4 一 6 位 A/D 就 足够 了 ， 而 对 于 高 保 真 的 音频 信号 或 者 数字 电压 表 需 要 20 位 ， 典 型 的 音频 
文件 使 用 16 位 A/D。 测 量 高 转换 精度 对 应 的 真实 物理 量 是 十 分 困难 的 ， 且 价格 较 高 ， 如 
20 位 A/D 可 以 表达 的 物理 量 为 1/2”， 即 百 万 分 之 一 。 

转换 速率 的 差别 也 较 大 。 数 字 电 压 表 或 微波 炉 温度 的 实时 测量 ,转换 器 的 转换 时 间 为 
秒 级 。 但 对 视频 信号 来 说 , /转换 时 间 为 几 十 纳 秒 。 对 于 数字 滤波 器 来 说 ， 转 换 速 率 应 至 少 
与 抽样 周期 相同 ， 对 于 以 44. 1kHz 抽样 的 音频 信和 号， 转换 时 间 大 约 为 22. 68ys。 表 4. 1 给 
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出 了 一 些 常用 的 抽样 频率 及 其 对 应 的 抽样 周期 。 


表 4.1 常用 的 抽样 频率 及 其 对 应 的 抽样 周期 


抽样 频率 / 抽样 周期 / 
kHz us 


抽样 频率 / ”抽样 周期 / 
kHz us 




















8 125 电话 和 无 线 话 简 
32 31.25 ”迷你 DV， 如 便携 式 摄像 机 96 10. 42 DVD 音频 
44.1 22.68 ”音频 CD 192 5. 21 DVD 音频 





20.08 DVD 音响 和 数字 录音 带 


4.4.1 转换 技术 

下 面 将 介绍 三 种 常用 的 模拟 数字 转换 技术 以 说 明 转 换 器 的 工作 原理 ， 分 别 为 逐次 逼近 
寄存 器 (Successive Approximation Register，SAR) 技 术 ， 闪 存 转换 器 和 E-A 转换 器 。 
4.4.2 逐次 逼近 转换 器 

逐次 逼近 转换 器 首先 使 用 D/A 对 输入 信号 产生 模拟 预测 ， 然 后 使 用 二 分 法 对 预测 值 
进行 修正 ， 以 找到 正确 的 量化 等 级 。 对 于 5。 位 转换 器 ， 一 次 完整 的 转换 需要 5b 次 预测 ， 这 
类 似 于 使 用 乘法 器 进行 除法 运算 。 图 4.15 n 位 D/ 
给 出 了 SAR 转换 器 的 工作 原理 。 A 转换 器 

当 转 换 开 始 时 ， 逻 辑 控制 单元 产生 第 当前 模拟 预测 
一 次 逼近 ， 逼 近 值 为 最 大 值 的 一 半 ，D/A 
将 该 逼近 值 转换 为 模拟 信号 ， 并 将 其 与 输 
入 信号 比较 。 比 较 器 的 输出 告诉 逻辑 控制 
单元 当前 到 近 值 是 高 于 输入 还 是 低 于 输入 ， 
如 果 估 计 值 过 低 ， 则 下 一 次 预测 为 最 大 值 ”图 4.15 利用 逐次 逼近 技术 的 D/A 转换 功能 框图 
的 3/4， 如 果 过 高 ， 下 一 次 预测 为 最 大 值 的 1/4， 重 复 该 过 程 直至 ”位 。 

这 种 类 型 的 D/A 速度 较 快 ，10 一 14 位 的 转换 可 在 几 微 秒 内 完成 ,但 其 存在 一 个 不 足 ， 
由 于 每 次 都 最 先 获 得 较 高 位 的 值 ， 因 此 对 于 以 较 低 位 数 表示 的 模拟 值 ， 需 占用 几乎 完整 的 
转换 时 间 。 
4.4.3 AGERE 


闪存 转换 器 使 用 并 行 转换 技术 ,但 其 转换 位 数 一 般 小 于 10. 4.16 给 出 了 闪存 转换 
器 的 功能 框图 。 

对 于 图 4. 16 中 的 闪存 转换 器 ， 连 接 到 参考 电压 上 的 电阻 阶梯 用 于 建立 量化 等 级 ， 对 
于 5 位 转换 器 需要 2? 十 1 个 电阻 ， 将 输入 的 
模拟 信号 同时 与 所 有 的 量化 等 级 进行 比较 ， 
输入 小 于 量化 等 级 的 比较 器 以 一 种 方式 触 
发 ， 输 入 高 于 量化 等 级 的 比较 器 以 另外 一 种 
方式 触发 ， 逻 辑 电路 为 严格 的 组 合 逻 辑 ， 并 
将 2^ 位 的 输入 转换 为 2 位 的 数值 。 

闪存 转换 器 的 缺点 是 使 用 了 大 量 的 电阻 
和 比较 器 ， 转 换 位 数 每 增加 一 位 ， 电 阻 器 和 
比较 器 的 数量 变 为 原来 的 2 倍 。 优 点 是 该 转 
换 器 没有 串 行 逻辑 ， 因 此 转换 时 间 很 短 。 该 
转换 器 主要 应 用 在 转换 速度 要 求 高 但 精度 要 图 4.16 使 用 闪存 转换 技术 的 A/D 功能 框图 





7 位 数字 
输出 
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求 不 是 很 高 的 场合 ， 视 频 是 其 常见 的 应 用 场合 。 

由 于 闪存 转换 器 的 速度 足够 快 ， 因 此 在 大 多 数 场合 下 ， 不 需要 抽样 保持 电路 。 

AD9066 是 Analog Devices 中 公司 生产 的 双 6 位 闪存 转换 器 ， 单 极 供电 电压 为 5V， 每 
秒 可 完成 6 千 万 次 抽样 (million samples per second，MSPS) ， 对 应 的 转换 时 间 为 16. 67ns, 
4.4.4 S-A 转换 

Z-A 调制 是 一 种 使 用 过 抽样 构建 A/D 或 D/A 的 技术 ， 其 思想 来 源 于 1962 年 提出 的 
E-A 调制 3。 该 技术 以 较 高 的 速率 和 较 低 的 精度 (一 般 仅 为 1 位 ) 对 模拟 信号 抽样 。 其 对 低 
分 辨 率 信号 进行 时 间 上 的 平均 ， 以 提高 降低 的 抽样 频率 下 的 精度 。 实 际 应 用 中 ，3-A A/D 
和 D/A 的 转换 技术 适用 于 音频 范围 ， 精 度 为 16 一 20 位 ， 在 很 多 商业 音频 系统 中 有 着 广泛 
的 应 用 ， 如 CD 播放 器 。 

Z-A 转换 器 中 的 ‘A’” 指 差分 模块 ， 其 输出 真实 的 输入 值 和 当前 输入 值 估 计 的 差 值 。 此 
差 值 信号 可 认为 是 经 过 脉冲 编码 调制 (Pulse Code Modulation, PCM) 后 的 输入 信号 ， 产 生 
差 值 信号 的 电路 称 为 A 调制 器 ， 如 
图 4.17 Bras. 

在 图 4.17 中 ,输入 到 A 调制 器 
的 信号 为 正弦 波 ，1 位 量化 器 根据 接 
收 到 的 差 值 信号 的 正 负 ， 输 出 十 1 或 


H y as 1 j s Sens Ae Se : 
Ce zi CD 和 调制 输出 y (2 如 图 所 示 ， 信 和 号 f 为 量化 
ʻi 4 i 2A 1 


调制 后 的 信号 ,“ 时 钟 f。 ”决定 量化 2 
的 速率 。 积 分 器 接收 到 的 信号 或 者 为 十 1， 或 者 为 一 1， 其 按时 钟 频率 改变 速率 。 

车 将 A 调制 器 的 输出 信号 通过 信道 传输 ， 则 可 使 用 图 4. 18 所 示 的 解 调 器 恢复 原始 信 
号 ， 在 该 电路 中 ， 使 用 积分 器 恢复 被 估计 信号 ， 低 通 滤波 器 阻止 A 调制 器 引入 的 高 频 分 
量 ， 抽 取 器 用 于 降低 抽样 频率 ， 输 出 结果 为 原始 信号 的 离散 抽样 形式 。 由 于 A 调制 器 的 输 
入 为 模拟 信号 ， 解 调 器 的 输出 为 数字 信号 ， 若 将 A 调制 器 生 解 调 器 结合 使 用 ， 可 构成 


一 个 输入 为 模拟 信号 输出 为 数字 信号 mum; | 
的 A/D 转换 器 。 ET E 


将 A Vat at AS 解 调 器 组 合 一 
起 ， 可 以 进行 某 些 简化 ， 如 图 4. 19 


所 示 。 
4.18 fi 将 A 调制 后 的 信 原始 信号 
图 4.19a 3g A WARA x RE 图 解 调 电 路 将 后 的 信号 转换 为 原始 信 


器 的 组 合 电路 ， 由 于 电路 是 线性 的 ， 可 以 在 不 改变 电路 传输 函数 的 前 提 下 移动 积分 器 ， 如 
图 4. 19b 所 示 ， 该 图 称 为 5-A 转换 器 。 若 积分 器 的 传输 函数 为 TI， 量化 器 的 传输 函数 为 Q， 
低 通 滤波 器 的 传输 函数 为 工 ， 图 4. 19 所 示 的 电路 的 传输 函数 为 : 
I 
H= Io = Port 

由 该 公式 可 知 ， 图 4. 19b 所 示 的 电路 可 简化 为 图 4. 19c。 简 化 后 的 图 仅 使 用 一 个 积分 器 和 
一 个 单位 反馈 ， 为 传统 的 5-A 转换 器 原理 图 。 

在 图 4. 19c 中 ， 输 入 信号 x(t)、 加 法 器 和 积分 器 均 为 模拟 器 件 ， 为 得 到 数字 量 输 出 ， 
低 通 抽取 滤波 器 应 为 数字 器 件 。 为 实现 量化 器 中 的 时 钟 ， 可 在 反馈 通道 中 增加 一 个 单位 延 
时 器 ， 并 将 延 时 时 间 设 置 为 时 钟 周期 ， 量 化 器 变 为 模拟 比较 器 ， 改 进 后 的 结构 如 图 4. 20 
BUR. 1 位 数字 模拟 转换 器 ?表示 的 模块 包含 一 个 以 时 钟 频率 驱动 和 合适 电 平平 移 的 单位 
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延 时 寄存 器 ， 电 平平 移 的 目的 是 将 输出 结果 调整 到 输入 范围 的 最 高 有 效 位 ， 因 此 D/A 的 
输出 为 输入 信号 的 1 位 近似 值 。 





a) A 调制 器 结合 2 解 调 器 b) 将 积分 器 移 到 前 面 组 成 2-A 电 路 


x(t) + 





c) 去 除 一 个 积分 器 以 简化 图 b 
图 4.19 


Z-A 的 时 钟 频率 是 很 高 的 ， 因 而 在 很 多 应 用 中 ， 模 拟 输入 端 并 不 需要 抽样 保持 电路 。 
1 位 D/A 的 时 钟 频率 fs 一 般 高 于 输入 信 
号 抽样 频率 f. 的 许多 倍 。 

在 图 4. 19c 中 ， 可 将 1 位 量化 器 看 成 
系统 中 引入 噪声 的 单元 ， 如 图 4. 21 所 示 。 
从 该 图 可 以 得 到 两 个 传输 函数 : 
{MAF OO, WW H, (sy) ==) 。 ”图 4.20 反馈 通道 中 带 有 1 位 D/A 转换 器 的 

x stl 3-AA/D 
如 果 输 入 信号 eA 0, W H, 6s) = 


yoo ET NBS. , ka 
Max 2E yi 之 间 的 传输 函数 为 低 通 滤 Gri 93 nO 
UH. MANES y. 之 间 的 传输 函数 为 高 


通 滤波 器 。 低 通 滤波 器 允许 信号 通过 ,高 图 4.21 将 图 4.19c 中 的 1 位 量化 器 替换 为 加 性 品 
通 滤波 器 允许 噪声 通过 ， 通 过 附加 的 低 通 声 源 

抽取 滤波 器 可 将 信号 和 噪声 分 离 ， 该 过 程 

称 为 噪声 整形 。 噪 声 整 形 使 用 低 通 滤波 器 移 除 高 频 分 量 ， 同 时 保持 信号 的 完整 性 ， 这 也 正 
ELA 转换 器 在 较 高 抽样 频率 上 能 保持 较 高 精度 的 原因 。 

在 A/D 输 出 端的 低 通 抽 取 滤 波 器 有 两 个 功能 ， 一 是 去 除 混入 输入 信号 中 的 高 频 分 量 ， 
Z-A 环 路 高 抽样 率 以 及 环 路 的 输出 为 脉冲 信号 而 非 平 滑 的 正弦 信号 ， 因 而 引 人 了 高 频 分 
量 。 二 是 将 I-A 环 路 的 抽样 率 降 为 所 需 的 抽样 率 ， 该 过 程 称 为 抽取 。 在 大 多 数 的 实际 应 用 
中 ， 常 将 这 两 个 功能 集成 到 一 个 电路 (第 8 章 将 介绍 抽取 滤波 器 ) 。 

注意 ， 如 果 正 弦 信 号 的 频率 f 大 于 fs/2， 在 降 抽样 后 的 信号 中 将 产生 混 释 。 为 了 对 
频率 分 量 高 于 fs/2 的 信号 进行 抽取 ， 需 在 抽取 前 利用 低 通 滤波 器 减 小 信号 的 带宽 ， 这 也 
是 X-^ 转换 器 采用 的 方式 。 由 于 3-A 环 路 使 用 了 较 高 频率 的 时 钟 ， 引 入 了 高 频 分 量 ， 因 
而 在 抽取 前 使 用 滑动 平均 滤波 器 以 去 除 高 频 分 量 。 

S-A 环 路 转换 的 优势 为 在 于 其 使 用 的 抗 混 释 滤波 器 非常 简单 ， 仅 采用 一 阶 阻 容 (RC) 
电路 即 可 实现 该 滤波 器 。 通 常 来 说 ， 如 果 信 号 中 高 于 fs/2 的 频率 分 量 被 滤 除 ， 将 不 会 产 
ERA. MEZER MWE AE 0Hz 到 f./2 处 的 增益 为 1， 在 fs/2 到 无 穷 处 的 增益 为 0， 


x( + 
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由 于 fs 人 写 fs， 因 而 该 抗 混 秋 滤波 器 的 过 渡 带 (fs/2 到 fz/2) 可 以 相当 大 ， 对 于 fo /2 到 fs/ 
2 的 频率 ， 在 通过 低 通 抽取 滤波 器 的 过 程 中 被 滤 除 。 

采用 Z-A 调制 技术 的 模 - 数 转换 器 称 为 3-A 转换 器 ， 由 于 符号 函数 每 次 转换 1 位 ,在 
某 些 商业 产品 中 ， 也 将 其 称 为 “1 位 ?转换 器 。National Semiconductor 公司 是 制作 X-A 转 
换 器 单 芯片 集成 电路 的 主要 厂商 之 一 ，48kHz 的 18 比特 精度 的 转换 器 很 常见 。 

实际 中 常用 的 -A A/D 转换 器 元 件 包 括 National Semiconductor 公司 的 ADC12EU050, 
其 为 八进制 转换 器 ， 串 行 输出 ， 转 换 位 数 为 12 位 ， 速 度 为 40MSPS， 供 电 电压 为 1. 2V。 
1.45 “模拟 数字 转换 过 程 中 的 误差 

模拟 数字 转换 过 程 会 引入 多 种 误差 ， 最 常见 的 误差 为 量化 误差 ， 该 误差 由 使 用 有 限 的 
位 数 表示 抽样 后 信号 的 结果 而 引起 。 对 
于 A/D， 量 化 误差 为 原始 模拟 信号 与 量 +300 
化 后 的 数字 信号 的 差 值 ， 图 4. 22 所 示 为 ,oo 


量化 后 的 正弦 信号 及 其 产生 的 误差 示 mun 
意图 。 E n 

t 4b fii MR HE CQuantized Signal-to- U 时 间 
Noise Ratio, QSNR) 用 于 描述 量化 误 BM 
差 ， 其 定义 为 -2110 
QSNR — 10lg Es AJ irn 


在 上 式 中 ，P。 是 信号 功率 ，P。 为 ^ 
噪声 功率 。 对 于 幅度 为 A 的 正弦 信号 ， Eee NN A 
平均 功率 为 A:/2。 为 了 确定 噪声 功率 :: 
P, ， 需 对 噪声 信号 进行 合理 假设 。 对 于 
5 位 A/D 转换 器 ， 假 设 相对 于 信号 频率 ， 四 和 22 顶部 的 图 为 量化 后 的 正弦 信号 ,底部 的 图 
抽样 频率 足够 高 ， 则 最 大 的 量化 误差 将 AEDES 
不 会 超过 A/2， 其 中 ，A 一 24A/2 。 由 于 正弦 信号 是 对 称 的 ， 且 抽样 间隔 很 小 ， 将 误差 表示 
为 在 一 A/2 一 十 A/2 范围 的 直线 ， 如 图 4. 23 所 示 。 
由 于 误差 信号 通常 为 电压 信号 ， 其 
平均 功率 P, 为 误差 信号 的 平方 值 在 一 个 
抽样 周期 上 的 平均 ， 表 示 为 ; 


13 2 
P, = 未 | (At/T — A/2)? dt 
积分 结果 为 





2 


P, = A 图 4.23 ”将 误差 信号 假设 为 在 一 个 采样 周期 上 从 一 A/2 一 
A/2 之 间 的 直线 
用 2A/2^ 替换 A， 得 到 


= 





P. (26672) 3, yn 
P, AA? /2” 2 
将 量化 误差 表示 为 分 贝 : 
QSNR = 1l0lg(Ps/P,) z 6. 026+ 1. 76 (4. 4) 


该 结果 指出 A/D 中 每 增加 一 位 ， 信 噪 比 将 提高 db。 在 (4. 4) 式 的 计算 中 ， 我 们 假设 输入 
信和 号 为 正弦 信号 ， 如 果 输 入 不 是 正弦 信号 ， 则 QSNR 为 | 

QSNR ~ 6. 025 + 10. 81 — 20lg(zmx/ Ps) 
习题 4. 30 给 出 了 该 结果 的 推导 过 程 。 
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对 频率 为 1kHz 的 正弦 信号 进行 抽样 ， 抽 样 频率 fs =22050Hz， 使 用 10 位 A/D 

转换 器 ， 由 于 平均 功率 与 信号 的 平方 成 正比 ， 使 用 如 下 公式 计算 信和 号 与 噪声 的 平均 功率 
Bc NUE 

fii Fl MATLAB 经 功率 计算 得 到 QSRN， 并 将 结果 与 式 (4. 4) 的 计算 进行 比较 。 

解 : 如 下 MATLAB 的 m 文件 创建 一 个 周期 上 的 1kHz 的 正弦 波 ， 其 抽样 频率 
大 三 22050kHz， 量 化 信号 的 产生 如 下 : 将 信号 与 2 !: 相 乘 ， 将 相 乘 后 的 结果 转换 为 其 最 
接近 的 整数 ， 再 除 以 2 ， 即 得 到 量化 后 信号 。 原 始 信 号 用 zx 表示 ， 量 化 后 信号 用 xg 表 
示 ， 噪 声 信 和 号 为 x 一 xg。 

SOSNR.m 

b = 10; % 10 bit A/D 

fs - 22050; $ Sample rate 


T = 1/fs; % Sample period 

f = 1000; % signal frequency 

N = fs/f; $Number of samples in one period 

* x is the signal - a 1 kHz sin wave 

% xq is the quantized signal - quantized to b bits 
% Ps is the signal power. Pn is the noise power. 
i = 1:N; 

x = sin(2*pi*f*(i-1)*T); 

xq = round(x.*2^(b-1)); % truncate by rounding 
xq = xq/(2*(b-1)); 

Ps = sum(x.^2); 

Pn = sum((x - xq).^2); 

Ps = Ps/N; 

Pn - Pn/N; 

db = 10*10g10(Ps/Pn); 


fprintf('The QSNR is $f \n', db); 

MATLAB 的 输出 结果 QSNR 为 62. 27， 如 果 使 用 式 (4. OR, 结果 为 QSNR~6. 02 X 
104-1. 76—61. 96, 4 

模拟 数字 转换 的 第 二 个 重要 误差 为 尺度 误差 ， 其 经 常 被 忽略 。 尺 度 化 问题 为 ， A/D 接 
收 的 输入 信号 范围 需要 在 一 个 固定 的 电压 范围 ， 将 其 转换 为 5 位 。 如 果 输 入 的 信和 号 没有 占 
据 满 量程 ， 则 转换 结果 仅 使 用 较 少 的 位 数 。 假 设 A/D 接收 信和 号 的 电压 范围 为 0 一 10V， 转 
换 位 数 为 10 位 ， 则 其 能 表达 的 最 小 值 A 为: 

A = 10V/2" = 0. 009766V 

FE AY d BA OE du. AiR A +0. 009766/2 = £0. 004833, W +0. 4833%, 
假设 输入 的 范围 不 是 0 一 10V， 而 是 该 范围 的 一 半 ， 则 误差 变 为 原来 的 2 倍 ， 即 
+0.9766%, 

A/D 转换 的 转换 位 数 决定 了 转换 器 的 分 辨 率 ，12 位 转换 器 的 分 辨 率 为 2”* 分 之 一 ， 但 
是 分 辩 率 并 不 能 表示 转换 的 精度 ，A/D 转换 的 精度 表示 为 实际 转换 结果 与 其 对 应 的 理论 上 
限 值 之 间 的 差距 。 

A/D 中 的 误差 分 为 静态 误差 和 动态 误差 ， 静态 误差 是 与 频率 无 关 的 误差 ， 而 动态 误差 
会 随 着 频率 的 改变 而 改变 ， 静 态 误差 可 以 表示 为 A/D 转换 器 输入 电压 的 函数 。 

在 A/D 中， 有 4 种 主要 的 静态 误差 : (1) 偏 移 误 差 ，(2) 增 益 误差 (3) 微分 非 线 性 误 
差 ，(4) 积 分 非 线性 误差 。 
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。 偏 移 误差 一 偏 移 误 差 独立 于 输入 电压 ， 可 以 通过 在 输入 端 输入 0 值 ， 检 测 输 出 
值 进行 测量 。 通 常 可 以 使 用 最 低 有 效 位 (LSB) 电 压 或 满 量程 输出 电压 的 百分比 表 
示 偏 移 误差 。 许 多 A/D 均 有 参考 电压 连接 端 以 允许 用 户 调 节 输 出 电压 。 偏 移 误 差 
是 参考 电压 的 函数 ， 常 见 的 偏 移 误差 等 于 1/2 LSB, 

。 增益 误差 一 一 增益 误差 与 输入 电压 值 成 正比 ， 同 时 也 可 能 会 随 着 抽样 频率 的 变化 
而 不 同 。 其 与 偏 移 误差 相同 ， 增 益 误差 也 以 满 量程 输出 电压 的 百分比 , 或 LSB n 
ERR. 

。 微分 非 线 性 误差 一 一 如 果 A/D 的 输入 为 斜坡 信号 ， 则 输出 应 为 包含 所 有 可 能 结果 
的 平滑 阶梯 ， 阶 梯 的 过 渡 为 1 LSB， 微 分 非 线性 表示 A/D 完成 上 述 功 能 的 能 力 。 
有 时 某 些 量化 阶梯 可 能 丢失 ， 或 在 阶梯 过 渡 的 地 方 出 现 ， 微 分 非 线 性 误差 给 出 了 
最 坏 的 情况 。 微 分 非 线 性 误差 以 LSB 表示 ,如果 A/D 的 微分 非 线 性 误差 
志士 1 LSB， 将 不 存在 漏 码 ， 即 当 输 入 信和 号 由 最 小 值 逐 渐 增 加 到 最 大 值 时 ， 输 出 端 
将 出 现 所 有 的 二 进 制 编码 。 

。 积分 非 线 性 误差 一 一 该 误差 表示 ， 在 所 有 可 能 的 输出 中 ， 真 实 输出 与 理想 输出 的 
最 大 方差 ， 同 微分 非 线性 误差 类 似 ， 积 分 非 线性 误差 同样 以 LSB 表示 。 

模拟 数字 转换 中 的 动态 误差 是 频率 的 函数 ， 最 重要 的 动态 误差 一 般 以 QSNR X 
示 ， 其 为 输入 信号 频率 的 函数 。 为 计算 该 比值 ， 信 号 为 基 频 信号 归 一 化 后 的 平均 功 
率 ， 噪 声 是 除 基 频 、 谐 波 和 直流 电源 外 的 信号 中 所 有 噪声 的 归 一 化 平均 功率 之 和 。 最 
佳 信 品 比 的 理论 值 可 由 式 (4. 4) 计 算 ，QSNR=:6.02b 二 1.76。 如 果 噪 声 信 号 包含 所 有 
谐 波 ， 则 信 骂 比 (Signal-to-Noise Ratio, SNR) Z5 Jg 4è *& rb fa k H ( Signal-to-Noise Ratio 
and Distortion, SINAD), SNR 和 SINAD 均 可 通过 在 A/D 中 输入 精确 的 正弦 信号 ， 
检测 其 输出 信号 的 频谱 得 到 。 对 于 SINAD， 输 入 信号 应 尽 可 能 接近 满 量 程 ， 因 为 其 
表示 信号 失真 时 的 最 坏 情况 。 通 过 准确 地 计算 信号 功率 、 品 声 和 谐 波 功率 谱 ， 可 以 得 
到 SNR 和 SINAD. 

一 些 制 造 商 会 提供 A/D 的 有 效 位 数 (Effective Number Of Bit，ENOB) 指 标 ， 其 为 
SINAD 的 另 一 种 表示 形式 ， 二 者 可 以 相互 转换 ， 根 据 式 (4.4)， 用 SINAD HM BAR 
QNSR， 得 到 ENOB， 如 下 
SINAD — 1. 76db 

6. 02 

MAXIM 公司 的 MAX1425A/D 转换 器 为 该 类 型 转换 器 ， 其 技术 指标 如 下 : 转换 位 数 
为 10 位 ， 转 换 速 率 为 20MSPS，10MHz 下 的 典型 SINAD 为 59db，ENOB Jy 9. 5, 

A/D 转换 器 的 前 端 包含 传感器 、 多 路 复 用 器 、 单 位 增益 缓冲 放大 器 、 抽 样 保 
持 电 路 和 A/D, 假设 复 用 器 的 电压 误差 为 0.003%， 放 大 器 的 电压 误差 为 0.01%， 抽样 保 
持 电 路 的 误差 为 0.01%， 如 要 求 整个 系统 的 误差 小 于 50db， 则 该 A/D 的 ENOB 和 
SINAD 应 是 多 少 ? 

解 : 在 “误差 预算 ”为 50dB 的 要 求 下 ， 对 A/D 端 输出 的 电压 ， 需 要 满足 

20lg(vo /vi) <— 50 

求解 上 式 ， 得 到 v/v <0. 003162， 其 中 ， 表示 来 自 A/D 前 端 电路 的 噪声 。 

对 于 最 坏 的 情况 ， 单 位 幅 值 的 信和 号 通过 复 用 器 ， 放 大 器 和 抽样 保持 电路 后 的 增幅 值 变 
为 (1. 00003 x 1. 0001 * 1.0001)=1. 000023, ， 如 果 该 信号 通过 A/D， 则 要 求 1.000023 * A/D 
的 噪声 增益 一 1. 003162， 因 此 A/D 的 噪声 增益 需 小 于 1. 00293， 即 1/2 LSB 需要 表示 小 于 
0. 293% 的 信和 号， 即 





ENOB = 


2 (sii ) <0. 00293 


第 4 章 抽样 与 重建 


2ENOB >682 
求解 上 式 得 ，ENOB 王 10， 代 入 式 (4.3)， 有 SINAD=61. 96dB, 
另 一 种 方法 为 计算 均 方 误差 ， 该 方法 在 现实 中 使 用 更 多 ， 但 标准 相对 较 低 。 对 于 这 种 
方法 ， 有 











/ (0. 00003)? +2 。(0. 0001) + (A/D 误差 ) < 0. 003162 
REER, A/D 误差 二 0. 003145, 


2( zæ) <0. 003145 


2 ENOB >636 4 


4.4.6 dz 

抖动 的 概念 并 不 直观 ， 其 主要 思想 是 指 当 在 信号 中 增加 少量 的 随机 噪声 时 ， 可 以 得 到 
更 好 的 信号 量化 结果 。 在 对 信号 进行 量化 时 ， 低 于 半 位 表示 数值 的 所 有 值 均 被 量化 为 较 低 
的 量化 等 级 ， 假 设 系统 为 3 位 ， 表 示 的 电压 范围 在 0 一 ?7.5V， 每 位 表示 的 电压 值 为 8/2: = 
1. 0V， 小 于 该 值 一 半 的 电压 (0 区 z<<0. 5) 均 表示 为 0，001 表示 的 电压 范围 为 0.5 一 1.5。3 位 系 
统 表示 的 所 有 数值 和 其 对 应 的 电压 范围 如 表 4. 2 所 示 。 


表 4.2 以 3 位 表示 电压 值 在 0~7. 5V 的 电压 范围 





二 进 制 数 电压 范围 二 进 制 数 电压 范围 
000 0<zr<0.5 100 3.5<z<4.5 
001 0.5<2<1.5 101 4. 5<2<5.5 
010 1. 5<2<2. 5 110 5. 5<r<6.5 
011 2. 5 «3. 5 111 6. 5 «7. 5 





在 该 系统 中 ， 任 何 小 于 0. 5V 的 连续 信号 均 表 示 为 000， 但 这 些 信 号 并 不 一 定 为 零 。 
若 在 该 信号 中 加 入 少量 噪声 ， 在 某 些 时 间 内 ， 噪 声 可 以 增加 信号 的 值 ， 使 其 超过 相 邻 的 下 
一 个 更 高 的 阔 值 ， 这 样 可 以 得 到 更 加 正确 的 表示 。 噪 声 必 须 是 均匀 分 布 的 随机 噪声 ， 其 值 
不 能 超过 半 位 表示 的 电压 值 。 增 加 的 噪声 称 为 抖动 值 ， 增 加 噪声 的 过 程 称 为 抖动 。 例 4-5 
给 出 了 拌 动 的 工作 原理 ， 拌 动 的 数学 表示 在 9. 6 节 将 有 详细 介绍 。 

GE 利用 MATLAB 产生 半 个 周期 的 正弦 波 ， 正 弦 波 的 频率 为 0. 1kHz， 抽 样 频率 为 
44.1kHz, 使 用 4 位 量化 该 正弦 信号 ， 画 出 量化 结果 。 在 原始 信号 中 加 入 抖动 电压 ， 重 新 进 
行 4 位 量化 ， 画 出 增加 拌 动 后 的 量化 结果 ， 并 将 其 与 未 抖动 的 量化 结果 比较 。 

解 : 如 下 MATLAB 的 m 文 件 产生 了 0. 1kHz 的 正弦 波 ， 将 其 量化 为 4 位 。 在 该 信号 
中 增加 拌 动 信号 ， 再 次 进行 4 位 量化 ， 比 较 结果 如 图 4. 24 所 示 。 

量化 与 抖动 的 信号 


量化 信号 





2 3 
时 间 (bd 
a) 


图 4.24 该 图 所 示 为 量化 为 4 位 的 1kHz ERAS. Ab 中 加 入 了 抖动 


— B 
X107 时 间 (种 ) 
b) 
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fs = 44100;T = 1/fs; 

fO = 100; 

Bits = 4; 

% Create a half cycles of a sine wave at f0. 
i = 1:220; 

u = 0.5*sin(2*pi*fO*T*i); 

Suquant is the quantized version of u. 
uquant = u*2^(Bits-1); 

uquant = fix(uquant) ; 

uquant = uquant/2^(Bits-1); 

s 

figure (1) ;clf; 

subplot (2,1,1) 

Time = linspace (0, 219*T, 220) ; 


Stem(Time, uquant, 'MarkerEdgeColor', 'none') 
axis([O .005 0 .6]) 
€ 


% rand produces a flat distribution between 0 and 1. 
dither = rand(1,length(u))/2^(Bits-1); 

sditherU is the original signal plus the dither. 
ditherU = u + dither; 

$dquant is the quantized dithered signal 

dquant -ditherU*2^(Bits-1); 

dquant - fix(dquant); 

dquant - dquant/2^(Bits-1); 

subplot (2,1,2) 

stem(Time,dquant, 'MarkerEdgeColor', 'none') 
axis([0 .005 0 .6]) 


4.5 D/A 转换 

在 得 到 数字 系统 的 输出 后 ， 经 常 需 将 其 还 原 为 连续 时 间 信 号 ， 该 过 程 的 第 一 步 为 数字 
模拟 转换 (D/A) D/A 的 输入 为 时 间 和 幅度 上 均 离 散 的 二 进 制 信号 ， 和 输出 为 时 间 连 续 但 幅 
度 上 仍然 离散 的 电压 值 。 基 本 上 所 有 D/A 都 使 用 寄存 器 来 接收 数字 系统 的 输出 值 ， 在 下 
一 个 值 收 到 之 前 ， 该 寄存 器 将 保持 当前 电压 值 。 不 同 于 A/D, D/A 不 是 串 行 系统 ， 转 换 
速率 可 以 很 快 ， 因 而 输出 类 似 于 阶梯 电压 ， 该 过 程 如 图 4. 25 所 示 。 


b Ti 
b | 4 mmm 
离散 的 二 | | b 
模拟 输出 
O 时 间 


图 4.25 D/A 及 其 输入 /输出 信号 


4.5.1 D/A 转换 技术 

最 容易 理解 的 D/A 为 加 权 电 阻 网 络 转换 器 ， 设 二 进 制 数 字 Ys， 共 有 B 位 ， 表 达 式 为 
Ys =bg- br-2bg-3 "bibo, HH, b; 是 二 进 制 数 (1 xk 0). 

在 二 进 制 中 ， 每 位 代表 相应 的 2 的 害 次 ， 可 以 将 Ys 表示 的 值 写 为 


RAE ”抽样 与 重建 


Ys = 27 bs + 27 bps 十 … 十 2b, + bo 

二 进 制 数 的 每 一 个 位 均 有 一 个 权 值 ， 其 为 2 Wk, BRA A EE HE ee 
的 位 置 决定 。 

在 电路 中 ， 可 以 使 用 离散 的 电压 值 表示 二 进 制 数 的 位 值 ， 如 OV 等 于 二 进 制 中 的 0， 
SV 等 于 二 进 制 中 的 1。 对 于 任 一 个 电阻 ， 若 该 电阻 两 端的 电压 为 0V， 则 产生 的 电流 为 0， 
若 电 阻 两 端的 电压 为 5V， 产 生 的 电流 与 电阻 值 成 反比 。 基 于 这 种 理念 构建 D/A， 将 电阻 
值 与 加 权 系 数 相 对 应 ， 设 计 电阻 值 使 其 与 2 的 寡 次 相 吻 合 ， 使 用 运算 放大 器 将 电流 相 加 。 
该 D/A 的 原理 图 如 图 4. 26 ， 其 为 实际 D/A 的 简化 图 ， 假 设 二 进 制 位 值 为 0V 或 5V 的 电 
压 。 在 实际 中 ， 使 用 这 些 位 的 值 来 控制 开关 以 决定 加 在 电阻 器 两 端的 参考 电压 值 。 电 阻 器 
R, 为 增益 电阻 ， 调 整 该 电阻 值 ， 可 使 输出 电压 320k 
在 合适 的 范围 。 

不 同 于 模拟 数字 转换 ，D/A 转换 不 需要 预 
测 、 统 计 ， 以 及 其 他 的 串 行 处 理 过 程 ， 转 换 速 
率 由 信号 通过 元 件 的 时 间 决 定 ， 同 时 也 不 需要 
时 钟 。 

D/A 转换 器 在 实际 应 用 中 的 一 个 主要 问题 
如 图 4. 26 所 示 。 当 转换 位 数 很 大 时 ， 电阻 值 
的 设计 变 得 很 困难 。 例 如 ， 对 于 10 位 转换 器 ， 图 4. og 权 电 阻 D/A 转换 器 ， 在 该 转换 器 中 ， 电 
如 果 6b, 位 对 应 的 电阻 值 为 10kQ， 则 bo 对 应 的 阻 为 加 权 系数 ， 运 算 放大 器 将 电流 相 加 
电阻 值 为 5. 12MQ。 对 于 12 位 转换 器 ， 若 bn 
对 应 的 电阻 值 为 10kQ， 则 bo 对 应 的 电阻 值 将 为 20. 48MQ。 对 于 阻 值 较 大 电阻 器 ， 要 求 其 
具有 很 高 的 精度 ， 例 如 10 位 的 转换 器 可 以 识别 的 数值 为 1/2*， 即 0.1%, 车 电 阻 器 的 阻 
值 范围 较 宽 且 不 进行 调整 ， 则 无 法 保证 如 此 高 的 精度 。 

为 克服 多 值 电阻 器 的 精度 问题 ， 另 一 个 实现 D/A 功能 的 电路 如 图 4. 27 所 示 。 该 转换 
器 称 为 梯形 电阻 网 络 ， 也 称 为 R/2R 电阻 网 络 
转换 器 ， 其 仅 使 用 两 个 不 同 的 电阻 值 。 在 构建 
集成 电路 时 ， 构 建 两 个 基本 相同 的 电阻 (两 电 
阻 的 电阻 值 相 差 在 1% 之 间 ) 比 构建 两 个 相对 于 
某 一 特定 值 为 1% 误差 的 电阻 (两 个 电阻 的 阻 值 
不 相同 ) 更 容易 。 

在 图 4. 27 中 ,使 用 bo ~b 控制 的 电子 开 
关 蔡 代 机 械 开 关 。 由 于 分 压 网 络 的 设计 ， 到 达 
任 一 个 开关 的 电流 均 为 到 达 上 一 个 开关 电流 的 
一 半 





在 实际 应 用 中 ，D/A 转换 时 间 一 般 都 很 快 ， 
因此 转换 速度 并 不 是 设计 信号 处 理 单元 考虑 的 重 
要 因素 。 音 频 系统 中 常用 16 位 转换 器 ， 在 市 场 上 
很 容易 买 到 。 另 外 根据 价格 和 应 用 的 不 同 ， 奥 型 eT CE ae tei E 
的 10—12 位 D/A 的 转换 时 间 大 约 在 40ns~ 10ps b. 用 于 控制 开关 
之 间 ， 更 高 速度 的 D/A 可 以 达到 1GSPS, 
4.5.2 BEARER 

数字 模拟 静态 转换 误差 的 定义 与 模拟 数字 转换 中 的 静态 误差 相似 ， 包 含 偏 移 误差 、 增 
益 误差 、 微 分 非 线性 误差 和 积分 非 线性 误差。 
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D/A 中 信 噪 比 的 定义 也 与 A/D 中 的 定义 相似 ， 也 可 使 用 式 (4.4) 计 算 。 然 而 ，D/A 
中 的 动态 误差 不 同 于 A/D 中 的 动态 误差 。 对 于 D/A 来 说 ， 设 计 者 和 最 终 用 户 需 考虑 转换 
器 的 瞬 态 响应 ， 瞬 态 响应 由 毛刺 和 电压 转换 速率 两 个 因素 所 决定 。 

毛刺 是 专业 术语 ， 在 D/A 中 ， 其 表示 开关 从 一 个 状态 转换 到 另 一 个 状态 的 不 确定 性 
引起 的 输入 信号 改变 ， 进 而 在 输出 端 产生 异常 。 例 如 ， 如 果 D/A 的 输入 由 1000 1000 转换 
到 下 一 个 状态 1000 0111， 最 后 面 4 位 的 状态 同时 改变 。 在 D/A 内 部 的 开关 中 ， 某 些 开关 
的 速度 可 能 会 比 男 一 些 开关 速度 稍 快 ， 因 而 输出 端 就 会 产生 毛刺 ， 其 某 种 程度 上 类 似 于 逻 
辑 电 路 的 竞争 现象 。 为 避免 毛刺 产生 ， 某 些 D/A 在 其 输出 端 增 加 抗 毛刺 电路 ， 类 似 于 
A/D 前 端的 抽样 保持 电路 。 

转换 过 率 是 衡量 当 输 入 出 现 一 个 跳 变 时 ， 输 出 产生 相应 改变 的 响应 时 间 。 如 果 转 换 速 
率 较 低 ， 在 输出 端 会 产生 谐 波 失真 。 对 于 正弦 信号 ， 最 大 的 斜率 发 生 在 kx(k 二 0，1， 
2,，…) 的 位 置 ， 该 处 的 斜率 值 为 士 2xf， 其 中 了 为 以 赫兹 表示 的 正弦 信和 号 频率 。 因 此 ， 对 
于 y 一 Asin(oot 切 表示 的 正弦 波 ， 为 防止 谐 波 失真 的 产生 ， 转 换 速 率 需 过 Ac 。 

DSP 的 输出 是 二 进 制 数值 ， 该 数值 进入 输出 寄存 器 ， 该 寄存 器 作用 于 D/A。 在 抽样 
周期 结束 时 ， 由 DSP 产生 一 个 新 的 数值 来 替换 旧 的 数值 ，D/A 也 完成 一 次 转换 。 这 些 离 
散 的 输出 值 类 似 于 阶梯 的 形状 ， 如 图 4. 22 所 示 。 


4.6 抗 镜像 滤波 器 
信号 通过 理想 抽样 器 后 ， 信 号 频谱 和 原始 信号 频谱 是 相同 的 ， 只 是 抽样 信号 的 频谱 在 
频 域 中 旦 周期 性 出 现 ， 其 周期 由 抽样 频率 决定 ， ingen iss 
` oi 


理想 抽样 ¥ È E 


图 4.28 该 图 为 理想 抽样 器 输入 和 输出 信号 的 时 域 和 频 域 ， 抽 样 频率 fs =1/T 


观察 抽样 后 信号 的 频谱 可 以 发 现 ， 如 果 去 除 这 些 频 谱 中 的 重复 镜像 部 分 ， 即 可 恢复 原始 
信和 号。 实现 上 述 目标 需要 使 用 一 个 理想 低 通 滤 DAC 保 持 寄存 器 的 频率 响应 
波 器 ， 该 滤波 器 在 O~ f./2 的 频率 范围 内 增益 | | 
为 1， 在 高 于 f:/2 的 频率 范围 内 ， 增 益 为 0。 

由 于 理想 低 通 滤波 器 的 冲 激 响应 是 非 因 果 
的 ， 因 而 在 实际 中 无 法 实现 ， 但 可 以 得 到 该 滤 
波 器 的 近似 模型 。 实 际 上 ，D/A 转换 器 使 用 寄 
存 器 来 保持 两 个 抽样 点 间 DSP 的 输出 ， 进 而 产 
生 阶梯 效应 ， 该 系统 在 某 种 程度 上 达到 了 低 通 
滤波 的 效果 。 

寄存 器 - D/A 等 效 的 频率 响应 函数 如 图 4. 29 
所 示 ( 如 何 得 到 该 函数 请 参考 习题 4 11)， 在 很 多 x 
实际 应 用 中 ， 这 就 是 所 需 的 滤波 效果 。 例 如 ， 阶 图 4.29 产生 阶梯 输出 的 寄存 器 和 D/A 的 频率 
梯 波 的 输出 形式 很 适合 控制 直流 电机 。 对 于 仅 使 响应 函数 
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用 保持 寄存 器 而 不 能 满足 要 求 的 情况 ， 需 要 设计 更 复杂 的 输出 电路 。 

在 某 些 系统 中 ， 在 信号 进入 到 D/A 之 前 需要 在 O~ fo /2 的 频带 内 ， 增 加 信号 的 增益 
以 补偿 衰减 。 或 者 也 可 在 D/A 之 后 ， 以 模拟 滤波 器 的 形式 增加 补偿 。 此 外 ， 也 可 使 用 不 
同类 型 的 转换 器 ， 如 X-A 转换 器 。 * 

CERES 抽样 频率 为 人 赫兹 的 信号 通过 D/A， 然后 进入 保持 寄存 器 ,在 信和 号 进入 D/A 
之 前 需 进 行 何 种 处 理 以 补偿 保持 寄存 器 的 衰减 ? 

解 : 图 4. 29 给 出 了 保持 寄存 器 滤波 效果 ， 为 补偿 其 滤波 效果 ， 需 要 在 信号 进入 D/A 
之 前 加 入 增益 ， 以 使 增益 与 滤波 器 幅 频 响应 的 乘积 在 0— f./2 范围 内 为 1， 保持 滤波 器 的 
滤波 曲线 表示 为 

H(w) = (1— e?7T)/iyT 
为 得 到 补偿 滤波 器 的 频率 响应 ， 需 进行 如 下 处 理 ， 

fs = 1000;T = 1/fs; 

f = 1:fs/2;w = 2*pi*f; 

H = (1 - exp(-j*w*T)) ./ (j*w*T) ; 

Ideal - ones(1, length(H)); 

figure(1);clf; 

sNormalize magnitude 

H = abs (H) /max (abs (H)) ; 


plot(f, H); 
hold on; 


*Divide normalized magnitude into 1 to get compensator 
Hc - Ideal./abs(H); 

plot(f, Hc); 

xlabel('Frequency'); 

ylabel('Normalized magnitude'); 

title('Response of the D/A and hold register'); 


图 4. 30 为 结果 。 < 
在 DSP 的 前 端 使 用 模拟 低 通 滤波 器 ， 数字 模拟 转换 和 保持 寄存 器 的 频率 响应 
在 后 端 也 使 用 模拟 低 通 滤波 器 。 前 端的 滤 | 
波 器 用 于 抑制 信号 中 大 于 fs/2 的 频率 分 Tt 
量 ， 后 端的 滤波 器 用 于 去 除 抽样 过 程 引 入 " Mens 
的 额外 的 频率 分 量 ， 也 称 为 重建 滤波 器 。 pbi e] 
在 某 些 应 用 中 ， 对 输出 信号 过 抽样 可 以 ! 
降低 代价 ， 同 时 可 以 提高 模拟 重建 滤波 器 的 
质量 。 考 虑 简单 的 RC 低 通 滤波 器 ， 其 输入 
为 抽样 后 的 信号 ， 使 用 电容 存储 抽样 点 的 电 04 
量 ， 使 用 该 电量 来 填充 抽样 点 间 的 空白 以 平 02 
滑 信号 。 如 果 抽 样 频 率 增加 ， 抽 样 点 间 的 距 0 
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归 一 化 幅度 


离 将 变 小 ， 则 电容 器 尺寸 将 降低 ， 因 此 过 抽 频率 
样 可 以 降低 电路 的 成 本 和 尺寸 。 图 4 30 在 信号 进入 到 D/A 和 保持 寄存 器 前 加 入 补偿 


对 于 音频 系统 ， 抽 样 频率 一 般 为 几 十 
千 赫 兹 ， 增 加 抽样 频率 到 几 百 千 赫 效 ， 则 模拟 重建 滤波 器 的 尺寸 将 降低 。 对 于 给 定 的 信 
号 ,增加 其 抽样 频率 的 过 程 称 为 过 抽样 或 内 插 ， 新 插入 的 抽样 点 值 来 源 于 其 邻近 的 抽样 值 
的 加 权 平 均 近 似 。 

内 插 滤 波 器 在 CD 和 某 些 控制 系统 中 有 广泛 的 应 用 ，CD 播放 器 一 般 采 用 4 倍 过 抽样 ， 
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即 在 信号 进入 到 扬声器 前 ， 使 用 内 插 滤波 器 ， 这 样 感觉 存储 在 磁盘 中 的 信号 就 像 由 4 倍 抽 
样 频 率 得 到 的 信号 。 类 似 地 在 控制 系统 中 ， 当 遇 到 低频 控制 信号 的 情况 时 ， 在 控制 信号 输 
入 到 连续 时 间 电 机 前 ， 常 使 用 易于 通过 计算 实现 的 内 插 滤波 器 ， 否 则 需要 使 用 成 本 较 高 的 
高 质量 模拟 滤波 器 。 

线性 内 插 是 一 种 简单 且 容 易 理解 的 内 插 方 式 ， 图 4. 31 中 是 将 线性 内 插 应 用 到 脉冲 响 
应 函数 的 情况 。 


内 插 点 


h(kT) 





5 10 15 20 "0 10 20 30 40 


kT kT kT 
a) 原始 脉冲 响应 函数 b) 内 插 后 的 脉冲 响应 函数 ， c) 线性 内 插 
注意 抽样 速率 变 为 原来 的 2 倍 
图 4.31 线性 内 插 


对 于 实际 的 线性 内 插 器 ， 一 般 先 在 抽样 点 间 插入 零 值 ， 如 图 4. 32 所 示 。 内 插 滤波 器 
使 用 前 一 时 刻 抽 样 点 值 和 下 一 时 刻 抽 样 值 的 平均 值 蔡 代 零 值 ， 由 于 滤波 器 不 能 获取 未 来 时 
刻 的 信号 ， 在 输入 序列 中 需要 引入 单位 延 时 器 。 


kT 
x(2kT)| 在 抽样 点 间 | *D | usnm LED 
内 插 零 


图 4.32 线性 内 插 滤波 器 的 实现 


尽管 线性 内 插 滤波 器 很 容易 实现 ， 但 其 效果 并 不 总 是 让 人 满意 ， 实 际 上 ， 在 频 域 中 能 
够 得 到 更 好 的 解决 方法 。 

在 图 4.33 中 ，X,(w) 表 示 抽 样 后 信号 x,(z?) 的 频谱 函数 ， 该 函数 为 周期 函数 。 如 果 信 
号 zs(1) 通 过 理想 模拟 低 通 滤波 器 HiCw)， 则 仅 保留 信号 一 个 周期 内 的 频谱 ， 理 想 模 拟 低 





通 滤波 器 可 以 作为 理想 的 内 插 滤波 器 。 
X,(@) 
=o, =o, h O o, /2 o. o 
H (o) 
—u -w /2 Oo wh wo w 





H (o) X, (wm) 






一 ws /2 O w /2 s ui 
44.33 当 抽 样 后 信和 号 频谱 通过 理想 低 通 滤波 器 时 ， 可 以 恢复 原始 信号 频谱 
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在 时 域 中 ， 理 想 模拟 低 通 滤波 器 的 冲 激 响应 为 
han (D =p] Hiwedo = 3-[ ede 


A ujb tal? ojt .ws , 
Dt T —- = — $ut —O = ~ ae = 2, inc Gost/2) (4. 5) 
在 频 域 中 ， 理 想 滤波 器 和 抽样 后 信号 的 频谱 相 乘 ， 频 域 乘积 对 应 于 时 域 卷 积 ， 因 此 ， 


在 时 域 中 ， 信 号 zx,(z) 通 过 内 插 器 的 响应 ine CO) RT A JR 


Vine D = x0) * g Sine a st/2) 


Kot 


han (t) = 





或 
Xa) = af hCOsinc[ ws G — r) /2 ]dr 
TJ 一 co 
以 离散 时 间 函 数 表 示 ， 该 方程 可 以 写成 


Vim C) emer = hie RT) = 2* 5 hlr)sinc[ws (kT — 22/2] (4. 6) 


T= co 
从 式 (4.6) 可 以 看 出 ， PONES cs MR sinc 函数 的 加 权 和 。 求 和 的 范 

围 是 无 限 且 非 因果 的 ， 因 此 理想 的 内 揪 滤 波 器 在 现实 中 无 法 实现 。 但 可 以 使 用 过 湾 带 较 罕 

的 低 通 滤波 器 近似 理想 的 内 插 滤 波 器 。 在 实际 应 用 中 ， 对 于 音频 系统 来 说 ， 相 位 对 信号 的 

影响 较 大 ， 因 此 使 用 FIR 滤波 器 比较 合适 ;在 控制 系统 中 ，IIR 滤波 器 计算 效率 很 高 ， 因 

此 更 合适 。 第 8 章 将 对 过 抽样 和 内 插 滤 波 器 进行 更 详细 的 介绍 。 

习题 

概念 题 

. 假设 在 A/D 转换 过 程 中 没有 使 用 抽样 保持 电路 ， 将 可 能 导致 哪 种 误差 ? 

. 在 什么 情况 下 ， 可 以 不 使 用 抽样 保持 电路 ? 

. 若 设 计 阻 带 衰 减 为 70db 的 低 通 滤 波 器 ， 需 要 多 少 位 的 A/D 转换 器 ? 

. 某 数字 滤波 器 由 抽样 保持 电路 、A/D、 计 算 系 统 和 D/A 构成 ， 可 以 使 用 示波器 观察 输出 结果 ， 且 可 使 

用 不 同 频率 的 正弦 信号 作为 输入 ， 设 计 两 种 方法 以 测定 该 滤波 器 的 抽样 频率 。 

5. 假设 抽样 保持 电路 有 和 较 大 的 电压 衰减 ， 比 如 10% ， 该 误差 对 于 输出 结果 有 何 影响 ? 同时 考虑 幅度 响应 
和 相位 响应 。 

6. 为 什么 在 闪存 转换 器 中 一 般 不 需要 抽样 保持 电路 ? 

7. CD 播放 器 中 过 抽样 滤波 器 的 作用 是 什么 ? 为 什么 需要 使 用 该 滤波 器 ? 如 果 没 有 过 抽样 滤波 器 ， 为 了 
能 够 在 输出 端 得 到 相同 的 音频 质量 ， 可 使 用 什么 替代 方法 ? 

8. 对 于 相同 的 位 数 ， 为 什么 D/A 转换 速率 通常 要 比 A/D 转换 速率 总 体 上 快 将 近 10 fir? 

9. 当 我 们 看 电影 时 ， 经 常会 发 现 尽 管 汽车 向 前 移动 ， 但 感觉 到 汽车 的 轮子 向 后 移动 ， 使 用 混 倒 来 解释 这 
种 现象 。 抽 样 的 是 什么 信号 ? 混 释 是 怎么 产生 的 ? 

10. 如 果 对 信号 过 抽样 ， 可 以 使 用 低 阶 的 抗 混 琶 滤 波 器 蔡 代 高 阶 的 抗 混 全 滤波 器 ， 过 抽样 过 程 可 看 成 是 
将 抗 混 一 滤波 器 的 设计 从 硬件 问题 转 为 软件 问题 ， 解 释 为 什么 这 样 说 是 正确 的 。 

11. 在 讨论 A/D 中 的 误差 时 ， 介 绍 了 4 种 类 型 的 误差 : 偏 移 误 差 、 增 益 误差 、 微 分 非 线 性 误差 和 积分 非 
线性 误差 。 现 有 一 个 A/D 转换 器 和 一 个 信号 发 生 器 ,通过 观测 A/D 的 输入 和 输出 以 测量 每 一 种 
误差 。 

12. 对 于 一 个 频率 为 400Hz 的 正弦 信号 ， 以 5000Hz 进行 抽样 ， 通 过 每 10 个 点 去 除 9 个 点 对 该 正弦 信和 号 
进行 10 倍 降 抽样 ， 则 降 抽样 后 的 正弦 信号 频率 将 为 100Hz。 解 释 其 中 的 原理 。 

13. B P4. 13 中 的 MATLAB 代码 产生 了 5000Hz 抽样 的 400Hz TERY 通过 在 抽样 点 间 插 零 对 信号 进 

行 升 抽 样 ， 该 代码 同时 画 出 了 升 抽样 后 信号 的 频率 响应 ( 见 图 P4. 130, 频谱 中 显示 出 原始 信号 在 
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400Hz 位 置 ， 同 时 在 4600Hz 处 有 第 二 个 信和 号。 
(a) il FAVE EE ft FE 4600Hz 信号 的 产生 。 
(b) 根据 (a) 的 结果 ， 假 设 信号 频率 为 200Hz 或 者 2000Hz， 则 升 抽样 后 的 信号 频谱 将 变 为 怎样 ? 
fs = 5000;T = 1/fs; 
fsig = 400; 
t = 0:T:1000*T; 
y = sin(2*pi*fsig*t); 
y2 = unsample(y,2); 
t2 = 0:T/2:1000*T; 
figure (1) ;clf; 
yFFt = fft(y2); 
L = length(yFFt) ; 
k = 1:L; 
yFFTmag = abs(yFFT) /max (abs (yFFt) ) ; 
plot (k*2*fs/L, yFFtmag) ; 
axis([0 fs 0 1.2]); 
xlabel (‘frequency in HZ’); 
ylabel (‘gain’); 
title(‘FFT of signal’) ; 





a) 
图 P4.13 MATLAB 代码 和 升 抽样 后 的 正弦 信和 号 频谱 


14. 某 差分 方程 对 应 的 单位 阶 跃 响应 为 y TO | -mm 信号 = (0.4, 1.0, 1.18, 1.09, 0.991, 0.97, 
0. 987, 1.003, 1.005, 1.00, 1.00, 1.00, =} 
JB EET EK REL. ROPA AY ZI FET LB HSS ER. UID A TE A ZO? 

15. 为 了 保持 待 抽样 信号 的 信息 ， 需 要 以 至 少 2 倍 的 信号 最 高 频率 对 连续 时 间 信 号 进行 抽样 。 该 抽样 定 
理 的 表述 有 什么 错误 ? 

16. 车 轮 中 有 从 中 心 到 边缘 的 辐射 线 ， 当 使 用 每 分 钟 闪烁 100 次 的 闪光 灯 照 射 车 轮 时 ， 车 轮 看 起 来 是 不 
动 的 。 从 该 现象 推断 ， 该 旋转 的 车 轮 其 转速 为 多 少 ? 

分 析 设 计 题 

4.115 

4.1 以 44100Hz 抽样 1000Hz 的 正弦 信号 ， 计 算 该 信号 的 前 三 个 混 到 频率 值 。 

4.2 信和 号 被 抽样 后 ， 依 次 通过 A/D, WRA D/A， 在 没有 抗 混 大 滤波 器 和 抗 镜像 滤波 器 的 情况 下 ， 
使 用 示波器 观察 输入 和 输出 ， 观 察 到 f。 的 前 两 个 混 释 频率 为 fo. fas Wh MP. fa 之 间 的 关系 
为 什么 ? 

4.3 两 个 信号 nOM 2.0), WW fs/2 的 带 限 信号 ， 抽 样 频率 为 fs ， 找 到 如 下 信号 的 最 小 抽样 频率 ， 
(a) ai (kt), FR, k HERZ, (b) zi(t/k)，(c) n x x (D, EP, 表示 卷 积 。 

4.4 信号 Fi 一 4sin(200rt 十 r/6) 一 3. 2cos(300rt 一 r/6) ， 甚 奈 奎 斯 特 频率 是 多 少 ? 

4.5 抽样 器 、A/D 和 D/A 级 联 使 用 ， 使 得 输出 为 输入 的 抽样 结果 。 假 设 抽样 频率 为 1000Hz， 输 入 信和 号 
a(t)=sin(200nt), HH BA y(nT)= 二 sin(200xnT)， 其 中 ,， 工 为 抽样 周期 ， 找 到 另外 两 个 与 该 信号 
产生 相同 输出 的 连续 时 间 信 号 。 

4.6 在 第 3 章 中 ， 将 占 空 比 设 为 50% ， 频 率 为 fo 的 方 波 信号 的 传 里 叶 级 数 写成 

RD = M Tsina fokT) 
4 为 奇数 
写 出 该 方 波 的 奈 奎 斯 特 频率 ， 以 N 的 函数 表示 。 

4.7 ”以 1000Hz 抽样 800Hz 的 信号 ， 将 输出 结果 输入 到 D/A， 该 输出 信号 的 基本 频率 为 多 少 ? 在 输出 结 
果 中 ， 每 个 周期 中 有 多 少 个 抽样 点 ? 

4.8 以 1000Hz 为 抽样 频率 ， 对 于 频率 分 别 为 50Hz 和 0. 001Hz 的 正弦 信号 ， 计 算 其 相 邻 抽样 点 间 的 最 


大 电压 差 值 。 对 于 低频 率 ( 相 对 于 抽样 频率 ) 输 入 信号 ， 有 效 位 个 数 的 含义 是 什么 ? 
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.9 ”信和 号 的 频谱 XX(w) 如 图 P4. 9 所 示 ， 抽 样 频 率 为 ws ， 带 限 信 号 的 带宽 为 wa， 该 图 中 ，was 一 2ws/3， 简 
要 画 出 抽样 后 信号 的 频谱 图 。 


.2 节 X(w) 
.10 假设 使 用 3 阶 的 模拟 巴特 沃 斯 滤波 器 
作为 抗 混 释 滤波 器 ， 该 滤波 器 的 截止 
频率 为 11025Hz, 系统 的 抽样 频率 为 -2w, -os -wp O wg ws 2w 
22050Hz。 假 设 系 统 中 的 噪声 频率 为 m a 
12127. 5Hz， 幅 度 为 0.5， 则 噪声 经 Se. RENEE 


过 系统 后 有 什么 变化 ? 


“3 节 


11 在 例 4-3 中 ,使 用 MATLAB 程序 得 到 了 量化 位 数 为 10 位 、 电 压 范 围 在 一 1 一 十 1V 之 间 的 正弦 信 
号 的 QSNR。 若 正弦 信号 的 幅度 范围 在 一 0.4 一 十 0. 4V 之 间 ， 则 QSNR 是 多 少 ? 

12 ”修改 例 4-3 中 的 MATLAB 代码 ,使 得 位 数 5 的 范围 在 1~24 之 间 ， 画 出 QSNR 与 5 的 关系 曲线 。 

13 ”修改 例 4-3 中 的 MATLAB 代码 ， 得 到 下 列 信号 的 QSNR。(a) 信号 z 为 方 波 信号 ， 基 频 为 100Hz， 
使 用 传 里 叶 级 数 的 前 10 个 谐 波 拟 合 该 方 波 ， 参 考 附录 D 中 的 fouriersq 函数 。(b) 信号 z 为 三 角 波 信 
号 ， 基 频 为 100Hz， 使 用 傅 里 叶 级 数 的 前 10 个 谐 波 拟 合 该 三 角 波 ， 参 考 附录 D 中 的 fouriertri HA. 

14 在 式 (4.4) 中 ， 如 果 信 号 为 正弦 信号 ，QSNR 为 QSNRs:6. 02b 十 1. 76, 

如 果 输 入 不 是 正弦 信号 ， 则 写成 QSNR~101gCP§/(A/12)?), 其 中 AS xu /2^. 
证 明 上 式 可 简化 为 QSNR*6. 026+10. 81 一 20lg(Czmax/Ps) 。 

.4 节 

15 ”使 用 图 4.15 所 示 的 SAR 结构 构建 一 个 10 位 A/D 转换 器 。 其 中 10 位 D/A 转换 器 的 转换 时 间 为 
lws， 反 馈 通 道 的 逻辑 控制 单元 每 50ns 进行 一 次 电压 预测 。 

(a) 估计 完成 10 位 转换 所 需 的 时 间 ; 
(b) 假设 仅 需 8 位 转换 ， 则 转换 时 间 是 否 有 变化 ?如 果 有 变化 ， 则 8 位 转换 所 需 的 时 间 为 多 少 ? 

16 使 用 8 位 A/D 对 温度 传感器 的 信号 进行 转换 ,传感器 的 误差 为 十 3%， 电压 范围 在 0~8V 之 间 ， 
A/D 转换 器 的 满 量程 动态 范围 为 0 一 10V 之 间 。 如 果 考 虑 量化 误差 ， 则 A/D 转换 器 输出 的 数字 信 
号 的 精度 为 多 少 ? 

17 A/D 的 ENOB Jy 13. 5 比特 ， 如 果 A/D 前 的 放大 器 电压 误差 为 0.1%， 抽 样 保持 电路 的 电压 误差 
为 0.3%， 如 果 输 入 为 理想 的 正弦 信号 ， 则 A/D 输出 的 噪声 水 平 为 多 少 ， 以 分 贝 表示 。 

.18 ”传感器 的 输出 电压 信号 范围 为 0~10V， 误 差 为 土 3%， 为 其 选择 一 个 A/D 转换 器 ， 为 使 在 最 坏 的 
情况 下 ， 总 体 误 差 不 超 过 士 3. 1% ， 则 A/D 所 需 的 最 少 位 数 为 多 少 ? 

19 传感器 的 输出 电压 为 0 一 5V，10 位 A/D 的 输入 电压 范围 为 一 10 一 十 10V， 如 果 使 用 位， 输入 电 
压 范围 在 0 一 5V 的 转换 器 替代 该 10 位 A/D。 为 达到 与 该 10 位 A/D 转换 器 相同 的 精度 ，2 的 最 小 
值 应 为 多 少 ? 

.20 系统 的 抽样 频率 为 22050Hz， 如 果 使 用 2 倍 过 抽样 ， 则 模拟 滤波 器 的 通 带 和 阻 带 为 多 少 ? 如 果 使 

用 4 倍 过 抽样 ， 则 通 带 和 阻 带 为 多 少 ? 

.21 过 抽样 可 以 降低 对 模拟 抗 混 释 滤波 器 的 要 求 ， 但 是 并 没有 去 除 模拟 抗 混 释 滤波 器 。 假 设 抗 混 释 滤 
波 器 的 通 带 波动 为 十 R,,。 ， 数 字 抗 混 释 滤波 器 的 通 带 波动 为 十 Ro。， 将 两 个 滤波 器 结合 使 用 ， 则 通 
带 波动 为 多 少 ? 

22 A/D 中 的 时 钟 抖动 会 产生 噪声 ， 该 噪声 正比 于 抖动 的 幅度 以 及 信和 号 的 频率 。 

(a) Æ MATLAB 中 ， 为 了 描述 抖动 的 幅度 与 噪声 之 间 的 关系 ， 抽 样 频率 、 抽 样 周期 和 理想 正弦 信 
号 如 下 : 

fs = 11025;T = 1/fs; 

t = 0:T:0.,01; 

fsig - 1000; 

gIdeal = sin(2*pi*fsig*t); 

为 了 加 入 拌 动 ， 可 生成 一 个 幅度 为 的 随机 变量 +， 并 将 其 加 到 zt 中 ， 如 下 所 示 : 

r = k*(rand(size(t) - .5)*T; 

g = sin(2*pi*fsig*(t«r)); 
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4. 23 


4. 24 


4.25 


4. 26 


4.27 


4.545 


4. 28 


kA O—1, FORA EEK fi S gldeal 和 8g 之 间 差 值 的 均 方 根 ， 画 出 抖动 噪声 和 上 
的 关系 。 
(b) $ & 一 0.5， 使 输入 信号 的 频率 范围 为 100Hz— fs/2, SECO. 
如 习题 4. 22， 创 建 拌 动 幅度 & 一 0. 1 的 抖动 信号 和 正弦 信号 ， 正 弦 信 号 的 频率 为 fs/4Hz， 抽 样 频 
X f,—11025Hz, 产生 一 段 时 间 内 (至 少 持续 100 个 周期 ) 的 正弦 信号 ， 以 分 贝 形 式 画 出 0 一 
fs/2Hz 范 围 内 加 入 拌 动 后 信号 的 频谱 图 。 
图 4.20 所 示 的 X-A 型 A/D 转换 器 可 以 简化 为 图 
P4. 24 中 的 形式 ， 使 用 拟 合 积分 系统 来 替代 积分 器 ， 
该 系统 使 用 宽度 为 了 的 矩形 累加 拟 合 积分 。 假 设 输入 
为 正弦 信号 ， 使 用 MATLAB 模拟 转换 器 ， 产 生 调 制 
后 的 输出 信号 mm (2)。 图 P4. 24 ”使 用 和 矩形 积分 器 的 X-A 转换 器 
(a) 验证 可 以 使 用 矩形 累加 进行 拟 合 节点 1 和 2 之 间 

的 积分 器 。 
(b) 节点 1 处 的 信号 为 m=u—y., HA ul y: 的 差分 方程 形式 ， 写 出 节点 2 处 的 信和 号。 
(c) 使 用 MATLAB 创建 输入 信号 w， 该 信号 为 100Hz 的 正弦 信和 号， 抽样 频率 fs —44100Hz, fi 

的 持续 时 间 至 少 为 0. 1 秒 。 编 写 循环 程序 ， 找 到 输出 信号 yi 与 输入 信号 u 之 间 的 关系 ， 同 时 

画 出 输出 信号 与 时 间 的 关系 图 。 
在 习题 4. 24 中 ， 使 用 矩形 积分 近似 5-A 转换 器 中 的 积分 器 ， 也 可 以 使 用 梯形 来 近似 该 积分 器 ， 如 
在 双 线 性 变换 (BiLinear Transform，BLT) 的 情况 。 使 用 梯形 近似 积分 器 的 传输 函数 为 

Hy (2) = 2241 
2. 2=1 

求解 梯形 积分 器 的 差分 方程 ， 重 复习 题 4. 24 中 的 (c) 。 
逐次 允 近 寄存 器 模拟 数字 转换 技术 如 图 4. 15 所 示 ， 设 nn 位 数值 的 最 高 有 效 位 为 6,_! ， 使 用 如 下 代 
码 模 拟 逐 次 逼近 算法 : 


Set n = number of bits 
k=n-1 








initialize input; 
set guess to 0 
while(k >= 0) 
guess = guess + 2* 
if (guess > in) 
guess = guess - 2k 
end 

k=k- 1; 

end 

利用 MATLAB 实现 该 代码 ， 当 输入 值 为 1023 H n— 10 位 时 ， 画 出 预测 值 与 计数 器 & 之 间 的 关系 。 
如 图 P4. 27 所 示 ， 将 两 个 闪存 转换 
器 结合 使 用 增加 转换 位 数 是 可 行 
的 ， 但 该 原理 图 也 存在 一 些 问题 。 
如 果 8 位 转换 结果 的 精度 为 半 位 
(nearest half bit)， 则 4 位 D/A 和 
模拟 减法 器 的 精度 是 多 少 ? 





在 D/A 的 输出 端 增加 一 个 寄存 器 
用 来 保持 当前 样 点 值 ， 其 产生 的 输 图 P4. 27 两 个 4 位 闪存 转换 器 组 合 使 用 形成 
出 结果 为 阶梯 波 ， 写 出 寄存 器 的 传 8 位 转换 器 

输 函数 和 频率 响应 ， 画 出 幅度 谱 与 

频率 的 关系 。 


4.29 输出 端 带 有 保持 寄存 器 的 D/A 等 效 地 使 输出 信号 通过 了 频率 响应 如 图 P4. 29 所 示 的 低 通 滤波 器 。 


4. 30 


4. 31 


如 果 理 想 低 通 滤波 器 在 0— fs/2 范围 内 的 
增益 为 1， 其 他 频率 处 增益 为 0。 简 要 画 出 
补偿 滤波 器 的 频率 响应 ， 以 使 得 该 补偿 滤 
波 器 与 保持 寄存 器 级 联 使 用 时 得 到 理想 滤 
波 器 的 频率 响应 。 

假设 10 位 A/D 的 输入 信号 范围 在 一 3 一 十 3V 
之 间 ， 该 转换 器 将 一 3V 换 为 00 0000 0000， 如 
果 输 入 信号 为 0.514 伏 ， 则 该 A/D 的 输出 是 
什么 ? 量化 误差 为 多 少 ? 


假设 两 个 完全 相同 的 低 通 滤波 器 ， 其 频率 


响应 如 图 P4. 31 所 示 ， 将 两 个 滤波 器 以 串 
联 方 式 级 联 使 用 ， 若 将 频率 为 250Hz， 幅 
度 为 3.0 的 正弦 信号 输入 第 一 个 滤波 器 ， 
求解 该 级 联系 统 的 稳 态 输出 。 


1.0 
x 
x 


0.05 
0 


频率 (Hz) 
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DAC 保 持 寄 存 器 的 频率 响应 
1 7 1 7 
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频率 
图 P4. 29 输出 阶梯 波 的 D/A 寄存 器 的 频率 响应 函数 


250 500 


图 P4.31 低 通 滤波 器 的 增益 与 频率 关系 
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FIR 滤波 器 设计 与 分 析 


数字 滤波 器 的 设计 通常 以 频率 为 指标 进行 。 例如， 设计 通 带 为 0 一 200Hz， 阻 带 为 
225Hz 到 1/2 抽样 频率 的 低 通 滤波 器 。 设 计 指标 一 般 还 指明 通 带 与 阻 带 内 的 波动 参数 。 此 
外 ， 还 会 指定 抽样 频率 或 者 抽样 频率 的 范围 ， 在 这 种 情况 下 ， 选 择 抽样 频率 也 是 滤波 器 设 
计 的 一 部 分 。 确 定 指标 参数 后 ， 设 计 者 必须 选择 使 用 无 限 冲 激 响 应 (IIR) 滤 波 器 还 是 有 限 
脉冲 响应 (FIR) 滤 波 器 。 针 对 这 两 种 选择 ， 还 有 更 多 的 选项 需要 考虑 。 例 如 ，IIR 滤波 器 
中 有 巴特 沃 斯 、 切 比 雪夫 等 类 型 ，FIR 滤波 器 可 以 使 用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 (Parks- 
McClellan) 算 法 、 频 率 抽样 法 或 者 窗 函 数 法 。 设 计 结 果 通 常 是 给 出 x 域 传 输 函 数 。 如 果 滤 
波 器 设计 之 后 直接 实现 ,设计 质 量 上 往往 会 出 现 问 题 ， 因 此 在 实现 滤波 器 之 前 ， 设 计 者 需 
要 对 设计 的 滤波 器 进行 分 析 以 确定 它 是 否 满足 设计 指标 。 设 计 过 程 应 是 交互 的 ， 一 个 好 的 
设计 者 一 般 会 尝试 多 种 方案 ， 然 后 进行 分 析 比 较 ， 最 后 选择 最 佳 的 设计 结果 进行 实现 。 即 
使 在 实现 之 后 ， 进 一 步 分 析 也 可 以 优化 设计 方案 。 

分 析 在 滤波 器 设计 过 程 中 发 挥 着 至 关 重 要 的 作用 。 通 过 分 析 不 仅 可 以 知道 设计 指标 是 
否 圆满 地 达到 了 ， 而 且 有 利于 设计 者 做 出 明智 的 取舍 以 改进 设计 。 

数字 滤波 器 的 分 析 集 中 在 传输 函数 。 传 输 函 数 用 于 描述 实现 之 前 的 滤波 器 ， 如 果 确 定 
了 传输 函数 ， 那 么 我 们 可 以 从 数学 上 确定 所 期 望 的 结果 (假如 滤波 器 在 理想 情况 下 实现 )。 
依据 传输 函数 可 以 确定 滤波 器 的 脉冲 响应 、 稳 定性 、 稳 态 的 频率 响应 、 差 分 方程 以 及 任意 
输入 的 响应 。 

滤波 器 分 析 可 以 分 为 两 部 分 : 瞬 态 分 析 与 频率 分 析 。 通 过 瞬 态 分 析 可 以 判断 滤波 器 
是 否 稳定 。 更 重要 的 是 ， 它 提供 了 一 种 可 以 确定 滤波 器 相对 稳定 性 的 方法 。 例 如 ， 一 个 
滤波 器 输入 阶 牙 响应 ， 通 过 瞬 态 分 析 可 知 过 冲 和 波动 的 强 弱 。 频 率 分 析 可 以 确定 所 设计 
的 滤波 器 类 型 以 及 如 何 满 足 设计 指标 。 频 率 分 析 是 滤波 器 对 正弦 输入 信和 号 的 响应 ， 需 要 
强调 的 是 ， 频 率 分 析 依 据 的 是 正弦 稳 态 响应 ， 而 不 包括 正弦 信号 开始 输入 时 产生 的 瞬 态 
响应 。 

本 章 简 述 了 FIR 数字 滤波 器 设计 与 分 析 的 基本 概念 。 作 为 一 种 设计 技术 ， 我 们 应 用 傅 
里 叶 级 数 以 及 窗 函数 ， 并 详细 介绍 线性 相位 响应 的 条 件 。 我 们 从 时 域 与 频 域 分 析 了 7 种 窗 
函数 : 矩形 窗 、 三 角 窗 、 汉 明 窗 、 汉 宁 窗 、 布 莱克 曼 窗 、 凯 瑟 窗 和 道 尔 夫 - 切 比 雪夫 窗 ， 
同时 利用 图 形 卷 积 解 释 它们 的 内 部 工作 机 理 。 最 后 讨论 最 佳 的 FIR 滤波 器 设计 方法 一 一 由 
克 斯 -麦克 莱 伦 算法 及 其 应 用 。 


5.1 滤波 器 设计 指标 

滤波 器 通常 在 频 域内 指定 设计 指标 ， 时 域 指标 却 很 少见 。 图 5. 1 给 出 了 典型 的 FIR 低 
通 滤波 器 频 域 参数 。 

图 5. 1 所 示 的 是 一 个 线性 指标 图 ， 而 波动 与 衰减 通常 以 分 贝 指定 。 分 贝 是 一 种 用 来 表 
征 声响 或 声 压 的 计量 单位 ， 在 信号 处 理 与 通信 系统 中 ， 常 用 来 衡量 信号 的 强 弱 。 分 贝 计算 
公式 为 db 二 10lg(Pou/Ps)。 由 于 功率 正比 于 电压 的 平方 ， 所 以 电压 分 贝 定义 为 db= 201g 
(Vow/Vn)。 阻 带 衰 减 以 分 贝 定义 为 一 201lg(Rs)， 称 为 阻 带 的 分 贝 波动 参数 。 通 带 范围 内 ， 
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滤波 器 增益 归 一 化 为 1， 通 带 波动 可 以 大 于 1 也 可 以 小 于 1， 如 图 所 示 。 通 带 波动 以 分 贝 
定义 为 一 201lg(1 一 R,)。 

分 贝 波动 

假设 希望 设计 一 个 数字 滤波 器 ， 
其 通 带 与 阻 带 波动 都 是 0.01， 那 么 通 
带 与 阻 带 的 分 贝 波 动 各 是 多 少 ? 

解 : 通 带 波动 为 : 

— 20lg(1 — R,) —— 201g(0. 99) 

— 0. 0873dB 
阻 带 波动 为 : 
— 20lgR, =— 20lg(0. 01) = 40dB < 


5.2 FIR 滤波 器 设计 的 基本 原理 


FIR 滤波 器 设计 存在 多 种 重要 方 
法 ， 本 节 将 讨论 的 最 小 二 乘 设计 法 ， 图 5.1 数字 滤波 器 在 频 域 的 参数 
并 不 是 始 于 某 一 个 频率 参数 指标 而 是 _R-- 一 波动 或 者 给 定 范围 内 可 接纳 的 过 冲 与 下 冲 量 。 
依赖 于 理想 滤波 器 。 该 方法 有 一 个 固 Re 通 带 波动 ， 对 于 低 通 滤波 器 ， 通 带 增益 被 归 一 化 为 1， 通 

ate 1 P 

AERE. EAE EEIE DA Ao A 
阶 数 ， 在 满足 所 需 设 计 指 标 之 前 ， 设 A mak. APRBERADMAR, CS MPR AL 
计 者 往往 要 尝试 多 种 可 能 性 。 本 节 最 一 20lg(R.) 有 关 。 
后 讨论 的 凯 瑟 窗 (Kaiser window) Alt fpass 一 一 低 通 滤波 器 的 通 带 最 高 边界 频率 。 
克 斯 -麦克 莱 伦 算法 可 以 基本 解决 这 Fon REE OR RRA ERE 
个 问题 。 

暂且 偏离 本 节 主 题 回顾 一 下 傅 里 叶 级 数 。 在 表示 如 方 波 这 样 的 周期 函数 时 ， 可 以 使 用 
无 限 个 正弦 函数 之 和 的 方式 。 重 要 的 是 ， 只 有 无 限 项 序列 的 傅 里 叶 级 数 才能 确切 地 表示 该 
函数 。 如 果 只 有 有 限 项 表示 ， 数 字 滤 波 器 恰好 就 是 这 种 情形 ， 这 种 表示 只 是 近似 的 估计 。 
可 以 建立 一 个 误差 函数 ， 通 过 计算 真实 函数 与 健 里 叶 级 数 表示 之 间 的 误差 来 确定 估计 的 好 
坏 。 AUR AS ML RRR 2N+1 项 ， 就 称 此 估计 为 Fy(t): 


N 
Fy (i) = T da: * cos(wokt) + ye * sin(wokt) = Pu ~ ent 


由 式 (3. 5) 和 式 (3. 14) 可 知 ， 如 果 使 用 有 限 项 的 侍 里 叶 级 数 估计 周期 函数 ， 最 小 均 方 误差 
是 该 项 数 的 最 小 化 。 使 用 该 信息 设计 FIR 滤波 器 ， 回 顾 抽样 定理 ， 时 域 抽样 导致 频 域 的 周 
期 化 ， 反 之 亦 然 。 时 间 上 离散 的 理想 低 通 滤 波 器 的 频率 响应 近似 如 图 5. 2 所 示 。 

如 果 图 5. 2 所 示 为 时 域 信号 ， 则 可 
在 频 域 求 得 其 对 应 的 傅 里 叶 级 数 。 因 为 
它 已 经 在 频 域 中 ， 可 以 做 如 下 变量 
转换 : 

4 tef UET fs. 

傅 里 叶 级 数 的 指数 形式 为 : 








5.2 时 域 抽样 的 理想 低 通 滤波 器 


zit) = $ C, e'»' 


k=—0o 


其 中 
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C =| zdi 
T, 


H 


通过 变量 转换 ， 可 得 到 
Hw) = >) Gets 


k=—co 


其 中 
CG = ae Ho df 
对 于 图 5.2 所 示 信 号 ， 应 用 以 上 公式 可 以 得 到 ， 


Se ， 
C, = xL. (1) euh df F- 1 _@i2nks/f, |£ = A sin(Agkf fa (5.1) 
c SS 2rAj fc kn 


fs —f, 
如 果 互 (w) 被 看 作 是 传输 函数 H(z) 在 单位 圆 上 的 求 值 ， 可 以 进行 e" sz 替换 ， 得 到 > 
域 中 的 传输 函数 ， 不 过 存在 一 个 问题 ， 该 传输 函数 为 无 限 项 之 和 ， 且 对 应 的 系统 为 非 因 果 





H(z) = >> Cz* 


大 一 一 co 


如 果 截 断 无 穷 级 数 成 工 王 NT 二 1 项 ， 并 在 时 间 上 平移 NM2， 可 得 到 因果 、 有 限 的 z 域 传输 
函数 CN 是 滤波 器 阶 数 ，L 是 滤波 器 长 度 )。 


N 
H(z) = $) Cenex (5. 2) 
GED 傅 里 时 级 数 方法 


选择 抽样 频率 fs 二 11025Hz、 截 止 频率 f.— 2000Hz, MR N=10(K HA 110 的 如 
图 5. 2 所 示 的 理想 滤波 器 ， 使 用 傅 里 叶 级 数 方法 求解 z 域 传输 函数 的 系数 。 


解 : 由 式 (5. 1) 可 得 C 一 二 sin(2rk 记 /六 )， 当 & 由 一 5 到 5 变化 时 ， 计 算出 C, 对 应 的 
值 ， 如 表 5. 1 所 示 。 


表 5.1 使 用 式 (5. 1) 计 算 的 C HE 














k 
—0. 0351090 1 0. 2892013 
—4 —0. 0786459 2 0. 1208196 
—3 — 0. 0291006 3 —0. 0291006 
—2 0. 1208196 4 —0. 0786459 
=] 0. 2892013 5 —0. 0351090 


0. 3628118 


HixX C5. 2), FIR 滤波 器 的 传输 函数 为 : 


HG) = Z 0351090z/? — 0. 07864592? — 0. 029100625 十 … — 0. 07864592 — 0. 0351090 
2? 
其 幅度 谱 与 相位 谱 如 图 5.3 所 示 。 
通过 相位 曲线 可 以 发 现 ， 滤 波 器 传输 函数 的 相位 是 分 段 线性 的 ， 直 接 位 于 单位 圆 上 的 


零点 造成 了 不 连续 。 
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FIR 滤波 器 傅 里 叶 级 数 设计 技术 由 MATLAB 中 的 firls 函数 实现 。 下 列 MATLAB ft 


码 可 产生 如 图 5. 3 所 示 的 频率 响应 。 


5. 2. 





由 传 里 叶 级 数 得 到 FIR 滤 波 器 
1.5 
1 
0.5 
0 , 
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000 
频率 (Hz) 频率 (Hz) 
a) b) 





pa 

ig 0 

-0.5 

-1 
图 5.3 截止 频率 为 2000Hz 的 FIR 低 通 滤波 器 的 幅度 谱 和 相位 谱 4 
N = 10; sOrder 
fs = 11025; 
F = [0 2000/(fs/2) 2000/(fs/2) 1]; %Frequency vector normalized 
Sto fs/2 

M = [1 1 O 0]; $Corresponding magnitude vector 


num = firls(N, F, M); 

[H f] = freqz(num, 1, 1024, fs); 
figure (1) ; 

subplot (2, 1, 1) 

plot(f, abs(H)); 

axis([O fs/2 0 1.5]); 
xlabel('frequency in Hz'); 
ylabel('gain'); 

title('FIR filter from Fourier series'); 
subplot(2, 1, 2); 

plot(f, angle(H)*180/pi); 
axis([0 fs/2 -200 2001); 
xlabel('frequency in Hz'); 
ylabel('Phase in degrees'); 
figure (2) ;clf; 

zplane(num, 1); 

title('z-plane plot'); 


| 线性 相位 与 FIR 滤波 器 
一 般 来 说 ， 在 满足 相同 指标 的 情况 下 ，FIR 滤波 器 计算 效率 低 于 IIR 滤波 器 。 但 是 ，FIR 


滤波 器 可 以 具有 线性 相位 ，IIR 滤波 器 只 能 近似 成 线性 相位 ， 而 且 还 是 在 一 个 很 小 的 频带 范 


围 。 


因此 在 信息 被 编码 成 信号 相位 的 应 用 场合 ， 滤 波 器 不 造成 信号 的 相位 失真 非常 重要 。 
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定义 两 个 相位 有 关 的 概念 
t =— Kor = dH fir 9 3K (5.3) 
一 一 P = ER (5. 4) 
Ww 


相位 延迟 只 是 归 一 化 到 频率 的 相位 函数 ， 表 示 了 一 个 特定 正弦 曲线 通过 系统 时 所 经 历 的 时 
闻 延 迟 ( 以 秒 为 单位 )。 例 如 ， 传 输 函 数 为 z “的 一 个 单位 延迟 器 ， 其 相位 函数 是 : 
Ow) =— wT 
所 以 相位 延迟 为 
Ty = wT/w = 
单位 为 秒 。 在 这 种 情况 下 ， 相 位 延迟 为 一 个 常量 ， wie RAR KEIR 工 秒 。 
群 延 迟 是 相位 函数 对 频率 的 导数 。 如 果 一 个 信号 通过 单位 延迟 器 ， 所 有 频率 都 将 延迟 相同 
时 间 ， 但 不 同 频率 将 会 有 不 同 的 相位 偏 移 。 群 延迟 是 关于 相位 随 频 率 改 变 快慢 的 度量 。 对 于 单 


位 延迟 器 ， 相 位 响应 是 gu) 一 一 wT， 相 位 延迟 是 T。 群 延迟 一 “和 一 人 也 是 一 个 常量 。 
连续 时 间 调制 信号 最 容易 体现 群 延 迟 的 概念 。 例 如 ， 考 虑 如 下 信和 号 


y(t) = cos(w it 一 $L) + cos(wyt — $u) 





其 中 ， wL 略 小 于 WH o 
Hy 





cos(a) + cos(5) = cos (* 
因此 可 得 
cos(ort 一 内) + cos(wyt — $u) = cos 


式 (5. 5) 所 示 的 调制 波形 如 图 5. 4 所 示 。 
RG. 5) 中 的 低频 余弦 信号 可 以 看 作 包 络 ， 而 高 
频 信 号 可 以 看 作 载 波 。 对 于 包 络 项 ， 提 取 表 示 式 中 


KIA SEF (CHO), TAA 





(a * 








cos (** zu $u z4) 


sae) 
其 中 ， f P2 Fagg SE, ARNO FREE 


单位 是 秒 。 这 种 情况 下 群 延迟 成 为 包 络 信 号 的 延 图 5.4 式 (5.5) 记 示 的 调制 波形 
迟 时 间 。 在 大 多 数 数字 信号 处 理 (DSP) 应 用 中 ， 一 般 没有 载波 和 简易 的 包 络 ， 但 作为 相位 
曲线 微分 的 群 延 迟 ， 仍 然 可 以 很 好 地 衡量 相位 失真 ， 而 且 可 能 是 衡量 相位 曲线 变化 速率 的 
最 好 、 最 简单 的 方法 。 

在 放大 器 、 扬 声 器 等 的 设计 过 程 中 ， 往 往 着 重 考虑 音频 信号 的 相位 失真 ， 但 是 人 耳 对 
于 相位 失真 并 不 敏感 ， 部 分 原因 归结 于 人 耳 局 限 性 。 音 频 系统 的 相位 失真 往往 是 十 至 几 百 
微 秒 ， 而 人 耳 只 能 检测 出 几 毫 秒 的 差异 。 相 位 失真 在 视频 系统 中 对 我 们 越 来 越 重要 ， 相 位 
失真 会 呈现 明显 的 图 像 模糊 和 颜色 扭曲 。 

在 通信 系统 中 ， 相 位 失真 任何 时 刻 都 很 重要 ， 信 息 被 编码 为 信号 相位 或 者 一 个 含有 高 
频 分 量 的 信号 ， 例 如 方 波 ， 传 输 过 程 中 的 相位 失真 将 会 导致 信号 的 离 差 。 
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尽管 可 以 近似 或 者 在 一 些 情况 下 通过 修正 使 得 构造 的 IIR 滤波 器 保持 线性 相位 ， 但 不 
可 能 构造 出 在 整个 频带 上 保持 线性 相位 的 TIR 滤波 器 ， 而 FIR 滤波 器 可 以 在 整个 频带 上 保 
持 线性 相位 。 
5.2.2 FIR 滤波 器 线性 相位 条 件 

相位 延迟 可 以 看 作 滤波 器 归 一 化 相位 响应 的 负 值 。 也 就 是 说 ， 它 是 给 定 频率 的 相位 响 
应 除 以 该 频率 。 滤 波 器 的 群 延迟 是 相位 曲线 的 负 和 斜率。 如 果 相 位 延迟 是 常量 ， 群 延迟 必然 
是 一 个 常量 。 然 而 ， 当 相位 延迟 不 是 常量 时 ， 群 延迟 则 可 以 是 常量 。 某 些 系统 要 求 其 中 一 
个 或 者 两 者 都 是 常量 。 

如 果 数 字 滤波 器 拥有 恒定 的 相位 延迟 和 恒定 的 群 延迟 ， 那 么 其 相位 响应 应 该 具有 如 下 形式 : 

0(0) —— mA 
式 中 ， 
Q = wT (5. 6) 

该 式 表 示 的 是 一 条 斜率 为 一 m 的 直线 ， 具 有 线性 相位 响应 。 

为 了 确定 在 什么 条 件 下 将 会 得 到 恒定 相位 延迟 、 人 恒定 群 延迟 、 线 性 相位 响应 ， 根 据 
PLR ERE RRC eA D 的 频率 响应 。 


H(z) = 3 h[n]z* 


H(z) |.-0= Sale = = Soir] Leos n) — jsin(Qn) ] 
根据 FIR 滤波 器 的 频率 响应 ， “可 以 得 到 其 相位 响应 EAT: 


-5 h(n |sin(Qn) 
8CQ) = ZLH(Ce?)] = arctan =o 
S ADneos Qn) 


—— mì (5. 7) 


由 于 正切 是 正弦 除 以 余弦 ， 于 是 可 以 改写 成 


L-1 
一 P h[n]sinCQn) 
AO) = LLL = 
2 hLnJeos(An) 


通过 交叉 相 乘 后 ， 将 所 有 项 都 移 到 等 式 的 左边 ， 得 到 两 个 角度 之 和 形式 的 下 本数 ， 
xnsintnp)coston) 一 xmlsincooeos(no) = 一 0 
应 用 三 角 本 数 积 化 和 差 关系 ， 可 得 
Dtsinma =M) = 0 


展开 此 方程 ， 方 程 的 解 便 很 显然 。 
h[0]sinCmQ) + A[1]sinCmQ — Q) + h[2]sinGmQ — 20) 十 … 
+ALL — 2]sinCmQ — ALL — 2) +ALL — 1]sinGma — ALL —1]) = 0 
可 以 发 现 ， 如 下 条 件 可 满足 该 方程 : 
sin(mQ) =— sin(ma — QLL—1]) # ALO] = ALL — 1] 
sin(mQ — N) =— sin(mA — ALL — 2]) 和 h[1] = ALL — 2] 


sin(— mQ) 
cos(— mQ) 


sin(mQ — nQ) —— sinCmQ — QLL —n—1]) fa h[n] = ALL —2—1] 
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或 
mA — nQ bb uiti 


= CD go an] = h[L—n—1] (5.8) 


式 (5. 8) 给 出 了 FIR MNA CREEK, 此 式 规定 ， 脉 冲 响应 h[nj 必 须 是 对 称 
的 。 有 两 种 方法 实现 对 称 的 脉冲 响应 ， 取 决 于 工 是 偶数 还 是 奇数 。 图 5. 5 给 出 了 奇数 和 偶 
数 长 度 分 别 对 应 的 脉冲 响应 对 称 的 形式 。 

长 度 为 奇数 (偶数 阶 ) 的 FIR 滤波 器 的 脉冲 响应 是 对 称 的 ， 如 图 5. 5a 所 示 ， 称 为 1 型 
滤波 器 。 如 果 长 度 是 偶数 (奇数 阶 ) ， 则 称 为 2 型 滤波 器 。 例 5-2 为 1 型 滤波 器 。 

在 决定 线性 相位 的 必要 条 件 时 ， 假 定 相 位 响应 的 形式 是 9(Q) 二 一 mQ。 它 是 过 原点 的 
一 条 直线 方程 ， 具 有 恒定 的 相位 延迟 、 人 恒定 的 群 延 迟 以 及 线性 相位 响应 。 当 然 ， 可 以 使 用 
形 如 42) 一 一 "2 十 9 的 直线 方程 ， 其 中 0, 是 常量 。 如 果 使 用 该 方程 ， 则 相位 延迟 不 再 恒 
定 ， 而 是 关于 o 的 函数 。 群 延迟 仍然 是 常量 。 如 果 式 (5.7) 使 用 该 条 件 ， 可 以 得 到 如 下 的 


结果 ( 取 0, = t53: 


m OILS 和 h[n] —— h[L —n— 1] (5. 9) 
don br. 典型 的 脉冲 响应 函数 如 图 5.6 所 示 ， 其 中 ， 长 度 为 
奇数 时 称 为 3 型 ， 长 度 为 偶数 时 称 为 4 型 。 





H akd AAD 
: L=9 | L=10 
1 型 长 度 为 奇数 2 型 长 度 为 偶数 3 型 长 度 为 奇数 4 型 长 度 为 偶数 
a) 奇数 长 度 b) 偶数 长 度 a) 奇数 长 度 b) 偶数 长 度 
图 5.5 典型 的 脉冲 响应 序列 ， 两 种 序列 都 是 5.6 典型 的 脉冲 响应 序列 ， 两 种 序列 都 是 
对 称 的 且 都 能 产生 线性 相位 反对 称 的 且 都 能 产生 线性 相位 


1 型 与 2 型 滤波 器 的 频率 响应 可 以 写成 余 苞 函数 和 的 形式 ， 而 3 型 和 4 型 滤波 器 的 频 
率 响应 则 可 写成 正弦 函数 和 的 形式 。4 种 滤波 器 的 频率 响应 在 其 应 用 时 存在 一 些 限制 ， 如 
表 5. 2 所 示 。 


表 5.2 几 种 线性 相位 FIR 滤波 器 的 限制 与 适用 条 件 

















类 型 对 称 性 限制 条 件 适用 情况 
低 通 
1 型 奇数 长 度 对 称 无 高 通 
带 通 
带 阻 
E 低 通 
2 型 偶数 长 度 对 称 H(f,/2)=0 带 通 
H(0)=0 高 通 

m 奇数 长 度 反 对 称 H(f./2)=0 微分 器 
s 高 通 

4 型 偶数 长 度 反 对 称 H(0)—0 aon 


对 于 2 型 和 4 型 FIR 滤波 器 ， 其 长 度 为 偶数 ， 需 要 对 滤波 器 的 脉冲 响应 在 时 间 上 进行 
平移 抽样 以 得 到 因果 的 滤波 器 。 例 如 图 5. 6b 中 ， 对 称 中 心 介 于 两 个 样本 之 间 ， 因 此 滤波 
器 必须 平移 4 个 半 样 本 以 满足 因果 关系 。 偶 数 长 度 的 FIR 滤波 器 可 由 一 个 奇数 长 度 滤 波 器 
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的 脉冲 响应 经 重新 抽样 生成 ， 通 过 该 方式 可 以 实现 偶 对 称 ， 过 程 如 例 5-3 所 示 。 

线性 相位 FIR 滤波 器 

选择 抽样 频率 f.—11025Hz, MIE f.—2000Hz, BR N—90EKRE— 10). E 
里 叶 级 数 方法 求解 = 域 传输 函数 的 系数 ， 理 想 滤 波 器 特征 如 图 5. 2 所 示 。 

设计 2 型 线性 相位 低 通 FIR 滤波 器 ,长 度 为 10， 抽样 率 为 11025Hz， 截止 频率 
为 2000Hz。 

解 : 该 滤波 器 设计 指标 除了 长 度 是 偶数 而 不 是 奇数 以 外 ， 其 他 与 例 5-2 相同 。 因 此 可 
以 使 用 相同 的 过 程 求解 脉冲 响应 。 

对 于 脉冲 响应 进行 重新 抽样 ， 利 用 每 隔 一 个 样本 方式 获得 偶 对 称 。 因 为 使 用 每 隔 一 个 
样本 的 方式 ， 所 以 抽样 率 应 变 为 原 抽样 率 的 一 半 。 因 此 对 应 于 此 题 ， 原 先 的 抽样 率 应 该 为 
22050Hz。 脉 冲 响应 如 下 : 

G= ae (Dens df = Hsin 2nkf./ fa) 
设置 fs=22050, f.=2000, ALLIES BIB mpm Sz M e 5. 3 所 示 。 


55.3 抽样 频率 为 22050Hz 的 滤波 器 的 脉冲 响应 幅 值 





Li C; t G 
0 0. 18140 = B, 5 0. 01833 
> 1, —1 0.17174 6, —6 —0. 01455 
2, —2 0. 14460 cs T. ce — 0. 03409 
> 3; —3 0. 10508 8, —8 —0. 03932 
4, —4 0. 06040 => 95, —9 — 0. 03234 





箭头 指向 的 重 抽样 点 构造 的 滤波 器 是 对 称 的 且 长 度 为 偶数 。 

图 5.7 所 示 的 是 如 何 选择 样本 点 以 得 到 长 度 为 偶数 的 滤波 器 。 设置 抽 样 率 为 
11025Hz， 对 脉冲 响应 进行 重 抽样 ， 重 抽样 点 如 表 5. 3 中 箭头 和 图 5. 7 所 示 ， 这 样 选择 的 
样本 点 构造 了 一 个 对 称 的 脉冲 响应 。 图 5. 8 给 出 了 求解 结果 对 应 的 幅度 谱 与 相位 谱 。 

由 传 里 叶 级 数 得 到 FIR 波 波 各 
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图 5.7 长 度 为 19 的 滤波 器 每 隔 一 个 样本 进 图 5.8 2 型 滤波 器 的 幅度 谱 与 相位 谱 
行 重 新 抽样 得 到 长 度 为 10 的 滤波 器 $ 


如 下 MATLAB 代码 使 用 firls 函数 生成 相同 的 滤波 器 。 
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N = 9; sOrder 
Fs = 11025; 
F = [0 2000/(fs/2) 2000/(£s/2) 1]; *Frequency vector normalized to fs/2 


M = [1 1 0 0); 

num - firls(N, F, M); 

[H f] = freqz(num, 1, 1024, fs); 
plot(f, abs(H)); E] 


5.2.3 对 称 约束 
为 了 说 明 脉冲 响应 的 对 称 性 对 传输 函数 零点 位 置 的 约束 ， 下 面 举例 讨论 一 个 长 度 为 5 
且 对 称 的 传输 函数 。 
H(z) = khLodz + hLl jz + AZ Je" T A[3]z - A[4] _ gie 
如 果 滤 波 器 的 脉冲 响应 是 对 称 的 ， 即 A[O]—A[4], A[1]—AL3]. MAMA, Hx 
分 子 多 项 式 提取 z, BBR 
NG = z'[A[0]z? --A[1]z 4- A[2] 4- A[1]z! 十 h[0]z] 
使 用 = 的 倒数 替换 z 
NC) = z?[A[0]z* +h] 4- A[2] 4- A[1]z + A[0]z? ] 
推广 至 长 度 为 工 的 滤波 器 为 : 
1 


N(z) = z"[Ah[m]-4- Dc Per”) ), HP m= = 上 一 1 


2 

当 工 是 偶数 或 者 反对 称 时 可 得 到 相似 的 结果 。 

由 于 使 用 = 的 倒数 代替 = 产生 了 相同 的 结果 ， 所 以 可 以 发 现 ， 如 果 有 一 个 零点 在 m 
位 置 ， 那 么 在 1/z 位置 同样 会 出 现 一 个 零点 。 

要 求 传输 函数 为 实 系数 ， 并 结合 零点 位 置 的 约束 ， 可 以 得 到 如 下 关于 零点 位 置 的 结 
论 ， 线 性 相位 FIR 数字 滤波 器 的 零点 位 置 ， 

1. 实数 的 零点 伴随 着 它 的 倒数 同时 出 现 ， 表 明 除 了 当 一 士 1( 它 们 的 倒数 是 其 自己 ) 
时 ， 它 们 总 是 成 对 出 现 。 

2. 不 在 单位 圆 上 的 复数 零点 总 以 4 个 为 一 组 出 现 。 

3. 单位 贺 上 的 复数 零点 会 共 示 成 对 出 现 ， 该 情况 下 z 的 共 
Sip x 的 倒数 。 

GEE) 添加 极点 与 零点 

FIR 滤波 器 的 零 极点 如 图 5.9 所 示 。 该 系统 有 4 个 零点 和 4 个 极 
点 ， 添 加 最 少数 目的 零点 与 极点 ， 使 得 该 系统 为 因果 的 线性 相位 系统 。 

解 零点 za ns c 没有 对 应 的 倒数 零点 ， 零 点 z 的 倒数 MSO 增加 最 少数 基 的 
是 其 本 身 。 增 加 3 个 零点 要 求 在 原点 增加 3 个 极点 ， 以 使 得 滤波 ERR 
器 为 因果 系统 。 结 果 如 图 5. 10 所 示 。 cr aii 

利用 傅 里 叶 级 数 设计 线性 相位 FIR 滤波 器 是 直接 的 方法 ， 
该 方法 不 适用 于 设计 特定 指标 、 特 定 带宽 波动 的 滤波 器 ， 只 能 通 
过 不 断 尝试 ， 而 且 并 不 能 保证 取得 最 佳 结果 。 如 果 单 独 使 用 该 方 
法 ， 还 会 在 通 带 与 阻 带 产 生 过 多 的 波动 ， 这 是 直接 截断 伟 里 叶 级 
数 而 产生 的 结果 。 

利用 传 里 叶 级 数 方法 设计 滤波 器 ， 有 两 种 方法 可 减少 或 消除 
波动 : 第 一 种 方法 是 在 滤波 器 的 通 带 与 阻 带 之 间 引 入 过 渡 带 ， 由 
于 在 频 域 消除 了 不 连续 ， 因 而 设计 的 滤波 器 减少 了 波动 ; 第 二 种 。 图 5.10 增加 3 个 极点 
方法 提供 了 更 令 人 满意 的 结果 ， 就 是 通常 所 说 的 窗 函 数 法 。 与 3 个 零点 


$Corressponding magnitude vector 
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5.2.4 ARS FIR 滤波 器 


当 利 用 傅 里 叶 级 数 方法 由 理想 滤波 器 生成 FIR 滤波 器 时 ， 得 到 了 从 负 无 穷 到 正 无 穷 的 
一 系列 系数 (脉冲 响应 ) 。 由 于 无 法 实现 一 个 无 限 长 度 的 滤波 器 。 数 学 上 这 种 模型 是 使 用 和 矩 
形 窗 乘 以 脉冲 响应 来 近似 实现 的 ， 如 图 5. 11 所 示 。 这 种 时 域 的 相 乘 在 有 限 的 带宽 内 保留 
了 脉冲 响应 所 有 取 值 ， 并 将 其 他 项 全 部 置 零 。 为 了 更 好 地 理解 此 过 程 ， 可 以 在 频 域 观察 对 
脉冲 响应 矩形 加 窗 的 影响 ， 此 时 时 域 的 乘法 对 应 于 频 域 的 卷 积 。 





h(nT) 





图 5.11 窗 函 数 ( 上 ) 乘 以 脉冲 响应 函数 (下 ) 产 生 有 限 项 脉冲 响应 


时 域 矩形 窗 的 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 在 频 域 是 抽样 函数 ， 图 5. 12 说 明了 整个 过 程 。 
在 图 5. 12 中 利用 图 形 卷 积 说 明 处 理 过 程 ， 在 频 域 将 矩形 窗 与 理想 滤波 器 卷 积 ， 两 个 离散 
信号 的 卷 积 公 式 为 : 


Y[n] = H*W= LE W[n— k] 


其 中 ,五 (8) 是 理想 滤波 器 的 频 域 形式 ， WOO EEE ARER. 函数 W( 一 &) 实 

现 了 窗 函 数 的 左右 翻转 ，W(n 一 &) 实 现 翻 转 函 数 右 移 nn 个 单位 。 对 于 Y(n) 中 每 一 

取 值 nw， 都 必须 左右 翻转 W(k) 后 平移 2 个 单位 ， 再 乘 以 HG), ， 最 后 再 将 结果 求 和 。 
时 域 的 矩形 窗 频 域 的 窗 函 数 


E 
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理想 滤波 器 的 脉冲 响应 : 脉冲 响应 的 频 域 情况 
qur À 1 
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aT 
图 5.12 矩形 窗 作 用 于 理想 低 通 滤波 器 
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窗 函 数 x 脉冲 响应 窗 函 数 x 脉冲 响应 的 频 域 情况 










& | 0.8 
¥ 06 | 05 i | 
eM | 
m IC | 
gos Tau [namena 
*02 | 02 
0 ol 


图 5.12 ( 续 ) 


图 5. 12 中 左 列 是 时 域 ， 右 列 是 对 应 的 频 域 。 加 窗 的 滤波 器 在 频 域 是 理想 滤波 器 与 矩 
形 窗 的 卷 积 。 注 意图 5. 12 中 的 波动 和 倾斜 过 渡 带 。 

图 5. 13 以 图 形 方式 描述 该 过 程 ， 其 中 阴影 部 分 表明 对 于 矩形 窗 函 数 上 的 点 乘 以 相应 
理想 滤波 器 上 的 点 ， 然 后 对 每 个 值 进 行 求 和 。 从 图 形 上 可 以 明显 发 现 ， 最 终 滤波 器 的 波 
动 是 由 窗 函 数 的 波动 所 引起 ， 滤 波 器 过 渡 带 的 宽度 与 窗 函 数 主办 宽度 有 关 。 在 理想 情况 
下 ， 和 希望 窗 函 数 在 频 域 上 是 冲 激 信号 ， 原 因 在 于 冲 激 信号 与 理想 滤波 器 的 卷 积 结果 仍 为 理 
想 滤波 器 。 但 频 域内 冲 激 窗 函 数 对 应 时 域 信号 为 无 限 长 。 


IW(w)l 






矩形 窗 函 数 翻转 






翻转 后 的 矩形 





图 5.13 图 解 频 域内 理想 滤波 器 脉冲 响应 与 矩形 窗 的 卷 积 


不 存在 理想 的 窗 函 数 ， 图 5. 13 的 结果 建议 我 们 使 用 主办 窗 、 旁 为 波动 小 的 窗 函 数 。 
但 主 狼 罕 与 旁 锥 波动 小 恰好 相互 制约 ， 无 法 同时 兼 得 。 如 图 5. 14 所 示 的 是 三 角 窗 ， 三 角 
三 角 窗 函数 三 角 窗 的 频谱 
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窗 将 窗口 外 脉冲 响应 置 为 零 从 而 截断 脉冲 响应 ， 三 角 窗 函数 的 信号 幅 值 成 线性 衰减 。 在 频 
域 我 们 可 以 看 到 ， 三 角 窗 相 比 于 和 矩形 窗 ， 其 旁 汶 波动 减 小 但 其 主 狼 变 得 更 宽 。 使 用 三 角 窗 
函数 与 理想 低 通 滤波 器 来 设计 FIR 数字 滤波 器 ， 该 滤波 器 将 具有 较 小 的 波动 ， 但 将 会 产生 
更 宽 的 过 渡 带 ， 如 图 5. 15 所 示 。 


增益 
人 





图 5.15 利用 三 角 窗 与 理想 滤波 器 构造 滤波 器 ， 虚 线 是 矩形 窗 构 造 的 滤波 器 


除了 矩形 窗 和 三 角 窗 ， 还 有 其 他 的 窗 函 数 可 供 使 用 ， 它 们 为 滤波 器 设计 提供 了 在 波动 
与 过 渡 带 之 间 的 多 种 平衡 。 表 5. 4 给 出 了 5 种 常用 的 窗 函数 及 其 时 域 表 示 。 


表 5.4 常用 窗 函 数 


窗 函 数 名 称 函数 MATLAB 中 的 调用 语句 











0. 42--0. scos( zem ) +0. 8cos( don Js |» | <(L—1)/2 


L=] L=] 
0， 其 他 
at (1—a)cos( 


布莱克 曼 窗 | [w] 2 blackman (L) ; 


n 


EE). |n|«a.-0/72 w=hamming (L) ; 
w=hann (L); 





汉 明 窗 和 汉 宁 窗 s 
0， 其 他 

其 中 ， 对 于 汉 明 窗 a=0. 54, AFUTA a=0. 5. 

1, |n|<(L—1)/2 

0， 其 他 


矩形 窗 aie | WE 

二 2| | Zi 

三 角 窗 2 wr[n]-4 工 十 1 +1, |a| <@—b/2 w=triang(L); 
0， 其 他 


人 四 三角 窗子 数 有 另 一 个 版 本 ， 叫 做 Bartlett 窗 ， 它 有 略微 不 同 的 端点 。 
w=bartlett(L); 


对 于 表 5.4 ARN, WHR TA 0 0 Senats 
FTE EMR ALN Bea. I AEE A 00 
ME AAC BE A). ETE BE ABE oh AT 5.16 FFs 
E. EMEA TE RTO. uk — UU 
Bh FS pK MUERE, HAS. 1T 对 比 了 5 g os 
Fe GEC WE EEEE 11.8] 99. 仅 ”04 





考虑 了 奇数 阶 长 度 )。 
图 5. 17 中 ， 状 宽度 与 长 度 曲 线 可 以 由 下 式 n 
估算 : o 0.2 04 0.6 0.8 1 
o*l—K be cin 
型 确定 的 常量 。 表 5.5 随 着 波动 比例 给 出 了 常量 SREB EMRE, BEB 


K 的 取 值 。 由 最 大 波动 定义 
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a) 
5.17 窗 长 度 对 主因 宽度 与 波动 的 影响 。 主 辩 宽度 已 归 一 化 到 fs 





总 体 来 说 ， 在 利用 窗 函 数 设 计 FIR 数字 滤波 器 的 过 程 中 ， 首 先 选择 理想 滤波 器 并 确定 
脉冲 响应 函数 (通常 是 无 限 长 且 非 因果 的 )。 再 利用 该 脉冲 响应 在 时 域 逐 项 乘 以 窗 函 数 以 得 
到 有 限 长 度 的 脉冲 响应 。 平 移 产生 的 脉冲 响应 以 得 到 因果 的 脉冲 响应 。 该 设计 过 程 通过 手 
工 计算 将 非常 乏味 并 且 困 难 ， 整 个 过 程 可 以 由 MATLAB 中 的 firl 函数 实现 。 例 5-5 详细 


表 5.5 不 同类 型 窗 K 的 取 值 ， 狼 宽度 乘 以 滤波 器 长 度 近似 为 常量 
波动 (%) 


说 明了 这 个 函数 。 
窗 类 型 K 
矩形 窗 2.0 
三 角 窗 3.8 
DUT 8 3.9 
汉 明 窗 4.4 
布莱克 曼 窗 6.1 


GED 设计 加 窗 的 滤波 器 

理想 低 通 滤波 器 的 抽样 频率 为 11025Hz， 
以 下 窗 函 数 设 计 相 应 的 数字 滤波 器 。 和 矩形 窗 、 
有 滤波 器 长 度 为 21。 


21. 75 
4. 76 
2.67 
0. 77 
0. 12 


波动 (dB) 


13.2 
26.4 
31.5 
42. 3 
58.4 


< 


截止 频率 为 2000Hz。 根 据 理想 滤波 器 利用 
三 角 窗 、 汉 明 窗 、 汉 宁 窗 、 布 莱克 曼 窗 ， 所 


解 : 如 下 MATLAB 代码 显示 了 由 和 矩形 窗 和 布莱克 曼 窗 设计 的 滤波 器 的 频 响 ， 其 他 滤 
波 器 的 频 响 图 与 之 相似 。 图 5. 18 给 出 了 设计 结果 。 


fs = 11025; 
fc = 2000; 

L = 21;N = L-1; 

sRectangular 

numR = firl(N,fc/(fs/2),rectwin(L)); 
[Hr f] = freqz(numR, 1, 1024, fs); 
$Blackman/Rectangle 

numB - firl(N, fc/(fs/2), blackman(L)); 
[HB f] = freqz(numB, 1, 1024, fs); 
figure(1);clf; 

hold on; 

plot(f, 20*10gi0(abs(HB)), 'k'); 
plot(f, 20*10og10(abs(Hr)), 'k'); 
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1000 2000 3000 4000 5000 
频率 (Hz) 





图 5.18 每 个 滤波 器 都 是 基于 相同 的 理想 低 通 滤波 器 ， 三 角 窗 、 汉 明 窗 、 汉 宁 窗 、 布 莱克 曼 窗 
对 比 和 矩形 窗 的 频率 响应 < 


窗 函 数 法 设计 FIR 数字 滤波 器 的 难点 在 于 确定 正确 的 阶 数 ， 一 些 尝试 是 必须 的 过 程 ， 
K 5. 5 提供 了 一 些 指导 ， 步 又 总 结 以 下 : 

1. 将 阻 带 波 动 转换 到 分 贝 形式 以 符合 表 5. 5。 

2. 从 表 5. 5 中 选择 窗 函 数 ， 需 要 注意 的 是 ， 表 5. 5 中 的 值 是 近似 的 。 表 5. 5 提供 了 
的 取 值 。 

3. 确定 Af — f fos WBA» Af 必须 归 一 化 使 得 fs/2==1。 

4. 使 用 K/Af 确定 滤波 器 长 度 。 

5. 由 通 带 和 阻 带 边 界 频率 的 平均 值 计算 截止 频率 。 

6. 使 用 MATLAB 中 的 firl 函数 设计 滤波 器 ， 生 成 通 带 与 阻 带 的 分 解 视 图 ， 以 确定 生 
成 的 滤波 器 是 否 满 足 设计 指标 ， 并 相应 地 调整 滤波 器 长 度 。 

设计 线性 FIR 滤波 器 

设计 线性 相位 FIR 滤波 器 满足 以 下 指标 : 抽样 频率 11025Hz， 通 带 从 0Hz 到 
1650Hz， 阻 带 从 2000Hz 到 fs;/2， 通 带 与 阻 带 的 波动 为 0. 01。 

f: 归 一 化 Af 的 值 (2000 一 1650)/(fs/2) 二 0.06349。 阻 带 波动 0.01 对 应 于 阻 带 
40dB 衰减 。 根 据 表 5. 5 可 知 ， 和 矩形 窗 与 三 角 窗 不 能 满足 要 求 。 因 为 实际 的 阻 带 衰减 通常 
会 比 最 大 波动 衰减 小 10dB 左右 ， 所 以 汉 宁 窗 可 以 满足 需求 。 由 表 5.5 中 的 汉 明 窗 可 知 ， 
滤波 器 长 度 是 4.4/^f—69.3, MATLAB 的 firl 函数 设计 滤波 器 阶 数 比 长 度 少 1。 所 以 第 
一 次 尝试 ， 设 置 滤波 器 阶 数 为 69。firl 函数 还 需要 提供 截止 频率 ， 使 用 f Cf T Seton )/2= 
1825, MATLAB 函数 设计 的 滤波 器 如 下 : 

num= firl(69,1825,hamming(70)); 

使 用 该 函数 产生 的 滤波 器 的 波动 满足 要 求 ， 但 是 过 渡 带 过 大 。 增 加 滤波 器 阶 数 为 88 

生成 的 滤波 器 满足 所 有 指标 ， 图 5. 19 给 出 了 结果 。 
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通 带 
1.010 
%FIRDesignExample.m Mie 
fs = 11025; so 
fpass - 1650;Rp - .01; osa 
fstop = 2000;Rs = .01; 0.990 oe i 
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 
deltaf -((fstop-fpass)/(fs/2)); 频率 (Hz) 
len - round(4.4/deltaf); b) 
len = len + 20; 阻 带 
fc = (fpass + fstop)/2; 


num = firl(len-1, fc/(fs/2), hamming(len) ) ; 
[H f] = freqz(num, 1, 1024, fs); 
figure (1) ;clf; 


plot(f, abs(H)); ae 2500 3000 3500 4500 5000 5500 
频率 (Hz) 
a) c) 
图 5.19 设计 线性 相位 FIR 滤波 器 ， 显 示 通 带 和 阻 带 以 验证 设计 指标 均 满 足 < 


5.2.5 高 通 、 带 通 、 带 阻 滤波 器 
到 此 为 止 ， 前 面 介绍 的 FIR 数字 滤波 器 均 是 低 通 类 型 ， 其 他 类 型 的 数字 滤波 器 可 以 使 
用 相同 的 方法 设计 。 表 5. 6 概述 了 对 于 低 通 、 高 通 、 带 通 、 带 阻 滤波 器 ， 使 用 传 里 叶 级 数 
方法 所 得 到 的 脉冲 响应 ，MATLAB 中 的 firl 函数 可 以 由 函数 选项 实现 这 些 公式 。 例 5-7 
说 明了 设计 带 通 滤波 器 的 过 程 。 
表 5.6 利用 傅 里 时 级 数 设计 的 低 通 、 高 通 、 带 通 和 带 阻 滤波 器 的 脉冲 响应 。 一 旦 脉冲 响应 确定 ， 
应 用 相应 的 窗 函 数 即 可 获得 所 需 的 滤波 器 

















低 通 
_ sin(2nk f./ fs) 
AL] kx Nd 
全 -一 
Sii 
高 通 
_ . sin(2nkfe/ fs) 
一 os 一 os/2 —u, e. w,/2 ws 
H(w) 
带 通 
ppa o SREE S ta a = a ae ae STi Hj 
H(w) 
He aa eA ai ad 
A[k]—atk] - SB sus fio) sinh fu Sa o, -oji uy- a wy di E 


利用 汉 明 窗 设计 带 通 滤波 器 
使 用 传 里 叶 级 数 方法 设计 满足 下 列 指标 的 带 通 滤波 器 


抽样 频率 22050Hz 

第 一 阻 带 0~2800Hz 

通 带 3600 一 8000Hz 
第 二 阻 带 8800Hz~ f,/2 


所 有 频带 中 的 波动 0.01 
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fi: 此 题 中 的 上 、 下 过 渡 带 的 宽度 相同 (如 果 宽 度 不 一 致 ， 可 以 使 用 最 罕 的 带宽 作为 最 差 
情况 下 的 设计 )。 归 一 化 的 过 渡 带 宽度 是 AJ— (3600— 2800) /11025—0. 0726, 对 于 汉 明 窗 ， 滤 波 
器 的 长 度 为 4 4/Aj 大 60.6。 下 面 设 计 61 阶 的 滤波 器 进行 尝试 ， 检 查 是 否 满足 设计 指标 。 


fs = 22050; 

fstl = 2800; 

fpsl = 3600;fps2 = 8000; 

fst2 = 8800; 

Rp = .01; 

deltaf =((fps1-fst1)/(fs/2)); 
len = round(4.4/deltaf); 


len = len + 20; 





disp (len); 

fcl = (fpsl + fst1)/2; 

fc2 = (fps2 + fst2)/2; 

fn = [fel fc2]/(fs/2); 

num = firl(len-1, , fn, b) 
'bandpass', hamming (len)); 第 一 阻 带 

[H f] = freqz(num, 1, 1024, fs); 0.010 SEITEN 

figure (1) ;clf; 

plot(f, abs(H)); M oms 






figure (2) ;clf; 








subplot(3, 1, 1); o 1000 150 200 250 
plot(f, abs(H)); 频率 (Hz) 
axis([0 fstl 0 Rpl); ©) 
xlabel('frequency in Hz'); 通 带 
O10 
ylabel('gain'); i 
i i 1.005 | 
title('First stop band'); 
X 1.000} 
subplot (3, 1, 2); E | 
0.995 
plot(f, abs(H)); 0.990 i a 
axis([fpsl fps2 1-Rp 1+Rp]); i 4000 4500 5000 5500 6000 6500 7000 7500 8000 
xlabel('frequency in Hz'); 频率 (Hz) 
ylabel('gain'); d) 


title('Pass band'); 第 二 阻 带 
subplot (3, 1, 3); " 
plot(f, abs(H)); 
axis([fst2 fs/2 0 Rp]); 
xlabel('frequency in Hz'); 
ylabel('gain'); 
title('Second stop band'); 
a) 





53 高 级 窗 函 数 
5.3.1 BIZ 

到 目前 为 止 ， 还 没有 一 种 窗 函 数 能 够 提供 简便 的 机 制 用 于 提前 指定 滤波 器 的 参数 。 因 
此 ， 设 计时 往往 要 经 过 不 断 尝 试 和 良好 的 直觉 。 凯 琴 窗 与 之 前 的 窗 函 数 有 所 不 同 ， 通 过 改 
变 它 的 参数 可 以 实现 给 定 的 波动 指标 。 凯 瑟 窗 由 贝 塞 尔 函 数 构成 ， 表 示 式 如 下 : 
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wln] = BE 
其 中 ，Jo (a) 与 1,0(8) 是 零 阶 修正 的 第 一 类 贝 塞 尔 函数 ， 常 量 a RI ORE EMI EL 5j 
参数 8B 有关， 两 者 关系 如 下 : 





B= arl (= d 
可 见 B 是 a 与 n 的 函数 。 
可 以 根据 震级 数 计算 贝 塞 尔 函 数 ， 
hte = 2 
此 外 ，MATLAB 具有 凯 瑟 窗 函数 ， 需 要 提供 滤波 器 长 度 与 参量 a 作为 变量 。 

图 5. 20 所 示 的 是 典型 的 低 通 滤波 器 ， 并 以 符号 和 定义 指定 参数 。 根 据 此 图 给 出 如 下 定义 。 

e: 指定 频带 内 的 波动 或 者 可 接 
受 的 上 冲 与 下 冲 量 。 

ep: 通 带 波动 。 对 于 低 通 滤波 
器 ， 通 带 增 益 归 一 化 为 1; 通 带 最 
大 增益 为 1+Ts， 最 小 增益 是 1 一 se。 

ex: 阻 带 波动 。 对 于 低 通 滤波 
器 ， 阻 带 最 大 增益 是 ss 。 

Ap: 通 带 衰减 。 参 数 通 常 以 dB 
形式 给 出 ， 并 且 其 与 通 带 波动 有 关 ， 
如 下 式 所 示 : 

A, =— 20lg[ (1 +e,)/ (1 — ep) ] 

As: item. BROW dB 
形式 给 出 ， 并 且 其 与 阻 带 波动 有 关 ， 
如 下 式 所 示 : 

As =— 20lg(en) 

f.: 滤波 器 截止 频率 。 对 于 通 带 增益 归 一 化 的 低 通 滤波 器 来 说 ， 此 频率 对 应 于 增益 为 
0. 5dB 时 的 频率 。 

fo: 低 通 滤波 器 通 带 的 上 限 频 率 。 

fa: 低 通 滤波 器 阻 带 的 下 限 频 率 。 

使 用 以 上 这 些 定义 ， 利 用 凯 瑟 窗 设计 FIR 滤波 器 的 流程 如 图 5. 21 所 示 。 








-一 ite — ^ h 一 | 
0 h fe wx fn 


图 5. 20 利用 凯 瑟 窗 设计 低 通 滤波 器 的 变量 

















l. 根据 滤波 器 指标 计算 衰减 ， 使 用 如 下 关系 计算 衰减 (A 的 单位 是 分 贝 ); 
A= max(Ap, Aa) 或 者 ， 
e= max(ep ,ést) 
A=— 20lg(e) 
2. 根据 如 下 公式 计算 a; 
0. 1102(A 一 8.7) A> 50 
a= fo 5482(A —21)* +0. 7886(A— 21) 21< A « 50 
0 A<21 
3. 根据 如 下 公式 计算 滤波 器 长 度 工 : 工 的 值 应 该 向 上 取 整 为 临近 的 奇 整 数 ; 
L= 1+ ade aes o TE A2 | 
* =e 0. 922, 其 他 





图 5. 21 利用 凯 瑟 窗 设计 FIR 滤波 器 的 流程 
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> 


“根据 如 下 关系 式 计 算 凯 瑟 窗 函数 ， 也 可 以 使 用 MATLAB 命令 来 计算 凯 瑟 窗 函数 ; 











Af oa/2*]* 
jc» 3| 7 ] 
5. 通过 伟 里 叶 级 数 计算 满足 理想 滤波 器 设计 指标 的 脉冲 响应 函数 ; 对 于 长 度 为 奇数 的 理想 低 通 滤波 器 ， 滤波 器 的 系 
数 可 有 如 下 公式 计算 ; 
区 全 az sin CInkf./ f.) 


. 将 相应 的 窗 函 数 系数 乘 以 脉冲 响应 系数 ， 从 而 得 到 最 终 的 因果 有 限 长 滤波 器 的 系数 。 可 以 使 用 MATLAB 中 的 
fir] 函数 构造 凯 蕊 窗 滤波 器 





a 








图 5.21 ( 续 ) 


利用 凯 琴 窗 设计 低 通 滤波 器 

利用 凯 瑟 窗 设 计 低 通 FIR 数字 滤波 器 ， 使 得 其 满足 如 下 指标 : 

抽样 频率 : f.—11025Hz 

通 带 : 0—2500Hz ” 通 带 波动 : +0.01 

阻 带 : 3400Hz— f./2  ” 阻 带 波动 : 0.03 

图 5. 21 显示 了 设计 流程 。 

解 : 如 下 MATLAB 代码 使 用 firl 函数 与 凯 瑟 窗 函数 设计 FIR 滤波 器 ， 设 计 结 果 的 频 
率 响应 如 图 5. 22 所 示 。 


fs = 11025; 

fpass = 2500; 

fstop = 3400; 

fc - fpass « (fstop-fpass)/2; 

rp = .01;r8 = .03; 

eps - min(rp, rs); 

A = -20*10g10 (eps); 

Ka = (A - 7.95) /14.36; 

alpha = .5842*(A - 21)^.4 + .07886*(A - 21); 
L = ceil(1 + Ka*fs/(fstop - fpass)); 

num = firl(L-1, fc/(fs/2), kaiser(L, alpha) ); 
[Hk f] = freqz(num, 1, 1024, fs); 

plot (f, abs(Hk)); 


增益 





0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 
频率 (Hz) SRR (Hz) 
a) 线性 幅 值 图 b) 分 贝 形式 


图 5. 22 ”利用 凯 瑟 窗 设计 的 29 Br FIR 滤波 器 
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低 通 滤波 器 的 通 带 低 通 滤波 器 的 阻 带 















xX 
x 
0.99 e EEA DURS USB 
0 500 1000 1500 2000 2500 
频率 (Hz) 频率 (Hz) 
c) 通 带 的 分 解 显示 d) 阻 带 的 分 解 显示 


图 5.22 ( 续 ) 4 
凯 瑟 窗 的 形状 由 待 设计 的 滤波 器 的 参数 所 决定 。 此 例 所 设计 出 的 滤波 器 的 频 域 与 时 域 
响应 如 图 5. 23 所 示 。 
凯 瑟 窗 频率 响应 





b) 频率 响应 
图 5.23 OLB 


凯 瑟 窗 同样 可 以 适用 于 高 通 、 带 通 和 带 阻 滤波 器 。 对 于 高 通 滤 波 器 ， 滤 波 器 长 度 与 参 
数 的 选择 按 低 通 时 的 情况 。 对 于 带 通 和 带 阻 滤波 器 ， 其 由 三 个 频带 ， 波 动 选择 3 个 频带 
中 的 最 小 值 。 用 来 确定 滤波 器 长 度 的 截止 频率 使 用 上 两 个 频带 或 下 两 个 频带 的 中 点 ， 通 常 
也 使 用 最 小 带宽 过 渡 带 的 中 点 。 在 某 些 情况 下 ， 需 要 经 过 多 次 尝试 以 满足 两 个 过 渡 带 的 带 
宽 要 求 。 

在 频 域内 ， 凯 琴 窗 可 以 最 小 化 主办 能 量 泄 漏 。w 值 确 定 主 瓣 宽度 和 波动 百分比 。 当 
ao 一 0 时 ， 凯 瑟 窗 变 为 矩形 窗 。 随 着 a 的 增 大 ， 主 办 宽度 与 波动 减 小 。 当 a 二 8 时 ， 近 似 为 
ASE Ee. Kd 5. 24 是 频 域内 三 种 不 同 a 值 时 凯 瑟 窗 的 线性 与 分 贝 显示 。 
5.3.2 ” 道 尔 夫 - 切 比 雪夫 窗 

道 尔 夫 - 切 比 雪夫 窗 与 凯 瑟 窗 相似 ， 同 样 可 以 通过 调节 参数 以 满足 设计 需求 。 窗 函数 
法 需要 设计 者 在 波动 与 主办 宽度 之 间 进 行 良好 的 平衡 ， 波 动 的 减 小 常 以 增加 主办 宽度 为 代 
价 ， 同 时 过 渡 带 宽度 也 相应 增 大 。 在 给 定 的 最 大 波动 时 ， 道 尔 夫 - 切 比 雪夫 窗 可 以 提供 最 
^ERS OR. 
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凯 瑟 窗 频率 响应 凯 瑟 窗 频率 响应 





频率 (Hz) 
b) 阻 带 波动 的 分 贝 显示 


图 5. 24 对 于 三 种 不 同 值 凯 瑟 窗 的 频率 响应 
道 尔 夫 - 切 比 雪夫 窗 的 定义 如 下 : 


wpcLnj = Has» +2 M Vx (Beos(kx/L) cos(2nk x/L) | 
Ee 





(L—1)/2 


Xm, 
B= cosh[ (1/NDarcosh(1/y) ] 
ELETT IRN 
y= 主 辩 最 大 幅 值 (为 最 大 波动 百分比 ) 


cos(Narccos(z)), |x|/<1 


TETE 
coshCNarcosh(z)) , lale ome MWe FAS RA 


利用 道 尔 夫 - 切 比 雪夫 窗 设 计 低 通 FIR 滤波 器 

利用 道 尔 夫 - 切 比 雪夫 窗 设计 一 个 低 通 FIR 滤波 器 ， 使 其 满足 如 下 指标 : 

抽样 频率 : f.—11025Hz 

通 带 频率 : 0—2500Hz 

通 带 波动 : 士 0.01 

阻 带 频 率 ，3400Hz~ fs/2 

阻 带 波 动 : 0. 03 

解 : 如 下 MATLAB 代码 使 用 firl 函数 与 道 尔 夫 - 切 比 雪 夫 窗 函数 设计 FIR 滤波 器 ， 
计算 结果 的 频率 响应 如 图 5. 25 Bras o 


fs = 11025; 

fpass = 2500; 

fstop = 3400; 

fc = (fpass + fstop)/2; 

rp = .01;rs = .03; 

eps = min(rp, rs); 

lambda = -20*1lo0g10 (eps); 

L = 34; 

num = firl(L-1, fc/(fs/2), chebwin(L, lambda) ) ; 
[Hdc f] = freqz(num, 1, 1024, fs); 
plot(f, abs(Hdc)); 


Xt Fo XE BOUES EE AT EG. ČRK- EC E BE a A RUE e EIEE BR Y 
的 值 确定 波动 的 百分比 。 图 5.26 对 比 了 长 度 为 31 的 道 尔 夫 - 切 比 雪夫 窗 、 和 矩形 窗 和 布 莱 
克 曼 窗 。 对 于 Y= 二 0. 1， 和 矩形 窗 与 道 尔 夫 - 切 比 雪 夫 窗 具有 相似 的 主 辩 宽度 ,但 从 图 5. 26 中 


Vu = 
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可 以 看 到 ， 道 尔 夫 - 切 比 雪夫 窗 具 有 较 小 的 最 大 波动 。 当 y= 二 0.0001 时 ， 道 尔 夫 - 切 比 雪夫 
窗 与 布莱克 曼 窗 的 主因 宽度 相近 ， 但 道 尔 夫 - 切 比 雪夫 窗 对 应 的 波动 更 小 。 
1, IA RH A 8 aae 道 尔 夫 - 切 比 雪夫 窗 
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图 5. 26” 较 矩形 窗 和 布莱克 曼 窗 与 道 尔 夫 - 切 比 雪夫 窗 ， 它 们 具有 相似 的 主办 宽度 。 但 道 尔 夫 - 切 比 雪夫 
窗 得 到 了 更 低 的 最 大 波动 百分比 


5.4 频率 抽样 FIR 滤波 器 


频率 抽样 是 FIR 数字 滤波 器 的 一 种 设计 技术 ， 其 与 传 里 叶 级 数 方法 相关 ， 其 优点 在 于 
有 时 可 以 获得 更 好 的 结果 并 且 适 合 于 计算 机 优化 。 
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频率 采样 法 依赖 于 DFT， 其 以 固定 周期 抽样 滤波 器 理想 的 频率 响应 。 通 过 样本 的 
IDFT 变换 得 到 滤波 器 的 脉冲 响应 ， 进 而 得 到 传输 函数 。 因 为 希望 得 到 实 系数 且 线 性 相位 
的 数字 滤波 器 ， 所 以 需要 一 些 约束 条 件 。 

IDFT 的 计算 公式 如 下 : 


L-1 
h[n] = + Lele 
L £3 


AF, 工 是 滤波 器 长 度 。 
z 变换 公式 为 


L-1 
H(z) = bM h[n]z" 
n=0 


如 果 给 定 频率 样本 点 H[&] 的 值 ， 便 可 通过 IDFT 的 公式 计算 得 到 h[n]， 从 而 通过 z 变换 
求解 滤波 器 的 传输 函数 。 因 此 


Hg) = rs H[&je t Je 





新 排列 求 和 顺序 有 
H(z) = > HEA] S oie = 2 BID S wie 
RH, W—et, BRAM. A 
H(z) = X Hie] 81 (5. 10) 


由 于 其 具有 除了 原点 之 外 的 极点 ， 因此 该 传输 函数 似乎 是 一 一 个 递归 滤波 器 。 需 要 注意 的 
是 ， 分 子 项 过 一 1 可 以 因 式 分 解 ， 它 对 应 的 工 个 根 是 e 二 W。 传 输 函 数 中 的 零点 抵消 了 
除 原点 之 外 的 所 有 极点 。 展 开 互 (z) 的 求 和 形式 ， 进 一 步 化 简 可 得 到 如 下 非 递 归 形 式 的 传 
输 函 数 : 


1 L-1 L-1 "T 
HG) = ra 24 HUO[ [T e- 85 ] (5. 11) 


因此 ， 频率 抽样 法 可 用 来 设计 具有 有 限 脉冲 响应 的 滤波 器 ， 递归 形式 使 用 式 (5. 10)， 非 递 
归 形 式 使 用 式 (5. 11) 。 在 任何 情况 下 ， 滤 波 器 总 是 稳定 的 (假定 在 递归 形式 中 完全 抵消 了 
FRA). 

频率 抽样 法 设计 FIR 数字 滤波 器 的 过 程 总 结 如 下 : 

1. PEATE ERE SS ESP Sa Ss Lora H[k]. 


2. 利用 hEn] = luget 求 得 滤波 器 的 脉冲 响应 


3. 利用 式 (5. 11) 求 得 FIR 滤波 器 的 传输 函数 。 

若 以 任意 方式 选取 频率 样本 点 ， 则 可 能 导致 设计 出 的 滤波 器 具有 虚 系 数 或 非 线性 相 
位 。 根 据 前 面 章节 的 分 析 ，FIR 数字 滤波 器 若 具 有 线性 相位 ， 其 脉冲 响应 必须 具有 对 称 特 
性 。 若 要 得 到 实 系数 的 FIR 数字 滤波 器 ， 其 脉冲 响应 必须 等 于 它 的 复 共 罗 。 这 两 个 条 件 可 
以 写成 如 下 形式 : 

h[n] = h* [n] 
hln] = A[L —n— 1] 
Bk wb ng SEF Ep Er 3 89 241 9 A PEE DR AUREIS EA Je SCORE A JEJESROSDE SX. EUR 
公式 形式 : 
H[k] = ACh) = H*(L—k) = AQ, — k)e 1-9 
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(可 以 写 出 ALR] 的 IDFT， 然 后 令 其 等 于 其 共 斩 来 进行 证 明 。) 
对 称 条 件 对 于 000 有 约束 。 若 要 理解 究竟 是 什么 约束 ， 考 虑 如 下 公式 (假设 工 是 奇 
TO: 
h[n] = h* [L—n— 1] 
DF” (h[n]) = DF” (&* [L—n—1]) 
或 者 


LXA Ack eo gH — T NY A (yero HD 
由 方程 两 端 指数 项 相等 ， 得 到 


8C) 十 ot 


-— ie) 一 oak cy — 41) 





由 该 公式 可 以 确定 OCR) 
0(k) 一 一 I xk (5. 12) 


XC. 12) 给 出 了 000). 的 约束 条 件 ， 可 使 得 滤波 器 传输 函数 具有 线性 相位 与 实 系 数 。 
为 了 分 析 OCR) 的 约束 条 件 对 脉冲 响应 的 影响 ， 采 用 约束 条 件 下 的 OCR) 进行 IDFT 变 
换 ， 求 解 相应 的 脉冲 响应 。 


L-1 
h[n] — A P= 
因为 ei* — (— 1), WA An] 可 以 写成 
bl 
A[n] = 2 tA (he 
L k=0 





B=1 
2nt1 


A(k) e CE) 


k=0 


l 
L 


2ntl 2ntl 


BA AGO = A(L—k) flle c7 ——e r7 ， 可 进一步 简化 该 公式 。 应 用 这 两 个 条 件 以 
余弦 函数 形式 给 出 脉冲 响应 





i~i 


ija LTA) +2) D'A eos Cn Da (5. 13) 


k=1 


对 于 偶数 长 度 的 滤波 器 ， 其 脉冲 响应 有 相似 的 形式 ， 只 是 存在 些许 不 同 。 以 相似 的 方式 
可 考虑 脉冲 响应 (奇数 长 度 或 者 偶数 长 度 ) 是 反对 称 的 情况 。 对 以 上 4 种 情况 的 总 结 见 
dé 5.7, 


R57 频率 抽样 法 设计 滤波 器 的 脉冲 响应 








对 称 性 L 脉冲 响应 约束 
对 称 奇数 h[n] = L[Ac «2c DAA cos Gat Dk | 无 
La 
对 称 偶数 h[n] = [aot DAA (Ecos Cc Dat | ACL/2) —0 
k=1 
一 
反对 称 奇数 h[n] = 2c D AQ)sin Cn Dat A(C0) —0 


L 
zu 


反对 称 B® anne Fe D$ FALD £23 C DAA asin GA Det] AC0) —0 
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与 窗 函 数 法 相似 ， 频 率 抽样 法 设计 滤波 器 同样 存在 波动 与 过 渡 带 宽度 之 间 的 平衡 问 
题 。 如 果 开 始 选择 的 理想 滤波 器 ， 其 通 带 与 阻 带 间 是 陡峭 的 过 渡 带 ， 通 常 这 样 构造 的 滤波 
器 要 比 选择 平缓 过 渡 带 构造 的 滤波 器 波动 要 大 。 该 结论 可 以 由 例 5-10 加 以 说 明 。 < 

频率 抽样 法 设计 滤波 器 

利用 MATLAB 和 频率 抽样 法 设计 两 个 低 通 滤波 器 。 数 字 滤波 器 的 长 度 均 为 21， 抽 样 
频率 为 11025Hz。 第 一 个 滤波 器 的 过 渡 带 宽度 为 0， 通 带 为 0~2500Hz( 阻 带 为 2500Hz— 
f:/2Hz)。 第 二 个 滤波 器 的 过 渡 带 宽度 为 750Hz， 因此 阻 带 下 限 频 率 由 2500Hz 移 
到 3250Hz。 

f. MATLAB 中 采用 频率 抽样 法 设计 滤波 器 的 函数 为 fir2， 人 允许 设计 时 增加 窗 函 数 
的 选择 。 该 例题 选择 使 用 矩形 窗 。 频 率 样本 点 是 在 理想 滤波 器 中 根据 需求 数目 的 抽样 而 获 
得 。 理 想 滤波 器 由 两 个 向 量 描述 ， 构 成 了 一 组 定义 理想 滤波 器 中 线段 的 点 集 。 如 下 代码 构 
造 了 两 个 滤波 器 ， 并 绘制 了 它们 以 及 相应 理想 滤波 器 的 幅 值 响应 。 


fs = 11025; 

L = 21;N = L-1; 

fpass = 2500;fstop = 2500; 

F = [0 fpass/ (fs/2) fstop/(fs/2) 1]; tnormalized to fs/2 
A= [11 0 ôl; 

num = fir2(N, F, A, rectwin(L)); 

figure (1); 

[H f] = freqz(num, 1, 1024, fs); 


plot(f, abs(H)); $first filter 
hold on; 

plot(F*fs/2, A); $Idealized filter 
% 

fpass 2500; 


fstop = 3250; 

F = [0 fpass/(fs/2) fstop/(fs/2) 1]; 
A= [1 1 0 0]; 

num = fir2(N, F, A, rectwin(L)); 

[H f] = freqz(num, 1, 1024, fs); 


plot (f, abs(H)); ssecond filter 

hold on; 

plot (F*fs/2, A); $Idealized filter 
结果 如 图 5. 27 所 示 。 


频率 抽样 滤波 器 频率 抽样 滤波 器 





增益 
e 
a 





% 1000 2000 3000 40005000" 
频率 (Hz) 
a) 由 理想 低 通 滤波 器 构造 的 20 阶 FIR 滤 波 器 b) 同样 是 20 阶 滤波 器 ， 但 是 增加 了 过 渡 带 从 而 减 小 了 波动 


图 5-27 < 
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与 窗 函 数 法 相似 ， 频 率 抽样 法 允许 设计 者 在 波动 与 过 渡 带 带宽 之 间 有 所 权衡 。 总 的 来 
说 ， 由 表 5.7 给 出 的 设计 公式 可 认为 是 通过 一 组 频率 样本 点 拟 合 其 中 一 条 曲线 。 


5.5 FIR 滤波 器 的 帕克 斯 -麦克 莱 伦 设计 技术 

虽然 到 目前 为 止 所 讨论 的 线性 相位 FIR 滤波 器 的 设计 方法 都 相对 直接 ， 而 且 在 计算 上 
也 没有 太 多 的 要 求 ， 但 都 无 法 得 到 最 优 的 滤波 器 。 同 时 ， 这 些 方法 也 不 能 事先 确定 滤波 器 
设计 时 的 所 有 指标 ， 并 且 期 待 设计 结果 满足 那些 指标 。 比 如 ， 在 利用 窗 函 数 法 设计 滤波 器 
时 ， 通 常 很 难 获得 精确 的 截止 频率 。 

线性 相位 FIR 滤波 器 的 帕克 斯 -麦克 葬 伦 设计 方法 克服 了 以 上 这 些 不 足 ， 并 且 人 允许 设 
计 者 设计 出 某 种 意义 上 最 优 的 滤波 器 L2jL3]。 这 种 最 优 是 指 所 设计 的 滤波 器 满足 某 些 设计 
准则 ， 并 且 是 满足 设计 准则 下 的 最 低 阶 线性 相位 FIR 滤波 器 。 由 于 低 阶 滤波 器 在 应 用 过 程 
中 需要 的 计算 量 比较 小 ， 因 此 设计 一 个 低 阶 滤波 器 具有 重要 意义 。 这 也 就 意味 着 需要 更 少 
的 硬件 资源 ， 使 得 更 高 的 抽样 率 成 为 可 能 。 

最 优 意味 着 定义 了 某 误差 函数 ， 此 误差 函数 可 用 来 确定 滤波 器 的 性 能 。 误 差 可 以 从 多 
种 方式 进行 定义 ， 误 差 最 简单 的 定义 是 所 设计 滤波 器 的 频率 响应 与 理想 滤波 器 频率 响应 之 
差 。 因 为 误差 的 符号 并 不 重要 ， 该 误差 可 正 可 负 ， 所 以 通常 采用 绝对 值 。 某 些 情 况 下 ， 通 
带 误差 对 于 滤波 器 的 设计 比较 重要 ， 阻 带 误差 则 相对 较 弱 。 考 虑 到 这 个 因素 ， 可 以 加 入 权 
值 函 数 ， 于 是 误差 可 以 采用 如 下 定义 : 

ECM) = W(Q) | Hp(e?)— HCe?) | 

式 中 ， HC?) 表示 理想 滤波 器 频率 响应 ， 对 于 低 通 滤波 器 ， 其 通 带 增益 是 1， 阻 带 增益 是 
0, HCe?) 表示 所 设计 滤波 器 的 频率 响应 W(Q) 表示 权 值 函数 ， 是 关于 频率 0Q 的 函数 。 我 
们 希望 所 设计 的 滤波 器 使 得 这 个 加 权 误 差 的 最 大 值 在 规定 的 频带 上 达到 最 小 ， 该 误差 常 称 
为 最 大 最 小 误差 准则 或 者 切 比 雪夫 误差 准则 。 

Wi we a 


H(z) = Xs ]z”" ,其 中 ,M 是 滤波 器 阶 数 。 
如 果 这 是 一 个 线性 相位 滤波 器 , h[n 人] 应 应 是 对 称 的 。 假 定 M 是 偶数 ,将 Hz) 平移 M/2 个 
单位 ， 可 以 得 到 如 下 公式 : 
Hc) = 3 ala! MJ] 


n'=—M/2 


提取 因子 2” ， 于 是 有 
M/2 
H(z) = zx Mi kh h[n' + M/2]z" 


n'——M/2 


M 
H(z) = 2 S hin] 7^ 
n=0 


由 于 hin] 是 对 称 的 ， 由 式 (5. 8) 可 得 ， 
H(z) 一 zx 一 M/2 (ALo] (2M? + g M) + ALL] Ce + g (M?-D) Lee 
二 h[M/2 一 1](z + 27!) 4-ALM/2]) 
如 需要 观察 传输 函数 的 频率 响应 ， 可 利用 e? 代替 z 。 一 般 来 说 ， 由 欧 拉 公式 ， 
(e* +e) = 2cosx 
频率 响应 可 以 写成 余弦 函数 和 的 形式 ， 


M/2 
he?) = hLM/2Je™? +2 D>)hLM/2Jcos(L[M/2 — nj0) (5. 14) 
n=0 
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不 失 一 般 性 ， 对 于 对 称 的 且 对 称 中 心 是 原点 而 不 是 M/2 的 h[n] ， 式 (5. 14) 变 成 如 下 形式 ， 


M/2 


H(e?) = h[0]-- 2 M] hn]cosCnQ) 
该 式 可 以 写成 如 下 形式 : 


M/2 


H(e?) = $, c cos(a) (5. 15) 


式 中 ， Co = A[0] , MF n = ] 至 M/2 , 有 c, — 2h[mn] o 
切 比 雪夫 多 项 式 ( 第 6 章 中 介绍 切 比 雪夫 IR 滤波 器 时 将 详细 地 讨论 ) 定 义 如 下 : 
Vn (ZX) = cos(Narcosx) =n [fx 的 多 项 式 。 
MRS c= cos(Q) ， 切 比 雪 夫 多 项 式 变 成 如 下 形式 : 
VxCcosQ) = cos(NQ) 
式 (5. 15) 改 写成 : 


M/2 


H(e*) = Mex = P(x), 其 中 ,x = cosQ. 


因此 ，1 型 线性 相位 偶数 阶 低 通 滤波 器 可 以 使 用 三 角 多 项 式 表 示 。2 型 、3 型 与 4 型 滤波 器 
也 可 以 得 到 相似 的 表示 。 
交替 定理 [4] 为 优化 滤波 器 提供 了 基础 ， 即 对 于 给 定 的 滤波 器 阶 数 ， 可 最 小 化 EC) 。 
由 交替 定理 ， 可 以 规定 : 
如 果 He?) 至 少 具 有 M/2+2 个 极 值 点 频率 Qi cS NQ: «x Ux Quiz , 则 : 
a. 加 权 误 差 是 以 下 列 形式 交替 出 现 的 : E(Q1) —— EQ) = Elm) =— Em) 一 … 
此 时 ， 在 所 有 频带 上 ， 最 小 化 最 大 加 权 误 差 的 H Ce?) 是 理想 滤波 器 唯一 的 最 佳 估计 。 
根据 交替 定理 ， 可 以 得 到 : 
E(Q;) = W(Q:) | Hoe) — HCe?:) | = | Ema | 
其 中 , O; 是 极 值 频率 点 。 
帕克 斯 -麦克 莱 伦 认为 误差 可 以 写成 如 下 
形式 : 
M/2+2 
>) Hp Ce) 
EQ) = aga 
>) 5C- DT /WQO2) 






o 估计 的 极 值 点 
频率 


e 下 一 次 迭代 使 用 的 


增益 


M/2+2 


1 
AF, b I cos(Q;) — cos(Q, ) 
根据 以 上 信息 ， 帕 克 斯 -麦克 莱 伦 设计 了 一 种 











寻求 最 佳 滤波 器 的 算法 。 首 先 ， 对 于 给 定 的 频率 
滤波 器 ， 估 计 M/2--2 个 极 值 频率 点 的 初始 图 5.28 空心 圆 点 表示 初始 估计 的 极 值 点 频率 。 
位 置 。 经 拉 格 朗 日 插值 法 ( 见 例 5-11) 利 用 这 实心 圆 点 表示 插值 多 项 式 实际 的 极 值 
些 频率 点 生成 经 过 这 些 估计 频率 点 的 多 项 式 。 点 位 置 。 依 据 雷 米 交替 代 算 法 ， 下 一 
通过 该 操作 可 得 到 一 个 连续 的 且 经 过 所 有 估 Ra 


计 极 值 频率 点 的 多 项 式 。 然 而 ， 该 多 项 式 的 

极 值 点 一 般 不 等 于 估计 的 极 值 点 。 如 果 不 是 ， 则 使 用 插值 多 项 式 的 极 值 点 来 替代 估计 极 值 
点 (如 图 5. 28 所 示 ) 。 通 过 极 值 点 的 更 新 可 以 得 到 一 个 新 的 多 项 式 ， 如 此 和 迭代， 直到 上 次 
估计 的 极 值 点 与 生成 多 项 式 的 极 值 点 吻合 ， 和 迭代 结束 。 


149 


190 数字 信号 处 理 及 MATLAB 仿真 


这 种 利用 插值 多 项 式 极 值 点 频率 替换 估计 极 值 点 频率 的 过 程 称 为 雷 米 效 (Remez) 交 换 
算法 。 


拉 格 朗 日 插值 


采用 拉 格 朗 日 插值 法 产生 经 过 以 下 各 点 的 多 项 式 : 








在 找到 经 过 这 些 点 的 拉 格 朗 日 多 项 式 后 ， 移 动 峰 值 点 的 工 值 匹配 插值 多 项 式 ， 重 新 计 
算 一 个 新 的 多 项 式 ， 从 而 生成 一 个 接近 等 波动 的 多 项 式 。 
解 : 拉 格 朗 日 插值 公式 可 参见 文献 [5] 


P(x) 一 YT 2 LL Ad PG) 经 过 点 (zj ,yj) j = O15" 
=0 Tj 


好 5 
可 以 直接 计算 该 等 式 求 解 Pa), (AE MATLAB 通过 矩阵 形式 使 得 计算 更 加 简单 。 多 项 
A P) 写成 如 下 形式 

P(x) = apx" +a + Harixa, 
其 中 , a; 是 尝试 确定 的 系数 。 对 于 每 一 个 点 ( 2. y; ) 可 以 得 到 一 个 等 式 ， 所 有 这 些 等 式 的 
集合 写成 矩阵 形式 


P(x) = aozi Faz Petar da, 
P(x) = aox? Haist) +e +H arti Han 





P(z,) =aQqatax i +° tH anin +a, 


zi gt Zo I) ao PC) 
zi zi * m Ll lay P(x) 
x* xf» c az 614 La, P(z,) 





m Xxa—-P,.a—-X'xP, 
AREE X BROW $6 4& X (Vandermonde) B E, FY it MATLAB 中 的 vander 函数 简单 


Qs =] 
x = [0 .18 .4 .5 .74 .83 1]; 
y » [1.1 0.95 1.1 0.95 .1 -0.1 0.1]; 


figure(1);clf; 
stem(x, y, 'r'); 
axis([O 1 -.2 1.31); 
figure(2);clf; 


M - vander (X); 

a = My'; 

x = 0:.005:1; 

P = polyval(a, x); 
plot (x, P); 


axis([O0 1 -.2 1.3]); 
xlabel('x'); 

ylabel('P(x)'); 

title('Lagrange interpolation'); 


输出 结果 如 图 5. 29 所 示 。 
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2 Ws » í " | -o2 in he a i 
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0102 03 04 05 06 07 08 09 1 


a) b) 
图 5.29 经 过 ?7 个 样本 点 的 拉 格 朗 日 多 项 式 。MATLAB 程序 产生 的 图 1 与 图 2 全 加 在 一 起 。 图 a 由 以 


上 MATLAB 代码 生成 。 为 了 匹配 图 a 中 得 到 峰值 点 ， 重 新 选取 图 b 中 的 工 值 。 5:5 pn 
式 更 接近 等 波动 。 图 b 中 的 xz 值 是 z=[0.1.35.74.87.1] 


总 之 ， 帕 克 斯 和 麦克 莱 伦 给 出 了 一 种 线性 相位 FIR 滤波 器 设计 方法 ， 该 方法 基于 交替 
定理 与 雷 米 效 交 换算 法 ， 属 于 最 大 最 小 准则 下 的 优化 。 帕 克 斯 和 麦克 莱 伦 在 1972 年 为 他 
们 的 方法 发 表 了 相应 的 FORTRAN 算法 ， 并 得 到 了 广泛 的 应 用 。 此 算法 要 求 用 户 输入 频 
带 边界 参数 、 波 动 、 权 值 因 子 和 相应 频带 内 的 增益 值 ， 采 用 经 验 公式 估计 滤波 器 阶 数 的 最 
小 值 。 如 下 公式 可 用 来 估计 阶 数 中 : 
N = —20lgCVees) 一 13 
14. 6Af/ fs 

EP, ei 和 es 分 别 是 通 带 与 阻 带 的 波动 数 ，Af AAW, fe 是 抽样 频率 。 

此 滤波 器 可 以 使 用 阶 数 的 粗略 估计 来 进行 设计 ， 通 过 增 大 或 者 减 小 滤波 器 阶 数 寻 找 满足 指 
标的 最 小 滤波 器 阶 数 。 帕 克 斯 -麦克 莱 伦 法 可 利用 MATLAB 完成 ， 函 数 名 是 frpm。 函 数 
firpmord 可 用 来 估计 阶 数 以 及 加 权 函 数 。 例 5-12 是 这 些 函数 的 应 用 示例 。 

利用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 法 设计 最 优 FIR 低 通 滤波 器 

利用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 法 设计 一 个 最 优 低 通 FIR 线性 相位 滤波 器 ， 滤 波 器 设计 指标 
如 下 : 


抽样 频率 11025Hz 

通 带 0 一 2300Hz 

通 带 波动 0. 03 

阻 带 3500Hz~ fs/2 
阻 带 波动 0. 02 

权 值 因子 1 


解 : 输入 以 下 MATLAB 语句 : 
fs = 12025; 

fpass = 2300;fstop = 3000; 
rpass = 0.03;rstop = 0.02; 


F = ([fpass fstop]); define the frequency bands 
M = ([1 0]); gain within the bands 
Err = [rpass rstop]; S$Ripple in the bands 


*$W is the weighting function within each band 
[N F A W] = firpmord(F, M, Err, fs); 

num - firpm(N, F, A, W); 

figure (1) 

[H f] = freqz(num, 1, 1024, fs); 
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plot(f, abs(H)); 
figure (2) 


zplane(num, 1); $Pole/zero plot 

D EA XP, MATLAB 要 求 下 是 一 个 包含 归 一 化 频带 边界 频率 的 矢量 ，M 是 一 个 包 
含 理 想 滤 波 器 的 频带 边界 幅 值 的 矢量 。 如 果 firpmord 中 包含 抽样 频率 上 六， 那么 正中 的 频 
率 不 需要 归 一 化 。N 是 估计 的 滤波 器 阶 数 。 

返回 结果 保存 在 矢量 num 中 ， 其 中 包含 滤波 器 的 分 子 系数 。 因 为 阶 数 N 是 一 个 估计 
值 ， 所 以 必须 谨慎 地 检查 这 个 滤波 器 的 频率 响应 是 否 满 足 波动 的 指标 要 求 。 某 些 情形 下 需 
要 增加 少量 的 阶 数 。 输 出 结果 如 图 5. 30 和 图 5. 31 所 示 。 





0.5 


0 
实 部 
图 5.31 23 阶 滤波 器 的 z 平 面 零 极点 图 <a 
利用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 法 设计 最 优 带 阻 FIR 滤波 器 


利用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 法 设计 一 个 最 优 带 阻 FIR 线性 相位 滤波 器 ， 滤 波 器 设计 指标 
如 下 : 


抽样 频率 44100Hz 

通 带 1 0~3600Hz 
通 带 1 波动 0. 03 

阻 带 5820 一 9600Hz 
阻 带 波动 0. 02 

通 带 2 7600Hz~ fs/2 


通 带 2 波动 0. 03 
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fi: 此 题 的 MATLAB 程序 除了 前 几 行 外 ， 其 余 与 例 5-12 相似 。 新 的 代码 与 输出 结果 
如 图 5. 32 与 图 5. 33 所 示 。 
fs = 44100; 
fpsl = 3600;fps2 = 9600; 
fstl = 5820;fst2 = 7600; 
rpass = 0.01;rstop = 0.01; 
F = ([fpsi fstl fst2 fps2]); 
M = ([1 0 11); 
Dev - [rpass rstop rpass]; 
[N F A W] - firpmord(F, M, Dev, fs); 
num - firpm(N, F, A, W); 


a) 


带 阻 帕 克 斯 -麦克 莱 伦 滤波 器 











频率 (Hz) x 10* 
b) 
图 5. 32 利用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 算法 设计 的 等 波动 带 阻 滤波 器 < 





图 5.33 图 a、b、c 分 别 是 例 5-13 所 设计 的 满足 指标 的 滤波 器 对 应 的 通 带 与 阻 带 波动 。 图 d 是 44 阶 
FIR 滤波 器 的 零 极点 图 
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5.6 最 小 相位 FIR 滤波 器 


通过 可 视 化 系统 传输 函数 零 极点 位 置 对 其 相位 曲线 的 影响 ， 可 以 很 简易 地 给 出 系统 相 
位 特征 的 几何 解释 。 

最 小 相位 系统 一 一 对 于 给 定 的 幅 频 响应 ， 如 果 某 系统 的 相位 曲线 相对 于 零 相位 的 偏差 
是 最 小 的 ， 那么 这 个 系统 是 最 小 相位 系统 。 

最 大 相位 系统 一 对 于 给 定 的 幅 频 响应 ， 如 果 某 系统 的 相位 曲线 相对 于 零 相位 的 偏差 
是 最 大 的 ， 那 么 这 个 系统 是 最 大 相位 系统 。 

混合 相位 系统 一 “如 果 频 率 从 0Hz 至 f./2 范围 ， 如 果菜 系统 的 相位 曲线 相对 于 零 相 
位 的 偏差 介 于 最 小 相位 系统 与 最 大 相位 系统 对 应 的 误差 之 间 ， 那 么 这 个 系统 是 混合 相位 
系统 。 

最 小 与 最 大 相位 系统 的 定义 隐 含 了 这 样 的 事实 ， 对 于 给 定 的 幅 频 曲线 ， 存 在 多 条 相位 
曲线 。 换 名 话说， 可 以 存在 许多 系统 ， 它 们 具有 相同 的 幅 频 响应 ， 但 具有 不 同 的 相位 响 
应 。 考 虑 一 个 具有 零点 z=a 的 系统 ， 其 中 a 是 一 个 实数 。 根 据 传 输 函 数 在 单位 圆 上 的 求 
值 ， 计 算 这 个 零点 的 幅 值 是 ， 


[z—a| = VCcos(Q) — a)? + sin’ CQ) 








展开 等 式 得 到 : 
|z—a| = Vecos (N) — 2acos(Q2) + à? sin (Q) = 4/1 — 2acos(Q) Fa? 
现在 再 考虑 第 二 个 系统 ， 此 系统 在 z—1/a 处 存在 一 个 零点 。 根 据 传 输 函 数 在 单位 圆 
上 的 求 值 ， 计 算 这 个 零点 的 幅 值 是 ， 
|z—1/a| = /1— (2/a)cos(Q) + 1/a? 











等 式 写 成 如 下 形式 ， 
[z— l/a| = (1/a) Va! — 2acos(Q) +1 

因此 ， 可 以 发 现 [z—1/a| =(1/a)|z—a| ， 这 表明 了 在 z—a 处 有 一 个 零点 的 系统 的 幅 值 
曲线 与 在 z— 1/a 处 有 一 个 零点 的 系统 幅 值 曲 线 的 形状 相同 ， 只 是 增益 相差 一 个 常数 。 然 
而 ， 这 两 个 系统 的 相位 曲线 却 相差 很 大 ， 下 面 举例 说 明 。 对 于 复杂 的 零点 可 以 得 到 相似 的 
论证 ， 只 是 计算 上 较为 麻烦 。 

幅度 曲线 和 相位 曲线 

画 出 下 面 两 个 系统 的 幅度 曲线 与 相位 曲线 
[z 十 (0.6 十 j0. D Je (0.630. D] _ 0. 3279 z* 4-1. iau 85 

E Z 








H, (z) =0. 3279 


= Ce + (0. 70588 + j0. 82353) ][ x + (0. 70588 — j0. 82353) ] 
=0. 2787 = 


z 


H; Cz) 








2 
一 0. 2787 2 +1. 41182 + 1. 1765 


z: 
注意 , 0.6150. 7 5j 0. 70588 + j0. 82353 互 为 倒数 。 
fü. 如 下 MATLAB 代码 生成 所 需 的 输出 ， 结 果 如 图 5. 34 Pras. 


fs = 2 
numl = 0.3279*[1 1.2 .85]; 
num2 - 0.2787*[1 1.4118 1.1765]; 


den - [1 O 0]; 
[H1 F] = fregz (numi,den,512,fs); 


subplot (2,3,1) 
plot (F, abs (H1) ) 
subplot (2,3,2) 
Theta = unwrap (angle (H1))*(180/pi); 
plot (F, Theta) 
subplot (2, 3, 
zplane (numl, 
% 
[H2 F] = fregz (num2,den,512,fs); 
subplot(2,3,4) 
plot (F, abs (H2) ) 
subplot (2,3,5) 
Theta = unwrap (angle (H2))*(180/pi); 
plot (F, Theta) 
subplot (2, 3, 
zplane (num2, 


3); 
den); 


6).; 
den); 


增益 Hl1 (z) 






如 相位 《角度 ) 


00 a 06 
频率 (Hz) 
a) 


增益 H2 (z) 
全 S 
二 a 
HAAG Cf& BED 





0 02 04 06 08 1 
频率 (Hz) 
b) 
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0 Www mn ———Y—Y— M 
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 
频率 (Hz) 频率 (Hz) 
d) e) f) 


图 5.34 零点 (复数 零点 ) 互 为 倒数 的 两 个 系统 的 幅 频 图 和 相 频 图 。 两 个 系统 的 幅 频 图 仅仅 是 增益 不 同 ， 
而 相 频 图 差别 却 很 大 。 在 图 a 中 ，H;(z) 是 最 小 相位 系统 ， 在 图 d 中 A, (z) 是 最 大 相位 系统 可 


例 5-14 说 明 ， 如 果 两 个 传输 函数 的 零点 是 互 为 倒数 ， 则 它们 的 幅 频 曲线 相同 (这 个 结 
论 同 样 可 以 适用 于 极点 ， 只 不 过 倒数 极点 可 能 导致 系统 不 稳定 )。 因 此 ， 如 果 系 统 具 有 N 
个 不 在 单位 圆 上 的 复数 零点 对 和 M 个 不 在 单位 圆 上 的 实数 零点 ， 就 可 以 得 到 27 4 RR 
同样 幅 频 响 应 的 传输 函数 ， 但 它们 的 相位 谱 不 相同 。 由 于 相位 平移 与 时 间 延 迟 相 一 致 ， 因 


此 最 小 相位 系统 具有 最 小 的 时 延 。 所 以 在 一 
些 系统 中 ， 知 道 哪 个 传输 函数 对 应 的 系统 可 
能 具有 最 小 的 相位 是 重要 的 。 

考虑 一 个 二 阶 系统 ， 其 传输 函数 中 含有 1 
个 复数 零点 对 和 两 个 位 于 原点 的 极点 ， 如 
图 5. 35 所 示 。 图 5. 35a 显示 的 是 两 个 零点 (都 
在 z 平 面 单位 圆 内 ) 和 两 个 极点 (在 原点 )。 使 
用 频率 响应 的 几何 插值 ， 可 以 发 现 对 于 零点 
均 出 现在 单位 圆 内 的 情况 ， 当 频率 从 0Hz 变 
化 到 六 /2 时 ， 角度 总 共 变 化 了 O + 0; = 






Ce, 


a) 最 小 相位 系统 b) 最 大 相位 系统 


图 5.35 此 图 显示 了 由 两 个 零点 引起 的 总 的 角度 
变化 。a) 两 个 零点 均 位 于 单位 圆 内 ，Pb) 
两 个 零点 均 位 于 单位 圆 外 。 对 于 图 a, 
0, 4-0; —2x, [BdEXI-FÉ b. 0 4-6, —0 
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360 。 对 于 两 个 极点 ， 总 的 角度 变化 为 a +a. = 360” 。 因 为 极点 角度 减 去 零点 角度 ， 所 
以 在 系统 Ca) 的 相位 响应 中 角度 改变 是 0”。 因 此 ， 该 系统 的 相位 响应 应 该 是 从 0° 开始 而 终 
止 于 0 。 对 于 系统 (b)， 其 两 个 零点 (其 为 系统 (a) 中 零点 的 倒数 ) ， 都 在 单位 圆 外 ， 可 以 
发 现 对 于 零点 总 的 角度 变化 为 9 十 2 = 0° ， 而 对 于 极点 角度 变化 仍然 是 360” 。 这 样 系统 
(b) 的 相位 响应 中 角度 改变 是 一 360” 。 

总 的 来 说 ， 所 有 零点 都 位 于 单位 圆 内 的 系统 为 最 小 相位 系统 ， 所 有 零点 位 于 单位 圆 外 
的 系统 为 最 大 相位 系统 。 如 果 既 有 单位 圆 内 又 有 单位 圆 外 的 零点 ， 那 么 这 样 的 系统 称 为 混 
合 相位 系统 。 零 点 出 现在 单位 圆 上 导致 相位 曲线 的 不 连续 。 由 于 在 单位 圆 上 的 零点 有 相应 
倒数 ， 且 是 它们 的 共 轿 对 ， 因 此 这 些 零点 对 于 判断 系统 最 小 相位 还 是 最 大 相位 并 不 起 
TERI. 

当 特 定 频率 的 信号 通过 系统 时 ， 系 统 相位 的 改变 转变 成 信号 的 时 间 延 迟 ， 因 此 设计 一 
个 最 小 相位 系统 往往 很 重要 。 最 小 相位 系统 的 另 一 特征 体现 在 脉冲 响应 上 。 图 5. 36 显示 
的 是 两 个 具有 完全 相同 的 幅 频 特性 的 系统 ， 但 图 5. 36a 是 一 个 最 小 相位 系统 ， 图 b 是 一 个 
最 大 相位 系统 ， 可 以 看 出 最 小 相位 系统 的 脉冲 响应 在 第 一 阶段 具有 较 大 的 值 。 对 于 任意 的 
最 小 相位 系统 ， 可 以 写成 如 下 形式 : 


2h n] 
从 0 至 N， 对 于 所 有 的 m 值 上 式 最 大 。 


脉冲 响应 





图 5.36 a) 最 小 相位 系统 及 其 对 应 的 脉冲 响应 。b) 最 大 相位 系统 及 其 对 应 的 脉冲 响应 。a) 和 b) 具 有 相 
同 的 幅 值 响应 


最 大 是 相对 于 其 他 与 其 具有 相同 幅度 响应 的 系统 而 言 。 
为 了 证 明 这 个 结论 ， 考 虑 具有 以 下 传输 函数 的 FIR 滤波 器 : 
HG K(boz™ thr tee by) 


等 式 中 OK 是 影响 增益 的 因子 。 对 于 低 通 滤波 器 ， 增 益 因子 的 选择 应 保持 在 OHz 时 增益 为 
1， 但 是 在 0Hz 时 z= e 二 1， 因此 KK 可 以 由 以 下 等 式 计算 : 
T 1 
(bs HB, HP + by 
如 果 从 互 (z) 提 取 一 个 实数 零点 项 ， 剩 下 的 函数 称 为 R(z)， 可 以 得 到 如 下 关系 : 
H(z) = KeR( 2) K.(z—2,)/z 
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式 中 , KR ERGO 的 增益 因子 , K. 是 提取 零点 项 的 增益 因子 ， 并 且 三 KRK,。 对 于 一 个 
实 零点 信号 ， Ka 的 值 是 |1/ =y) | o 因此 H(z) 可 以 进一步 写成 : 


H(z) = KrR (2) a-ra) = H, (2) + H: (2) 
k 





RP, Hi(z) = KrR(z), H: (2) = |1/0—z)|QO— x?2,) , 

当 xx 由 其 倒数 所 替换 时 ， 根 据 该 等 式 ， 考 虑 所 构造 的 非 最 小 相位 系统 将 有 什么 变化 。 
因此 ， 构 造 第 二 个 传输 函数 GCz) ， 它 将 HOO 中 z 处 的 零点 代替 为 其 倒数 。 可 以 写成 如 
下 形式 : 

G(z) = KR(z)(z— 1/z)/z = KgROGOK;,(z — 1/z)/z 
其 中 , Ky. 是 倒数 零点 的 增益 因子 。 Ki. = |1/0—1/z2|— |zi/(zi 一 1)| ， 因 此 GC) 
可 以 改写 成 如 下 形式 : 


G(z) = KgR(z) 








ex la —z/z,)-—G, GG, 


E—1 
其 中 , Gi(z) = Hi (22 = KgR(z) , Gle) = |z,/(, =D A e!/z), 

对 比 GC) 和 H(z) 可 以 发 现 ， 这 两 个 传输 函数 中 都 含有 KrR(z) 项 。 因 此 可 以 比较 
提取 出 来 的 两 个 零点 项 的 影响 。 这 两 个 等 式 的 脉冲 响应 为 : 


| : = zehn = [0-2 Oke Peal 
l—z, 1—z, 








Zk 


=A C—27/2)e¢[n] = | Zt | s 0 Ors} 
Zk zy — Al 

由 上 式 可 以 看 出 如 果 le) <1, B 

25 1ja[m]| 之 25 1gz[n]| 


对 于 复数 零点 ， 虽 然 计算 上 比较 繁琐， 但 可 以 得 到 相似 的 结果 。 
由 于 H(z) = 五; (z)。 互 *(z) ， 因 此 必须 通过 卷 积 计算 h [n] * hn] BB h[n] . A 
此 可 以 得 到 如 下 结论 : 














EY 
4 H GO Jue] B REI AERE EBA. ANKE RRM BE. JR DRE REA HN 
c Ec ORE UR TRU RR FR BE MER. H FR AER BRUT? SC) 可 以 写成 脉冲 响应 
的 形式 S) = h(n) --S(n — D ， 可 以 发 现 ， 具 有 最 大 化 局 部 能 量 的 系统 具有 最 快 的 时 间 
常量 。 


5.7 应 用 


5.7.1 滑动 平均 FIR 滤波 器 
有 限 序列 的 平均 值 如 下 所 示 : 


avg = ly 
当 NN 很 大 时 该 公式 很 难 应 用 ， 因 为 在 输出 结果 之 前 它 要 求 所 有 xi 的 值 均 为 已 知 。 在 不 知 
道 N 值 因 而 难以 确定 求 和 上 限 的 时 候 ， 该 公式 很 难 实现 。 实 际 中 计算 平均 值 往往 使 用 滑 
动 平 均 ， 滑 动 平 均 是 最 近 的 N 个 输入 项 的 平均 ， 由 下 式 给 出 : 


k 


Aw[E] — i »] z | (5.16) 


入 -Ah 
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滑动 平均 
计算 出 下 面 序列 的 滑动 平均 序列 : 
à = [051,1.1,2,2:2,4,1,5,714,68,8,3, A ] 

kw N=3. 

解 : 由 式 (5. 16) 计 算 结果 如 下 : 

a By es 

Au[k|=[0,1/3,2/3,1,4/3,5/3,2,8/3,7/3,10/3,13/3,16/3,17/3;4;11/3;4,11/3,.…]« 
可 以 很 简单 地 求解 式 (5. 16) 对 应 的 传输 函数 。 当 N — 3 时 ， 式 (5. 16) 变 成 如 下 形式 : 


Au] = iG] +k iJ EES 


传输 函数 为 : 
Hy (zs) = zi teti 
32? 
总 的 来 说 ， 对 于 一 个 长 度 为 工 的 滑动 平均 系统 
Hy) = DEM» (5.17) 


XC. 17) 称 为 滑动 平均 系统 的 精确 非 递归 形式 。 滑 动 平均 系统 是 传输 函数 的 零点 全 部 位 于 
单位 圆 上 的 FIR 低 通 滤波 器 。 图 5. 37 给 出 了 不 同 阶 数 的 滑动 平均 系统 的 幅 频 图 以 及 零 极 
点 分 布 图 。 


滑动 平均 滤波 器 


< 


Ls 
1 
t 
a 
' 
"T 
4 





0 CO Y BOLLS 
0 02 04 06 08 1 


频率 (Hz) 实 部 
a) 阶 数 分 别 是 4、14 和 29 的 滑动 b) 9 阶 滑动 平均 滤波 器 
平均 滤波 器 的 幅 频 响 应 的 零 极点 分 布 图 
See 


当 数 据 多 次 通过 该 滤波 器 时 会 发 生 什 么 ， 是 滑动 平均 系统 的 一 个 很 有 趣 的 特征 。 我 们 
称 这 样 的 系统 为 多 重 滑动 平均 滤波 器 (MAF)。 例 如 ， 噪 声 数据 通过 一 个 长 度 为 3 的 滑动 
平均 系统 ， 接 着 再 将 此 滑动 平均 滤波 器 的 输出 继续 通过 第 二 个 相同 的 滑动 平均 滤波 器 ， 这 
样 便 得 到 了 一 组 滑动 平均 数据 的 滑动 平均 值 。 在 频 域 中 ， 此 系统 的 传输 函数 等 于 传统 滑动 
平均 滤波 器 的 平方 。 对 于 长 度 为 3 的 滤波 器 ， 传 输 函 数 如 下 : 

mysig = (Hy QE EEE tie feet) 
分 析 该 传输 函数 可 以 发 现 ， 其 与 三 角 窗 函数 的 传输 函数 相同 。 如 果 继 续 处 理 ， 可 以 发 现 
Fa i 
5 5-16 滑动 平均 滤波 器 

构造 一 个 长 度 为 8 的 滑动 平均 滤波 器 ， 并 利用 所 设计 的 滤波 器 生成 一 个 4 重 滑动 平均 

滤波 器 ， 并 比较 其 与 等 长 度 的 布莱克 曼 窗 函 数 的 频率 响应 。 
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fg. 如 下 MATLAB 代码 可 以 产生 一 个 32 阶 布莱克 曼 窗 函数 与 一 个 32 阶 4 重 滑动 平 
均 滤 波 器 的 幅 值 响 应 图 ， 结 果 如 图 5. 38 所 示 。 


fs = 2; $Sample frequency 

N = 8; 

mal = ones(1, N)/N; $The original moving avg filter 

ma2 = conv(mal, mal); *$Convolve the moving avg filter with 
% itself to get a 2-pass MAF 

ma4 = conv(ma2, ma2); $Convolve the 2-pass with itself for 


% a 4-pass MAF 

[Hma4 f] = freqz(ma4, den, 1024, fs); 

figure (1) ;clf; 

Hma4 = abs(Hma4)/max(Hma4); %normalize and change to db 

Hma4DB = 20*10g10 (Hma4); 

plot (f, Hma4DB) ; 

hold on; 

wBlk = blackman (length (ma4) );%Create a Blackman window 

[Hb f] = freqz(wBlk, den, 1024, fs); 

Hb - abs(Hb)/max(Hb); 

HbDB - 20*10g10(Hb); $Normalize and change to db 

plot(f, HbDB, 'r'); 

HELF, AR HE vue BEA LE BE BH SEP TE BE o TSE BS iH a 
而 且 即 使 随 着 阶 数 的 增加 ， 滑 动 平均 系统 相 比 较 | 
等 长 度 布莱克 曼 窗 ， 其 峰值 波动 较 大 。 < -50 

多 重 滑动 平均 滤波 器 可 用 于 估计 布莱克 曼 窗 
的 频率 响应 。 在 实时 系统 中 ， 滑 动 平均 估计 相 比 = -Im 
于 直接 使 用 布莱克 曼 窗 处 理 数 据 需 要 的 计算 量 S us 
较 小 。 | 
5.7.2， 梳 状 滤波 器 





使 用 滑动 平均 滤波 器 构造 梳 状 滤波 器 有 两 种 -200 
不 同 的 方法 。 第 一 种 方法 ， 在 FIR 滑动 平均 滤波 (0 WXOD OO 
器 的 传输 函数 中 ， 于 z = 十 1 处 增加 一 个 零点 可 
图 5. 38 比较 长 度 为 32 的 布莱克 曼 窗 与 等 长 
构造 梳 状 滤波 器 。 对 于 N 阶 FIR 滤波 器 ， 这 将 度 的 4 通 滑动 平均 滤波 器 的 幅度 响应 


构造 出 具有 N/2 475g [8] Br SEXE BL UE Ud. 7B 
二 种 方法 ， 利 用 滑动 平均 滤波 器 的 幅 频 图 ， 在 频 域 内 进行 尺度 变换 使 得 主办 在 频率 空间 内 
复制 M 次 ， 从 而 得 到 具有 M 个 “ 齿 ” 的 梳 状 滤波 器 。 第 二 种 方法 得 到 的 是 DIR 滤波 器 ， 将 
在 6.7 节 中 进行 详细 讨论 。 
FIR 滑动 平均 滤波 器 的 传输 函数 已 在 (5.17) 中 给 出 ， 
JR. KC OE ped 


Lg 
传输 函数 在 z =+ 1 处 增加 一 个 零点 ， 得 到 : 
Mus zr 十 zx 十 … 十 1 z 十 ] 2-1 


Let! z Lz* 
因此 ， 梳 状 滤波 器 的 传输 函数 为 : 








1 


ZN 
图 5. 39 是 典型 的 10 阶 梳 状 滤波 器 。 如 果 滤 波 器 的 阶 数 是 奇数 ， 那 么 在 xz = 一 1 处 没有 零 
点 ,而且 在 fs/2 处 的 增益 是 1。N/2 瓣 的 中 心 是 fs/N = 0,1,…,N/2 ,NN 为 偶数 。 


Hc(z) = K (5. 18) 
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FIR 梳 状 滤波 器 


4 
A 





频率 (Hz) 实 部 
a) b) 


5.39 通过 对 滑动 平均 滤波 器 增加 一 个 零点 而 构造 的 梳 状 滤波 器 ， 其 阶 数 为 10 


通过 将 极点 沿 着 原点 径 向 移动 到 单位 圆 附近 ， 并 以 零点 为 间隔 ， 可 实现 梳妆 滤波 器 办 
的 尖锐 化 。 当 然 ， 这 也 使 得 滤波 器 变化 成 IIR 滤波 器 ， 而 且 增 加 了 计算 量 。 
5.7.3 微分 器 
微分 器 实现 输入 信和 号 的 时 域 微 分 。 信 和 号 时 域 微 分 相当 于 拉 普 拉 斯 域 乘 以 ， 为 了 得 到 
微分 器 的 频率 响应 ， 可 以 将 ;用 jw 代替 ， 
Hag Co) = jw 
或 
| Hag Cw) | =o 
Z | Haig Co) | =e 


理想 微分 器 的 频率 特征 如 图 5. 40 所 示 。 
作为 微分 的 简单 近似 ， 使 用 样本 n RE An — 1 之 间 的 斜率 作为 微分 器 n 时 刻 的 值 ， 


2 —d 二 uEn] —wu[2 — 1] E (zx). z—1 
表示 为 , y = dr ME a MG ,或 者 利用 z EB ge 


图 5. 41 给 出 了 该 传输 函数 的 频率 响应 ， 并 与 理想 微分 器 进行 了 对 比 。 从 该 图 可 以 清 
晰 看 出 ， 近 似 微 分 器 在 低频 时 比较 理想 ,但 当 频 率 达 到 f:/2 时 ， 误 差 将 十 分 明显 ， 此 在 
意料 之 中 ， 原 因 在 于 高 频 部 分 信号 样本 间 的 变化 较 大 。 该 方法 所 要 求 的 计算 量 小 ， 适 合 低 
频 信号 微 控制 器 ， 例如， 温度 或 湿度 传感器 等 。 


(5. 19) 











0 04 02 
相位 频率 (Hz) 
图 5.40 理想 微分 器 的 幅 频 与 相 频 响应 5.41 近似 微分 器 频率 响应 在 nT 点 与 (2 一 1) 工 


点 之 间 的 斜率 
为 了 得 到 较 好 的 近似 微分 器 ， 可 利用 傅 里 叶 级 数 方法 ， 如 有 必要 也 可 加 入 窗 函 数 ， 
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MATLAB 中 的 firls 函数 可 实现 此 方法 。 如 果 加 入 “differentiator” 人 参数， 那么 生成 的 微分 


器 将 在 低频 误差 处 分 配 较 重 的 权 值 。 相 似 地 ， 帕 克 斯 -麦克 莱 伦 法 和 频率 抽样 法 也 可 用 于 
构造 近似 微分 器 L7]。 


理想 微分 器 的 数字 滤波 器 近似 


利用 健 里 叶 级 数 方法 ,设计 一 个 数字 滤波 器 用 于 近似 理想 微分 器 ， 抽 样 频率 为 2Hz。 
解 : PIER) MATLAB 代码 使 用 firls 函数 构造 微分 器 。 

fs = 2; 

N = 11; sOrder 

F = [0 1]; $Frequency points 

M = [0 1]; %Corresponding magnitude points 

num = 2*pi*firls(N, F, M, 'differentiator'); 

den = 1; 3 

[Hdf f] = freqz(num, den, 1024, fs); 

plot(f, abs(Hdf)); 


5.42 显示 了 使 用 firls 函数 设计 的 不 同 阶 数 的 滤波 器 。 注 意 ， 当 滤波 器 阶 数 是 偶数 
时 ， 这 种 方法 会 在 f./2 产生 一 个 零点 。 4 使 用 函数 firls 的 微分 器 

微分 器 在 许多 不 同 的 系统 中 得 到 了 广泛 使 |- oor 
用 ， 尤 其 是 在 数字 控制 系统 中 ， 常 用 作 网 络 补 
偿 和 PID 控制 器 部 件 。 


例 5-17 所 设计 滤波 器 的 应 用 
在 第 3 章 介绍 傅 里 叶 级 数 时 ， 方 波 可 以 由 
下 式 近 似 ; 


M4 
x(t) = 2 5, Sin toi D) 
& 为 奇数 
利用 MATLAB 构造 x(t), HEA, a» = 200m, 
f,—22050Hz, N=21, (HF 1024 个 样 点 。 利 用 图 5.42 利用 MATLAB 中 的 firls 函数 设计 三 个 


MATLAB 中 的 firls 函数 构造 例 5-17 中 的 11 BY voi dede 其 中 直线 是 理想 微分 器 的 频 
微分 器 ， 对 该 信号 进行 滤波 并 画 出 结果 。 
ft. 首先 由 例 5-17 使 用 fs =22050Hz 构造 微分 器 。 


fs = 22050; 
N = 11; sOrder 
F = [0 1]; $&Frequency points 
M = [0 1]; %Corresponding magnitude points 
num - 2*pi*firls(N, F, M, 'differentiator'); 
den = 1; 
下 面 生 成 近似 的 方 波 。 
T = 1/fs; 
n = 1:1024; 
nT = n*T; 
w = 200*pi; 
sq = zeros(1l, length(nT)) ; 
for k = 1:2:21 
sq = sq + (4/(k*pi))*sin(k*w*nT); 
end 
figure (1) ;clf; 





nas 
e - n w 和 Uu o ~ 
Peet 


plot (nT, sq); 


最 后 使 用 滤波 器 对 近似 的 方 波 进行 微分 。 


161 


162 数字 信号 处 理 及 MATLAB 仿真 


sqDiff = filter(num, den, sq); 
figure(2);clf; 
plot (nT, sqDiff); 


结果 如 图 5. 43 所 示 。 
近似 方 波 近似 方 波 求 导 





Hi 0 
-0.5 
-1 
7 10 0.005 001 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 T 0005 O01 Guy 002. 0.03 0035 0.04 0.045 
时 间 Cs) 时 间 Cs) 
a) 使 用 11 项 截断 的 傅 里 叶 级 数 估计 的 方 波 b) 此 方 波 通 过 11 阶 微分 器 的 结果 
图 5.43 4 


5.7.4 希 尔 伯 特 变换 
假设 某 信 和 号 的 频率 响应 是 单 边 的 ， 也 就 是 说 ， 信 和 号 xz[nj] 的 DTFT 为 X(e*) ， 于 是 得 
到 如 下 关系 
X(e?) —0,  w./2 [Lw ws 
该 情况 下 ， 由 于 实 信号 具有 双边 频谱 ， 因 此 该 信号 的 时 域 将 是 复数 形式 ， 即 
z[n] = zel[n]+jx[n] 


而 且 
X(e?) = Xa (e?) + jXCe®) = 0, ws/2N was 
等 式 可 写 为 
Xg(e?) =—jXi(e), ws/2 <w < ws 
可 求解 出 Xi 为 ， 


Xie?) = 1X4 (69), ww/2 x w x ws 
zrein] 与 xin) 都 是 实数 序列 ， 这 就 意味 着 xn [n] 与 ziLnj KR E H [e] 483 E np ER 3c E 
对 形式 出 现 ， 以 便 使 
Xi(e?) 三 一 jXRCea)， 0x o x ws/2 
单 边 信号 这 种 实 部 与 虚 部 之 间 的 关系 称 为 希 尔 伯 特 变换 ， 将 rln] 转变 ziLnj 的 滤波 器 称 
为 希 尔 伯 特 变 换 器 或 者 希 尔 伯 特 滤 波 器 。 l 
希 尔 伯 特 变换 器 的 幅 频 响应 为 1， 是 使 相位 滞后 90 的 全 通 移 相 装置 。 希 尔 伯 特 变换 
在 通信 和 领域 信号 单 边 带 幅度 调制 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 
理想 希 尔 伯 特 变换 器 的 频率 响应 可 以 写成 如 下 形式 ， 
Hy(e%) = n4 DS PS NM 
+j» ws/2? X c XC ws 
其 对 应 的 IDTFT 为 


2 ox 
A[n] 一 fer" » ERE En a 5 C5. 20) 


0, 其 他 情况 
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正如 理想 低 通 滤波 器 ， 和 希 尔 伯 特 变换 器 不 可 能 构造 成 数字 滤波 器 。 然 而 ， 可 以 利用 
FIR 滤波 器 近似 希 尔 伯 特 变换 器 。 

利用 FIR 滤波 器 近似 希 尔 伯 特 变换 器 

利用 式 (5. 20) 设 计 FIR 滤波 器 以 近似 希 尔 伯 特 变换 ，N 王 30。 

解 : d MATLAB 根据 式 (5. 20) 生 成 包含 有 31 项 的 FIR 滤波 器 系数 ， 以 近似 希 尔 伯 
特 变 换 器 。 图 5. 44 给 出 了 该 近似 变换 器 的 幅 频 图 和 相 频 图 。 


fs = 2; T = 1/fs; % Sample frequency = 2 
N = 30; % Order = 30 
a = zeros(1, N+1); 
for k = -N/2:2:N/2 

if(k ~= 0) 

a(k+N/24+1) = 2/(pi*k*T); 

end 
end 
[H f] freqz(a, 1, 1024, fs); 
Hnorm abs (H) /max (abs (H) ) ; 
plot(f, Hnorm) ; 


希 尔 伯 特 变换 器 的 幅 频 特性 曲线 希 尔 伯 特 变换 器 的 相 频 特性 曲线 





频率 (Hz) 频率 (Hz) 
a) b) 
5.44 和 希 尔 伯 特 变换 器 的 幅 频 图 和 相 频 图 < 


同样 可 以 结合 帕克 斯 -麦克 莱 伦 设计 法 ， 并 使 用 MATLAB 中 的 firpm 函数 构造 希 尔 伯 
特 变换 器 。firpm 函数 需要 设 定 3 个 变量 N、F、M。 N 为 滤波 器 阶 数 。 下 和 M 包含 滤波 
器 频率 响应 中 指定 点 幅度 的 向 量 。 下 要求 是 归 一 化 的 ， 因 此 在 fs/2 处 等 于 1。M 是 下 中 
相应 频率 点 的 幅 值 。 下 面 三 行 MATLAB 代码 用 于 构造 30 阶 帕克 斯 -麦克 莱 伦 变换 器 。 
F = [.1 .9]; 
M = i uu 
h = firpm (30, F, M, 'hilbert'); 
通信 系统 中 单 边 带 信和 号 的 产生 便 是 希 尔 伯 特 变换 器 应 用 的 实例 。 考 虑 频率 为 Qs 的 低频 信 
号 ， 调 制 频率 为 O. 的 高 频 载 波 ， 得 到 的 信号 表示 为 ， 

f) = (1/2)cos(wst)cos(w.t) = cos[ (w+ ws)t] + cos[ Co. — ws2t] 
调制 后 信号 fco 既 包 含 上 边 带 也 包含 下 边 带 。 由 于 通过 解 调 上 边 带 或 下 边 带 都 可 以 恢复 
出 原 信 号 ， 因 此 无 需 传 输 两 个 边 带 。 一 种 方法 是 利用 低 通 或 者 高 通 滤波 器 滤 除 其 中 的 一 个 
边 带 。 更 有 效 的 方法 是 使 用 希 尔 伯 特 变换 器 。 

考虑 信号 s[n] = e?s7 = s.[nj 十 jsi:Lnj] 和 载波 信号 cin] = e*" = cos((2.n) 十 jsin(Q2.n)。 
两 个 信号 相 乘 得 到 调制 后 的 信号 为 
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fln] = fin] ifiEn] = sn]eosQQ.9 — sLnjsin(Q.n) + jGs[n]cosGQ 0$) — s, [n D sin(a.n) 
利用 希 尔 伯 特 变换 ， 可 以 由 信号 的 实 部 生成 虚 部 ， 图 5.45 显示 了 如 何 产生 调制 后 信号 实 
部 的 过 程 。 

利用 希 尔 伯 特 变换 器 产生 信号 的 
单 边 带 信号 

按照 图 5.45 HER. 利用 MATLAB 仿真 
单 边 带 信号 的 产生 。 假 定 信 号 是 200Hz 的 正 
弦 信 号 ， 载 波 信号 为 频率 2000Hz 的 正弦 信 
号 。 抽 样 频率 为 11025Hz， 利 用 firpm 函数 ， 
以 及 20 阶 希 尔 伯 特 变换 器 进行 仿真 。 图 5.45 和 希 尔 伯 特 变换 器 生成 信号 的 单 边 带 信号 

解 : 下 面 的 MATLAB 代码 产生 2kHz 载波 ， 并 用 200Hz 信和 号 对 其 调制 。 根 据 图 5.45 
框图 生成 单 边 带 信号 ， 结 果 见 图 5. 46. 


fs = 11025; T = 1/fs; % Sample frequency = 1000 
N = 20; % Order = 20 
[ 


cos(7Q.) 





—sin(g(),) 


F = [.1 .9];M = [1 1]; 
num firpm(N, F, M, 'hilbert'); %Create the Hilbert transformer 
[H f] = freqz(num, 1, 1024, fs); 

fsignal - 200; 

n = 0:f8; 

sig = sin(2*pi*fsignal*n*T); %define the signal 

fcarrier = 2000; 

car = sin(2*pi*fcarrier*n*T); tdefine the carrier 


mod = sig.*car; *$The modulated signal 
Hmod = fft(mod, length(n)) ; 
figure (1) ;clf; $Plot the modulated signal 


Hmod = abs (Hmod) /max (abs (Hmod) ) ; 

plot(n, Hmod) ; 

sRun signal through the Hilbert transformer 
sigH = filter(num, 1, sig); 

sigH = sigH/max(abs(sigH) ) ; 

$Define a sin and cos at carrier frequency 
carCos - cos(2*pi*fcarrier*n*T); 

carSin - sin(2*pi*fcarrier*n*T); 

* Delay the signal by N/2 

sig = [zeros(1, N/2) sig(1: length(sig)-N/2)]; 
*Form the single sideband signal 

modH = sig.*carSin + sigH.*carCos ; 

HH = fft(modH, lengthín)); 

HH = abs (HH) /max (abs (HH) ) ; 

figure(2);clf; tPlot the spectrum of the single 
plot(n, HH); % sideband signal 





频率 (Hz) 频率 (Hz) 
a) 2kHz 载 波 信号 被 200Hz 正 弦 b) 由 图 5.45 所 示 的 希 尔 伯 特 变换 器 
信和 号 调制 后 的 信号 频谱 生成 调制 后 信号 的 单 边 带 信号 


图 5.46 < 
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5.8 FIR 滤波 器 小 结 


IIR 滤波 器 存在 反馈 回路 而 FIR 滤波 器 没有 ， 这 个 差别 所 具有 的 优点 和 缺点 需要 在 设 
计 中 权衡 。 其 重要 的 特征 差别 归纳 如 下 。 

脉冲 响应 : 不 管 其 实现 精度 ， 在 有 限 的 时 间 之 后 ，FIR 滤波 器 的 脉冲 响应 等 于 零 。 

稳定 性 : FIR 滤波 器 没有 反馈 项 ， 而 且 使 用 有 限 系 数 实现 ， 所 以 输出 永远 不 会 是 无 
限 的 。 

计算 效率 : 位 于 单位 圆 附近 的 极点 导致 它们 附近 频率 范围 内 增益 增加 。 位 于 或 者 接近 
单位 圆 的 零点 导致 附近 频率 范围 内 增益 减 小 或 者 降 到 0。 对 于 FIR 滤波 器 ， 首 先 设置 增益 
为 单位 增益 ， 然 后 通过 零点 的 放置 ， 可 以 有 选择 性 地 降低 相应 频率 范围 的 增益 。 

线性 相位 : FIR 滤波 器 始终 可 以 实现 线性 相位 ， 而 且 FIR 滤波 器 设计 成 线性 相位 也 比 
较 简 单 。 实 际 应 用 中 线性 相位 指标 往往 是 选择 FIR 滤波 器 的 主要 因素 。 

量化 与 合 入 误差 : 相 比较 IIR WRG, RAM MMT FIR 滤波 器 不 明显 。 原 因 在 于 引 
入 的 任何 误差 都 不 会 经 过 反馈 而 保留 在 系统 当中 。 

VLSI 实现 : FIR 滤波 器 的 结构 使 得 易于 以 VLSI 结构 实现 ， 可 由 一 系列 的 延迟 器 与 
乘法 器 设计 构成 。 

设计 难度 : 相 比 较 IIR 滤波 器 ，FIR 滤波 器 设计 起 来 稍 显 复杂 。 简 单 的 IIR 滤波 器 (如 
谐振 器 和 陷 波 滤波 器 ) 可 以 手动 设计 实现 。 


习题 

概念 题 

1. 为 什么 实际 滤波 器 的 相位 曲线 总 是 以 负 斜 率 开 始 ? 

2. 已 知 滤波 器 的 脉冲 响应 ， 简 述 确定 滤波 器 频率 响应 的 方法 。 

3. 图 P5. 3 给 出 了 FIR 滤波 器 的 相位 曲线 。 请 问 该 滤波 器 位 于 单位 圆 上 的 零点 的 数目 最 少 是 多 少 ? 并 证 
明 你 的 答案 。 

4. 简 述 利用 窗 函 数 法 设计 FIR 滤波 器 过 程 中 需要 注意 的 设计 
权衡 。 

5. 理想 窗 函 数 有 哪些 特征 ? 

6. 简 述 利用 窗 函 数 法 设计 FIR 滤波 器 时 ， 为 何 窗 函 数 频率 响 
应 的 主因 宽度 是 选择 窗 函 数 的 重要 考量 ? 

7. 假设 已 知 一 个 使 用 汉 明 窗 设计 的 加 窗 FIR 滤波 器 的 传输 函 
数 (原始 未 加 窗 的 滤波 器 已 经 委 失 ) 。 请 详细 描述 如 何 使 用 
布莱克 曼 窗 来 重新 设计 此 滤波 器 。 

8， 如 果 FIR 滤波 器 窗 函 数 在 频 域 的 主 鸭 非常 宽 ， 以 此 设计 出 — 
的 滤波 器 将 会 具有 什么 样 的 特征 (从 波动 和 过 渡 带 宽度 分 
FO? 图 P5.3 一 个 FIR 滤波 器 的 相位 曲线 

9. 一 个 星期 六 的 晚上 ， 作 为 一 个 电子 工程 设计 师 的 你 无 事 可 做 、 无 处 可 去 。 偶 然 地 进入 了 一 个 酒吧 ， 并 
点 了 一 杯 葡萄 酒 ， 并 向 酒 保 解释 你 设计 了 一 个 数字 滤波 器 ， 但 是 相位 曲线 在 许多 地 方 不 连续 。 接 着 你 
咨询 酒 保 是 否 可 以 解释 这 种 情况 或 者 提供 一 些 帮助 来 解决 这 个 神秘 的 问题 。 酒 保 给 予 了 你 两 个 解释 ， 
请 猜 猜 它们 是 什么 ? 

10. 许多 FIR 滤波 器 具有 位 于 单位 圆 上 的 零点 ， 这 些 零 点 导致 相位 曲线 上 的 不 连续 。 因 此 ， 频 域内 一 个 
微小 的 改变 导致 了 信号 相位 平移 了 接近 180"。 请 解释 为 什么 这 不 能 用 来 传递 信息 ? 

11. 假定 已 知 如 下 FIR 滤波 器 





byzM + biz + oe + by 


2M 


H(z) = 


(a) 如 果 将 分 子 项 都 乘 以 x>， 得 到 ， 
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18. 


19. 
20. 


. 图 P5. 14 所 示 的 是 由 MATLAB 设计 的 低 通 滤波 器 。 


. WR HOM G(Cz) 都 是 因果 稳定 的 最 小 相位 滤波 器 ， 那 


. 假设 已 知 低 通 滤波 器 的 截止 频率 f.， 抽 样 频率 fso WMR 


boz! JE b eM 十 … + buz 





H(z) = 


对 于 实际 系统 的 实现 ， 其 意味 着 什么 ? 
(b) 如 果 将 分 母 项 都 乘 以 =， 于 是 可 以 得 到 : 
bo 2M + by 2! + e + by 


gM 


H(z) = 
对 于 实际 系统 的 实现 ， 其 意味 着 什么 ?” 


. 线性 相位 FIR 滤波 器 具有 一 个 特点 ， 其 滤波 器 系数 不 是 对 称 的 就 是 反对 称 的 。 一 般 乘 法 器 上 比 加 法 器 


所 需 的 计算 时 间 要 长 ， 线 性 相位 FIR 滤波 器 的 系数 对 称 特 点 对 系统 实现 意味 着 什么 ? 


. 通过 去 除 一 些 样本 得 到 较 低 抽样 率 的 信号 以 实现 信号 的 抽取 ， 但 要 求 新 的 抽样 率 与 原先 的 抽样 率 是 


整数 倍 关 系 。 若 新 的 抽样 率 与 原先 的 抽样 率 不 是 整数 倍 关 系 ， 如 何 进 行 信号 的 抽取 ? 例如 ， 抽 样 率 
为 1000Hz 的 正弦 信号 ， 如 何 通 过 抽取 得 到 抽样 率 为 600Hz 的 信号 ?忽略 其 中 的 混 释 问题 。 


(a) 该 滤波 器 位 于 单位 贺 上 的 零点 数目 最 少 是 多 少 ? 解 
释 你 的 答案 。 
(b) 该 滤波 器 最 小 的 阶 数 是 多 少 ? 解释 你 的 答案 。 


4 再 (=)/G(z) 滤 波 器 是 否 是 因果 稳定 的 最 小 相位 滤波 E o 
器 ? 解释 你 的 答案 。 


将 抽样 频率 增加 为 原来 的 两 倍 并 保持 原来 的 截止 频率 ， | | | | 
零 极点 之 间 变 得 更 加 接近 、 相 互 远离 ， 还 是 其 他 情况 ? = 100 150 200 250 300 350 ae E 
证 明 你 的 答案 。 


为 5000Hz， 抽 样 频率 44100Hz。 如 果 滤波 器 实现 时 … 设 Bed WONON 

计 者 不 小 心 将 抽样 频率 设置 成 了 22050Hz， 截 止 频率 将 会 发 生 什么 变化 ? 为 什么 ? 

微分 器 由 于 频率 响应 在 0Hz 处 是 0， 所 以 在 Z—+1 处 有 一 个 零点 。FIR 滤波 器 具有 线性 相位 ， 为 什么 
所 有 的 偶数 阶 FIR 线性 相位 微分 器 在 六 /2 处 的 增益 是 0， 而 所 有 的 奇数 阶 FIR 线性 相位 微分 器 并 不 是 ? 
窗 函 数 是 在 时 域 进行 定义 的 ， 为 什么 要 在 频 域 使 用 卷 积 来 解释 它们 的 特性 ? 

如 果 已 知 = 域 的 传输 函数 ， 如 何 确定 0Hz 与 /:/2 处 的 增益 ? 





. 假定 使 用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 法 设计 的 FIR 滤波 器 截止 频率 


分 析 与 设计 问题 


5.2 
95:1 


5.2 


5:3 


a 
对 于 图 AP5. 1 中 所 示 的 每 个 零 极点 分 布 图 ， 确 定 相应 的 滤波 器 是 FIR 还 是 IIR? 是 否 稳定 ?是 否 因 
R? 是 否 具 有 线性 相位 ? 是 否 具 有 最 小 相位 ? 以 及 是 什么 类 型 (LP、HP、BP、BS)? 
以 下 哪些 适用 于 FIR 滤波 器 ? a) b) c) 
(a) 有 可 能 具有 线性 相位 ; 
(b) 相 比较 同样 设计 指标 的 TIR 滤波 器 ， 阶 
数 较 低 ; 
(c) 在 原点 处 有 多 重 零点 
(d) 可 能 在 Z=1 处 有 极点 ; 


(e) 总 是 稳定 的 ; à 

(f) 以 上 都 成 立 ; E |9à 
(g) 以 上 都 不 成 立 。 

考虑 简单 的 延迟 线 ， 该 延迟 线 使 输入 信号 延 Wa [39 
R 9 个 样本 周期 。 © 
(a) 系统 的 脉冲 响应 是 什么 ? 图 AP5.1 零 极 点 特征 


(b) 系统 的 传输 函数 是 什么 ? 
(c) 系统 是 否 具 有 最 小 相位 ? 解释 你 的 答案 。 





5.4 


5.5 


5.6 


5.7 


5.8 


5.9 
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设计 满足 以 下 指标 的 窗 函 数 FIR 滤波 器 ， 可 以 使 用 任意 的 设计 方法 ， 获 得 最 小 的 滤波 器 阶 数 。 
滤波 器 类 型 : 低 通 
通 带 : 0 一 150Hz 
通 带 波动 : 0. 03 
阻 带 : 200~500Hz 
阻 带 波动 : 0.05 
抽样 频率 : 1000Hz 
长 度 为 5 的 三 角 窗 函数 的 脉冲 响应 : 
wriln] = (0. 333,0. 667,1.0,0. 667,0. 333,0,0,--) 

理想 低 通 滤波 器 的 脉冲 响应 如 下 : 

hi[n] = (7,0. 2,0. 3,0. 6,0. 8,1.0,0. 8,0. 6,0. 3,0. 2,-++} 
RB. MARA n=0 对 应 的 项 。 求 解 此 窗 函 数 滤波 器 的 传输 函数 。 
利用 MATLAB 中 的 firl 函数 ， 分 别 画 出 使 用 长 度 为 6、9、12 和 15 的 三 角 窗 设计 的 FIR 低 通 滤波 
器 的 幅 频 响应 。 抽 样 频率 设置 为 44. ]kHz， 截 止 频 率 为 gkHz。 并 解释 不 同 长 度 滤波 器 带 来 的 截断 
影响 。 
构造 截止 频率 为 8kHz、 抽 样 频率 为 44. 1kHz 的 低 通 滤 波 器 。 使 用 汉 明 窗 对 此 滤波 器 加 窗 ， 截 断 阶 
RA 12( 长 度 为 13) 。 加 窗 滤波 器 的 分 子 系数 如 表 AP5.7 所 示 ， 那 么 原始 滤波 器 的 系数 是 多 少 ? 增 
益 开 一 0. 0022, 


表 AP5.7 加 窗 FIR 滤波 器 








分 子 项 系数 分 子 项 系数 
0 1.0 7 121. 2170 
1 — 2. 2210 8 41. 5543 
2 — 10. 8900 9 — 7.0192 
3 — 1. 0192 10 — 10. 8900 
4 41. 5543 11 — 2. 2210 
5 121. 2170 12 1,0 
6 162. 0577 





以 下 函数 和 图 表示 长 度 为 13 的 指数 窗 。 
h.[n] = 


其 中 ， 设 定 & 使 窗 函 数 最 大 值 为 1 。 

(a) 利用 MATLAB 画 出 窗 函 数 的 频率 响应 

(b) 利用 该 窗 函 数 ， 结 合理 想 低 通 滤波 器 构造 FIR 滤波 器 ， 要 求 截止 频率 为 110Hz， 抽 样 频率 为 
1000Hz， 画 出 频率 响应 。 1 

使 用 理想 滤波 器 的 脉冲 响应 来 构造 加 窗 数 字 滤波 器 ， 该 脉 

冲 响 应 如 下 : 93 


Aule Shade 0 
md -6 -4 -2 0 2 4 6 
根据 此 脉冲 响应 ， PODER ERU HNNENS 图 AP5.8 窗 函 数 
maag — 32 ek —3z+1 


z 


求解 用 来 构造 此 滤波 器 的 窗 函 数 W Cn) . 


ke — e), |n|<6 
0, 其 他 


5.10 ” 带 通 滤波 器 可 通过 级 联 低 通 滤波 器 与 高 通 滤波 实现 。 使 用 MATLAB 中 的 firl 函数 构造 20 阶 的 低 


通 滤 波 器 ， 抽 样 频 率 为 22050Hz， 截 止 频率 为 5500kHz， 选 择 汉 明 窗 进 行 加 窗 。 接 着 再 用 firl 函数 
构造 20 阶 的 高 通 滤波 器 ， 抽 样 频率 为 22050Hz， 截 止 频率 为 3000Hz， 同 样 选择 汉 明 窗 。 画 出 每 
个 滤波 器 的 幅 频 图 以 及 级 联 后 的 幅 频 图 。 
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5.11 


5. 18 


5. 19 


5. 20 


利用 MATLAB 中 的 firl 函数 构造 一 个 12 阶 的 FIR 低 通 滤波 器 。 抽 样 频率 为 1000Hz， 截 止 频率 为 
200Hz， 选 择 和 矩形 窗 函 数 。 绘 制 滤波 器 幅 频 图 以 及 零 极 点 图 ， 并 且 使 用 汉 明 窗 重复 滤波 器 设计 。 
从 zz 域 的 零点 分 布 角度 ， 比 较 两 个 滤波 器 的 幅 频 图 。 另 外 ， 解 释 为 什么 相 比 较 于 汉 明 窗 构造 的 滤 
波 器 ， 和 拢 形 窗 构造 的 滤波 器 具有 较 多 位 于 单位 圆 上 的 零点 。 
利用 MATLAB 分 别 绘制 长 度 为 30 的 矩形 窗 、 三 角 窗 、 汉 明 窗 、 汉 宁 窗 以 及 布莱克 曼 窗 。 
由 截止 频率 为 3000Hz 的 理想 低 通 滤波 器 设计 5 个 FIR 滤波 器 ， 抽 样 频率 为 20000Hz。 滤 波 阶 数 
均 为 30， 但 是 使 用 不 同 的 窗 函 数 ， 依 次 是 : 矩形 窗 、 巴 特 利 特 (Cbartlett) 窗 、 汉 明 窗 、 汉 宁 窗 和 布 
莱克 曼 窗 。 试 确定 对 于 每 个 滤波 器 过 渡 带 (增益 介 于 0.1(10%) 一 0.9(90%) 之 间 的 频带 )， 并 与 
图 5.17 所 示 的 过 渡 带 的 主 辩 宽度 进行 1.4 
比较 。 a 
图 AP5. 14 给 出 三 个 FIR 滤波 器 ,三 者 Ip 
都 由 同一 个 理想 滤波 器 使 用 伟 里 叶 级 数 | 
方法 而 构造 ， 区 别 之 处 在 于 使 用 不 同 的 
窗 函数 。 请 回答 以 下 问题 : os| 
(a) 从 三 个 滤波 器 输出 中 ， 给 出 一 个 FZ d 
N， 使 得 此 三 个 滤波 器 的 阶 数 都 大 woo 
于 或 等 于 此 N， 并 给 予 相 应 的 
解释 。 vu | 
(b) 从 三 个 滤波 器 输出 (1、2 和 3) 中 ， o2b UL ul dea 
18 +H 8E — 1-18 ee A B) Be PR CR EE 





ww 





宽度 最 小 oO 
(c) 如 果 这 三 个 窗 函 数 依次 是 矩形 窗 、 频率 (Hz) 
汉 明 窗 和 布莱克 曼 窗 ， 那 么 请 指出 = 
AP5. 14 三 个 不 后 1 
每 个 滤波 器 对 应 的 窗 函 数 。 图 使 用 不 同 的 窗 函 数 构造 的 滤波 器 
FIR 滤波 器 的 阶 跃 响应 如 下 : 
sin] = (0,0.5,1,1. 75,2,2,2,2,*--) 
求 滤波 器 z 域 的 传输 函数 。 
设计 加 窗 FIR 滤波 器 ， 要 求 阶 数 不 大 于 20， 且 满足 以 下 指标 ， 
通 带 0 一 1400Hz 
通 带 波动 +0. 005 
阻 带 3200Hz~ fs/2 
阻 带 波动 —50dB 
阶 数 <20 
抽样 频率 11025Hz 


通 带 0 一 6000Hz 

阻 带 8500Hz~ fs/2 
通 带 波动 +0.01 

阻 带 波动 一 70dB 

抽样 频率 44100Hz 


设计 线性 相位 FIR 滤波 器 ， 阻 带 为 3000Hz~ fs/2， 波 动 小 于 0.01， 通 带 为 0 一 1200Hz。 可 以 使 用 
矩形 窗 、 三 角 窗 、 汉 宁 窗 、 汉 明 窗 或 者 布莱克 曼 窗 ， 抽 样 频率 可 选择 11025Hz 或 者 22050Hz。 在 
满足 阻 带 指标 的 情况 下 ， 最 小 阶 数 滤波 器 对 应 的 通 带 波动 是 多 少 ? 

图 AP5. 19 给 出 了 汉 明 窗 归 一 化 幅 频 图 。 增益 归 一 化 至 1， 而且 fs/2 同样 归 一 化 到 1。 如 使 用 
图 APS. 19 定 义 斜率 为 Awaa/Ar ， 设 计 MATLAB 程序 生成 斜率 vs 与 汉 明 窗 滤波 器 长 度 间 的 关系 
图 ， 并 证 明 斜 率 与 滤波 器 长 度 之 间 是 线性 关系 。( 其 他 的 窗 函 数 也 满足 这 种 关系 。) 

汉 明 窗 与 汉 宁 窗 的 函数 由 如 下 公式 定义 : 
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0， 其 他 
其 中 ， 对 于 汉 明 窗 o= 0.54, WM Ha=0.50, 汉 明 窗 频率 响应 
利用 上 述 公 式 设 置 < 一 0. 58， 构 造 一 个 新 的 窗 | 
函数 ， 并 将 此 窗 函 数 与 图 5.17 所 示 的 汉 明 窗 
tfi lb S. XP IE D EDO ERR SAA 
分 比 。 

5.21 利用 MATLAB 分 别 绘制 长 度 为 30 的 矩形 窗 、 
三 角 窗 、 汉 明 窗 、 汉 宁 窗 以 及 布莱克 曼 窗 的 肪 
冲 响应 。 

5.22 在 一 次 关于 FIR 滤波 器 的 演讲 中 ， 教 授 问 同学 
们 如 何 设计 带 通 滤波 器 。 位 于 最 后 排 的 一 名 学 
生 ， 在 讲述 频率 分 析 和 z 变换 的 课堂 上 都 在 睡 
觉 ， 站 起 来 回答 道 : 可 以 通过 抽样 一 个 频率 对 
应 带 通 滤波 器 中 心 频率 的 正弦 波 ， 并 使 用 抽样 
值 作为 滤波 器 系数 的 方法 实现 带 通 滤波 器 。 因 is o 
Jb. 如果 中 心 频率 是 1kHz、 抽 样 频率 是 图 APS.19 斜率 定义 为 Auin/Ar 
12kHz， 可 通过 正弦 信号 的 抽样 样本 点 作为 传 
输 函 数 分 子 多 项 式 的 系数 b。~bhs， 如 图 AP5-22 所 示 。 当 此 正弦 信号 通过 该 滤波 器 时 ， 将 对 执行 
信号 值 平方 操作 ， 而 其 他 正弦 信号 将 变 为 较 小 的 值 。 这 样 的 论证 有 效 吗 ? 利用 MATLAB 设计 一 
个 FIR 滤波 器 验证 你 的 判断 。 


- 2xn = 
wo = [o Weos (FE), lal< a.—072 








图 AP5. 22 通过 正弦 信号 的 抽样 是 否 可 以 构造 带 通 滤波 器 


5.3 节 
5.23 ”设计 两 个 FIR 低 通 滤 波 器 。 第 一 个 使 用 凯 瑟 窗 ， 第 二 个 使 用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 方法 。 设 计 的 滤波 器 
需 满足 以 下 指标 
抽样 频率 44kHz 
通 带 0 一 8kHz 
通 带 波动 0.01 
阻 带 10~22kHz 
阻 带 波动 0.02 


绘制 幅 频 图 和 相 频 图 ， 验 证 设计 的 滤波 器 是 否 具 有 线性 相位 和 满足 设计 指标 。 
5.24 利用 下 列 MATLAB 代码 设计 一 个 包含 3000 个 元 素 的 矢量 x， 表 示 一 个 5V 方 波 并 伴随 着 士 2V WR 
声 。 高 脉冲 持续 200 个 单位 时 间 ， 低 脉冲 持续 400 个 单位 时 间 ( 占 空 比 为 33. 3% ) 。 
fs = 1000;T = 1/fs; 
t = 0:T:29998T; 
£0 = 5; 
sqWv = 2.5*(square(2*pi*fO*t, 33.3)+1) + 4*(rand(1, 3000) - .5); 
plot(t, sqWv); 
axis([0 3 -2 81); 
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5. 4 节 
5. 26 


5.5 8 


5. 27 


5. 28 


5.29 


(a) 选择 凯 瑟 窗 设计 FIR 低 通 滤波 器 满足 以 下 指标 ， 利 用 MATLAB 中 的 filter 函数 仿真 加 噪 方 波 
通过 此 滤波 器 的 结果 ， 并 绘制 原始 信号 与 滤波 结果 。 


类 型 FIR 低 通 
通 带 OHz~5 fo 
通 带 波动 0.1 

阻 带 7fo~fs/2 
阻 带 波动 0. 05 
抽样 频率 1000Hz 


(b) 设计 12 阶 滑动 平均 滤波 器 过 滤 含 噪声 信号 。 利 用 MATLAB 中 的 filter 函数 进行 仿真 ， 验 证 所 
设计 的 滤波 器 。 

选择 道 尔 夫 - 切 比 雪夫 窗 函 数 设计 FIR 低 通 滤波 器 ， 要 求 满足 以 下 指标 : 

抽样 频率 : fs=44110Hz 

通 带 频率 : O~3000Hz 

通 带 波动 : +0.05 

阻 带 频率 : 4600Hz~ fs/2 

阻 带 波 动 : 0. 03 


构造 一 个 19 阶 的 频率 抽样 滤波 器 ， 要 求 具 有 对 称 响 应 。 抽 样 频率 为 1 000Hz， 截 止 频率 为 200Hz。 
从 截止 频率 为 200Hz、 通 带 增益 为 1、 阻 带 增益 为 0 的 理想 滤波 器 上 选取 初始 样本 点 。 由 于 滤波 器 
长 度 为 20， 抽 样 率 为 1000Hz， 因 此 频率 样本 点 之 间 的 间隔 为 1000/20 王 50Hz。 编 写 MATLAB fe 
序 ， 改变 200Hz 处 的 样本 点 的 幅 值 ， 使 其 从 0. 3 变化 到 0. 7， 变 化 步 长 为 0.01， 当 实际 滤波 器 与 
理想 滤波 器 之 间 的 最 大 误差 (绝对 值 ) 最 小 化 时 ， 确 定 此 样本 点 的 幅 值 。 偶 数 长 度 对 称 频率 抽样 滤 
波 器 的 公式 h(n) WR 5. 2。 


设计 三 个 满足 以 下 指标 的 FIR 滤波 器 : 

抽样 频率 : 22050Hz 

通 带 频率 : 0 一 2500Hz 

通 带 波动 : 0. 01 

阻 带 频率 :3300Hz~ fs/2 

阻 带 波 动 : 0. 01 

分 别 使 用 凯 瑟 窗 、 道 尔 夫 - 切 比 雪夫 窗 和 帕克 斯 -麦克 莱 伦 算法 。 每 种 情况 要 求 最 小 化 滤波 器 阶 数 。 
利用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 算法 设计 满足 以 下 指标 的 FIR 滤波 器 。 

抽样 频率 : 22050Hz 

通 带 频 率 : O~1500Hz 

通 带 波动 : 0.01 

阻 带 频 率 : 2300Hz— f./2 

阻 带 波动 : 0. 02 

要 求 最 小 化 滤波 器 阶 数 。 

FR MATLAB 代码 设计 包含 2500 个 元 素 的 矢量 zx， 其 表示 的 是 一 个 占 空 比 为 50% 的 1V 方 波 。 
利用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 方法 设计 FIR 低 通 滤 波 器 ， 方 波 可 以 通过 此 滤波 器 ， 方 波 的 第 3 次 、 第 5 次 
谐 波 少 于 5% 的 幅度 衰减 ， 第 9 次 和 更 高 次 的 谐 波 被 衰减 到 5% 以 下 。 利 用 MATLAB 中 的 filter K 
数 仿 真 xz 通过 该 滤波 器 的 结果 ， 并 绘制 原始 方 波 与 滤波 后 的 结果 。 

fs = 44100;T = 1/fs; 

pts = 2500; 

£0 = 500; 

terms = 18; 

x = fouriersq(fs, pts, f0, terms); 

$fouriersq is a function in Appendix D 
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5.30 下 列 MATLAB 程序 生成 频率 为 1000Hz 的 正弦 信号 的 2000 个 样本 点 ， 该 正弦 信号 混 人 了 两 个 其 


他 的 正弦 信号 ， 其 中 一 个 频率 为 5000Hz， 另 一 个 频率 为 400Hz。 抽 样 频率 为 16000Hz。 
fs = 16000;T = 1/fs; 
f = 1000;f1 = 5000;f2 = 400; 


k = 0:1999; 
xo = sin(2*pi*f*k*T); 
n = .5*sin(2*pi*fl*k*T) + .25*sin(2*pi*f2*k*T); 


x = XO + n; 

(a) 设计 FIR 低 通 滤波 器 将 5000Hz 的 正弦 信号 增益 减 小 到 0. 01 LAF, 1000 Hz 的 正弦 信和 号 增益 为 
1.0 士 0.01。 要 求 选 用 帕克 斯 -麦克 菜 伦 算法 并 最 小 化 滤波 器 阶 数 ， 即 设计 出 最 小 阶 数 帕 克 斯 - 
麦克 莱 伦 FIR 滤波 器 以 满足 设计 指标 。 

(b) 设计 FIR 高 通 滤波 器 将 400Hz 的 正弦 信号 增益 减 小 到 0. 01 以 下 ，1000Hz 的 正弦 信号 增益 为 
1. 0 士 0.01。 要 求 选用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 算法 并 最 小 化 滤波 器 阶 数 。 

(c) 利用 MATLAB 中 的 filter 函数 仿真 设计 的 低 通 滤波 器 、 高 通 滤波 器 以 及 它们 级 联 的 结果 。 

5.61 
5.31 对 于 图 AP5. 31 的 每 个 零 极 点 ， 增 加 最 少数 目的 零点 ， 使 得 产生 的 FIR 滤波 器 具有 线性 相位 。 
5.32 针对 图 AP5. 32 所 示 系 统 ， 回 答 问 题 : 

(a) 求解 系统 脉冲 响应 ; 

(b) 求解 系统 z 域 传输 函数 ; 

(c) 此 系统 是 否 是 线性 相位 ? 并 证 明 你 的 答案 。 








Tr] [7] me 
a) b) [T] 了 | [了 | 
图 AP5. 31 对 每 个 图 增加 一 些 零 点 以 获得 线性 相位 图 AP5. 32 一 个 延迟 线 
5.33 ”下面 的 两 个 FIR 滤波 器 ， 一 个 具有 最 小 相位 ， 另 一 个 具有 最 大 相位 ， 分 别 指 出 对 应 的 传输 函数 ， 
并 证 明 你 的 答案 。 
Hots) = z? +1. 2135z + 0. 5625 Hite) = z?+2.1574z+1. 7778 
à = 之 2 


5.34 下 表 给 出 了 抽样 频率 为 44100Hz, Mik 3E 7g 3000Hz 的 FIR 低 通 滤波 器 的 部 分 零 极 点 。 添 加 最 
少数 量 的 零点 和 极点 ， 使 得 滤波 器 具有 线性 相位 ， 而 且 依然 是 因果 的 FIR 滤波 器 。 


极点 零点 
0 0. 4982 十 j0. 8670 
0 0. 4982 一 j0. 8670 
一 0. 4276 十 j0. 9039 
一 0. 351 十 j0. 606 


5.35 某 FIR 滤波 器 的 传输 函数 H = 0.5 6099 60D 


(a) 0Hz 处 的 相 移 是 多 少 ? 
(b) 修改 传输 函数 ， 对 其 增加 一 个 零点 ， 使 得 FIR 滤波 器 在 0Hz 处 相 移 为 90 。 
5.7 节 
5.36 某 滑 动 平均 滤波 器 得 到 的 输出 w 是 其 最 近 的 n 项 输入 之 平均 值 。 长 度 为 3 的 滑动 平均 滤波 器 的 传 
输 函 数 为 
Has = ett 


32? 


求解 两 个 这 样 的 滑动 平均 滤波 器 级 联 的 脉冲 响应 。 
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5. 37 
5. 38 


5. 39 


5. 40 


如 下 所 示 为 N 阶 希 尔 伯 特 变换 器 的 相 移 曲线 ， 根 据 该 图 形 试 确定 N 的 值 。 抽 样 频率 为 1000Hz。 
利用 MATLAB 设计 30 阶 希 尔 伯 特 变换 器 
与 15 阶 延迟 器 。 抽 样 频率 fs 为 10000Hz。 
产生 输入 信号 x[n]- cos(2xfnT) ， 其 
H, f=800Hz, T=1/fs, HME rln] Æ 
少 有 2048 个 样本 点 。 利 用 MATLAB 中 
的 filter 函数 分 别 确定 希 尔 伯 特 变换 器 
与 延迟 器 的 输出 ， 并 在 同一 图 上 绘制 两 图 AP5. 37 N 阶 希 尔 伯 特 变换 器 的 相 移 曲线 

个 输出 结果 ， 通 过 比较 确定 两 个 信号 之 间 的 相位 差 。 

电视 中 的 水 平 与 垂直 同步 信号 常 被 混合 传输 或 者 组 合 使 用 同一 根 信号 线 。 水 平 同 步 信 号 是 频率 为 
15750kHz 的 短 脉 冲 信 号 ， 垂 直 同 步 信 号 为 60Hz 的 长 脉冲 信号 。 为 了 将 两 个 信号 混合 在 一 起 ， 通 
过 反 转 水 平 同步 信号 得 到 垂直 同步 信 





频率 (Hz) 


通过 反 转 水 平 脉冲 
号 ， 从 而 形成 如 图 AP5-39 所 示 的 波形 。 — ERRER 
如 下 MATLAB 的 m-file 程序 可 以 生成 1 
2000 个 单位 时 间 长 度 的 混合 同步 信号 的 
仿真 。 将 此 混合 信号 通过 微分 器 可 分 离 % 200 400 600 800 1000 
出 水 平 同步 信号 。 设 计 离 散 微分 器 用 于 penn 


分 离 水 平 同步 信号 。 使 用 firpm 函数 或 
者 firls 函数 构造 微分 器 通过 图 AP5. 39 电视 同步 信号 
MATLAB 中 的 filter 函数 生成 仅 含有 水 平 同 步 信号 的 微分 后 的 输出 数据 。 
$ Diff.m 
% This m-file generates a simulated mixed horizontal and 
% vertical synchronization signal similar to that used in TV. 
i = 0; 
while i < 2000 
if (mod(i, 50) == 0) 
x(i«1) = 1; 


x(i+2) = 1; 


% This loop generates horizontal synch 
% pulses 


i =i + 2; 
else 
x(i+1) = 0; 


i= i+ i; 


i= 0; 
while (i < 2000) 
if (mod(i, 500) == 0) 
for j = i:i«200 
if(x(j+1) == 0) 
x(j+1) = 1; 
else 
x(j+1) = 0; 
end 


% This loop inverts selected 
% horizontal pulses to simulate 
% vertical synch pulses. 


end 


假定 利用 FIR 设计 方法 设计 了 10 阶 的 梳 状 滤波 器 ， 如 图 APS. 40 所 示 。 回 答 以 下 问题 : 


5. 41 
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(a) 该 滤波 器 在 0Hz 处 的 相 移 是 多 少 ? 
(b) OHz~ fs/2 的 相位 曲线 上 将 会 出 现 多 少 不 连续 点 (如 果 有 )? 
(c) 原点 处 需要 多 少 个 极点 ， 才 能 使 得 该 滤波 器 是 因果 的 ? 


1 


x 
x 


频率 


AP5. 40 ” 梳 状 滤波 器 
写 出 5 阶 滑动 平均 FIR 滤波 器 的 脉冲 响应 。 
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第 日 章 
IIR 滤波 器 设计 与 分 析 


FIR 滤波 器 设计 侧重 于 其 传输 函数 的 零点 位 置 ， 同 时 FIR 滤波 器 传输 函数 的 极点 都 在 
原点 处 以 使 得 FIR 滤波 器 为 因果 系统 。FIR 滤波 器 的 设计 可 以 认为 是 首先 使 所 有 频率 的 增 
益 相 同 ， 然 后 再 通过 确定 零点 以 调整 指定 频率 范围 的 增益 来 实现 。 

IIR 滤波 器 含有 反馈 ， 使 得 其 传输 函数 的 极点 不 在 原点 位 置 上 。 极 点 会 引起 特定 频率 
范围 的 增益 增加 ， 极 点 离 单 位 圆 越 近 ， 相 应 频率 范围 的 增益 增加 越 大 。 在 IIR 滤波 器 设计 
中 ,需要 考虑 如 何 设置 其 传输 函数 的 零点 或 极点 ， 以 相应 地 减 小 或 增加 增益 。 综 合 考 虑 极 
点 和 零点 位 置 ， 可 以 得 到 比 FIR 滤波 器 更 高 的 计算 效率 和 更 窗 的 过 渡 带 。 

人 们 可 能 会 疑问 ， 既 然 一 般 而 言 IIR 滤波 器 计算 更 高 效 ， 为 什么 还 要 设计 FIR 滤波 
器 呢 ? 主要 有 两 个 原因 : 滤波 器 的 稳定 性 和 线性 相位 。IIR 滤波 器 因为 存在 反馈 可 能 会 
使 系统 不 稳定 ， 而 FIR 滤波 器 则 不 存在 稳定 性 问题 。 反 馈 还 会 引起 另 一 个 与 稳定 间接 相 
关 的 问题 ， 即 需要 处 理 在 反馈 环 中 循环 的 噪声 这 在 FIR 滤波 器 中 也 不 会 存在 。 正 如 
我 们 所 见 ，FIR 滤波 器 可 以 设计 成 线性 相位 滤波 器 。 事 实 上， 所 有 FIR 滤波 器 设计 技术 
所 得 到 的 滤波 器 都 具有 线性 相位 。 而 对 于 IIR 滤波 器 来 说 ， 在 0 一 上 /2 频带 上 无 法 设计 
成 线性 相位 ， 只 能 通过 一 些 补偿 技术 在 一 定 程度 上 逼近 线性 ， 相 比较 而 言 ，FIR 滤波 器 
更 容易 实现 线性 相位 。 

若 能 找到 合适 的 映射 函数 将 s 平面 映射 到 > 平面 ， 即 可 以 通过 已 知 的 模拟 滤波 器 来 设 
计 IIR 数字 滤波 器 。 经 典 的 巴特 沃 斯 (Butterworth)、 切 比 雪 夫 (CChebyshev) 和 椭圆 
(elliptic/Cauer) 模 拟 滤波 器 都 是 很 好 的 设计 模板 ， 可 以 通过 使 用 诸如 双 线 性 变换 这 样 的 映 
射 函数 将 它们 转化 成 IIR 数字 滤波 器 。 本 章 开 始 阶段 使 用 这 个 技术 来 设计 IIR 数字 滤波 
器 。 近 年 来 不 通过 模拟 滤波 器 也 可 以 直接 设计 IIR 数字 滤波 器 ， 这 种 方式 称 为 直接 设计 。 
在 直接 设计 中 ， 首 先 先 设 定 初始 的 频率 指标 ， 再 利用 优化 技术 寻求 合适 的 数字 滤波 器 。 本 
章 后 半 部 分 将 介绍 如 帕 德 (Pade) 、 普 罗 尼 (Prony) 、 尤 利 - 沃 克 (Yule-Walker) 直 接 设计 法 ， 
并 以 应 用 作为 本 章 的 结束 。 


6.1 利用 双 线 性 变换 法 设计 IIR 滤波 器 
一 种 设计 IR 滤波 器 的 方法 是 将 连续 时 间 滤 波 器 (s 域 传输 函数 ) 转 化 为 数字 滤波 器 (xz 
域 传输 函数 )。 一 个 连续 时 间 低 通 滤波 器 的 传输 函数 可 表示 为 : 
HG) = Yes) _ bs" His T pb. 
X(s) s" cas"! +++ +a, 
上 式 中 ， 分 子 分 母 同 乘 以 *  "， 交 叉 相 乘 ， 求 解 y 可 得 
Y(s) = bs" Xs) +e H bns X (s) — as Y(s) — ++ —a,s "YCs) (6. 1) 


第 1 章 中 曾 提 到 ， 若 y(nT) = | 7(z)d ， 则 可 用 一 个 差分 方程 近似 求解 y， 差 分 广 


程 的 计算 是 基于 梯形 积分 法 ， 形式 如 下 
ynT) = y([n — 11D) + (7/2) (fT) + fF Ln m117)] 
式 (6.1) 中 ，Y(s) 值 与 X(Cs) 值 都 除 以 * 的 震 ， 对 于 拉 普 拉 斯 变换 为 CCs) 的 任意 函数 


EO, GC)/s 的 道 变换 相应 为 [aOd 。 式 (6. 0) 中 ，s-Y(C9) 项 可 使 用 差分 方程 项 yo) = 








, nm 
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y(Ln—1]T) 十 Tx[y(nT) 十 yl[n 一 1]T)]/2 进行 替换 。 其 相应 的 = 变换 为 = Y(z) 十 
TY(z) * (12-2 0/2 。 使 用 如 下 蔡 换 也 可 得 到 相同 的 结论 





Y(s) 一 了 (z) 
以 及 
"t 2251 
T z41 
或 者 
Y(z) = Y(s) |,-zza (A R E F H) (6. 2) 


TzH 


sh C6. 2) 即 为 所 谓 的 双 线 性 变换 (Bilinear Transform, BLT), up LORE RAL s 
域 映 射 到 x 域 。 在 通过 转换 模拟 滤波 器 来 设计 数字 滤波 器 的 设计 方法 中 ， 双 线性 变换 扮演 
着 重要 的 角色 。 

这 里 的 双 线 性 变换 由 梯形 数值 积分 法 得 出 。 我 们 将 会 看 到 ， 其 也 可 以 仅 由 映射 性 质 推 














导 而 来 。 
(一 双 线性 变换 的 应 用 
如 图 6. 1 所 示 RC 网 络 ， 利 用 双 线性 变换 求解 等 效 的 数字 滤  “ An ts 

波 器 。 抽 样 频率 f.—1000Hz, R= 10000, C= lpF ù. A 
解 : 模拟 滤波 器 的 传输 函数 为 图 6.1 RC 电路 。 利用 双 

1000 线性 变换 求解 等 
H(s) = 11000 效 数字 滤波 器 
利用 双 线性 变换 ， 可 得 到 对 应 的 数字 滤波 器 的 传输 函数 为 
EN aS = 1000 = 1000T€z 4-1) 
2 z —l | 1000 z(1000T + 2) + (1000T — 2) 
T z+1 
已 知 抽样 频率 为 1000Hz( T= 二 0. 001 )， 整 理 上 式 得 
.. 1 (+1) 
Ho 一 二 wem 1/3 


可 以 看 到 ，;s 域 传输 函数 在 s 平面 没有 零点 但 有 一 个 实 极点 ， 这 使 得 = 域 传输 函数 在 > 
平面 z 二 一 1 处 有 一 零点 ， 在 z=1/3 处 有 一 极点 。 一 般 地 ， 当 s 域 传输 函数 通过 双 线 性 变 
换 被 映射 为 域 传输 函数 时 ， 知 * 域 传 输 函 数 的 分 子 为 M 阶 ， 分 母 为 N 阶 ， 则 = 域 传输 
函数 在 z — —1 处 有 六 一 M 个 零点 。 

数字 滤波 器 及 其 对 应 模拟 滤波 器 的 幅 频 响应 如 图 6. 2 所 示 。 

$RC.m 

fs = 1000;T = 1/fs; 

R = 1000;C = 0.000001; 

Tau = R*C; 

num = [1 1]; 

den = [1 -exp(-T/Tau)]; 

figure (1) ;clf; 

[H f] = freqz(num, den, 1024, fs); 

Habs = abs (H) /max (abs (H)) ; 

subplot (2, 1, 1); 

plot(f, Habs); 

subplot(2, 1, 2); 

plot(f, angle(H)*180/pi); 
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numA = 1/Tau;denA = [1 1/Tau]; 低 通 RC 增 益 响 应 
Ha = freqs(numA, denA, 2*pi*f); 
subplot(2, 1, 1);hold on; 

plot(f, abs(Ha), 'r'); 

title('Low pass RC Gain response'); 
xlabel('frequency in Hz'); 
ylabel('Gain'); 

subplot(2, 1, 2);hold on; 

plot(f, angle(Ha)*180/pi, 'r'); 
title('Low pass RC Phase resp'); 
xlabel('frequency in Hz'); 
ylabel('Phase in degrees'); 





a) 

0 Km 
-20b- — 沁 
-490] — 

38 
E 
—601 eee 


-eb 





相位 〈 度 ) 
c) 
图 6.2 模拟 低 通 RC 电路 及 其 由 双 线 性 变换 得 到 的 数字 滤波 器 幅 频 曲线 及 相 频 曲线 d 


由 例 6-1 可 见 ， 可 以 通过 模拟 滤波 器 作为 模版 ， 利 用 双 线 性 变换 设计 数字 滤波 器 。 分 
析 显 示 ， 幅 频 曲 线 和 相 频 曲线 都 有 一 些 失真 ， 且 频率 越 高 失真 越 明 显 。 为 了 进一步 分 析 这 
种 失真 的 原因 ， 我 们 可 以 深入 地 剖析 双 线 性 变换 将 滤波 器 从 s 平面 转变 到 z 平面 的 过 程 。 
求解 式 (6. 2) 可 得 





4 s—odcjoz-—a-iB. 
将 其 代 人 上 面 的 映射 函数 ， 可 得 














Ar T Ar Bk [8] 3f LL Ap 8E BA 2c. t C48 

io — — GT? — (M +4+j(40) 

a FB Ty —AsT + Q2! 9-4 diis 
若 确定 jo 轴 如 何 映射 到 z 平面 ， 令 c 一 0。 整 理 式 (6. 3) 得 
:0 — 4— (07 十 49 
< 
求 上 式 的 幅 值 得 
la-+ja| = HETE? + (D* + 1660)" = 1 


[4+ (a)? ] 

由 此 可 见 ，s 平 面 的 jw f CERES] z FRA Hr Bl Ca? +P — 10. (jo 轴 为 无 限 长 ， 而 
单位 圆 的 长 度 是 有 限 的 。 表 6. 1 列 出 了 部 分 jo 轴 频 率 与 单位 圆 的 映射 关系 。 该 映射 关系 
以 图 形 表示 如 图 6. 3 所 示 。 由 图 可 见 ， 从 s PERIA = 平面 存在 明显 的 频带 失真 。 这 种 
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失真 称 为 “畸变 ”"，z 平面 的 频率 空间 是 “畸变 的 >。 在 z 平面 中 ， 单 位 圆 的 上 半 部 分 类 似 机 
械 欧 姆 表 的 刻度 ， 最 右边 对 应 刻度 的 0 欧姆 ， 最 左边 对 应 刻度 的 无 穷 大 欧姆 。 


表 6. 1 该 表 显 示 了 如 何 将 频率 通过 双 线 性 变换 从 s 平面 映射 到 z 平面 








s 平 面 @ zx 平面 双 线 性 变换 映射 s3 BO :平面 双 线 性 变换 映射 
0 +1 ws 1/7144. 7° 
ws/4 1276. 3° 2ws 17/161. 9° 





ws /2 1/115. 0° 


oo =] 





3 平面 





a) 


图 6.3 此 图 说 明了 通过 双 线 性 变换 如 何 将 ;平面 映射 到 z 平面 。jw 轴 映 射 到 单位 圆 ，* 平面 左 半 
部 分 全 部 映射 到 z 平 面 单位 圆 内 部 


因为 已 知 jw 轴 映 射 到 单位 圆 ， 所 以 有 如 下 表示 式 ， 








_ 2 sin(Q/2) 
9 T cos(Q/2) 
或 
Hit EAR io = 示 tan(Q/2) (6. 4) 
图 6.4 显示 了 fs 二 1 时 的 预 畸 变 方程 曲线 。 虚 线 是 一 条 参考 直线 。 
预 畸变 方程 





a) b) 
图 6.4 显示 了 =1 时 的 预 畸变 方程 曲线 。 虚 线 标明 的 是 一 条 参考 直线 。 可 见 当 频率 较 低 时 ， 预 畸变 关系 基本 为 线性 


3X C6. 43 s SE TET jo 轴 的 频率 与 z 平面 单位 圆 的 频率 对 应 起 来 。 该 式 给 出 了 在 s 平 面 
重新 定位 频率 的 方法 ， 以 便 在 应 用 双 线 性 变换 时 ，s 平面 上 的 频率 点 能 够 映射 到 z 平面 上 
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适当 的 位 置 。 例 如 ,假设 有 在 :平面 的 低 通 滤波 器 ， 其 截止 频率 为 250Hz。 现 要 设计 一 个 
相同 的 数字 滤波 器 ， 抽 样 频率 为 fs 二 1000Hz。 不 难看 出 ， 若 直接 应 用 双 线 性 变换 ， 已 确 
定 的 截止 频率 将 会 略 有 变动 。 为 了 避免 这 一 问题 ， 可 以 根据 预 畸 变 方程 将 * 平面 的 截止 频 
率 从 250Hz 改 为 新 值 。 若 要 使 = 平面 的 截止 频率 为 250Hz， 可 令 w 一 2rX250 一 500r， 从 
而 由 式 (6. 4) 得 到 s 平面 预 畸 变 后 的 截止 频率 
wc = (2/T)tan(500T/2) = 2000tan(0. 5x/2) = 2000rad/s = 318. 31Hz 

318. 31Hz 即 为 ;平面 滤波 器 预 畸变 后 得 到 的 截止 频率 。 再 对 预 畸 变 的 模拟 滤波 器 应 
用 双 线 性 变换 ， 可 得 到 截止 频率 为 250Hz 的 数字 滤波 器 。 下 面 通过 例 6-2 详 述 此 过 程 。 

利用 预 畸 变 的 双 线 性 变换 法 设计 巴特 沃 斯 数字 滤波 器 | 

已 知 模拟 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 如 下 ， 其 截止 频率 为 190Hz， 要 求 利用 双 线 性 变换 设计 相应 
的 数字 滤波 器 ， 预 畸变 s 域 传输 函数 以 使 数字 滤波 器 的 截止 频率 为 190Hz。 抽 样 频率 为 1000Hz。 

K 


H(s) = 





(s+ 1102. 9 + j456. 85) Cs + 456. 85 + j1102. 9) 





或 
K 

s* +3119. 6s? + 4. 8658 X 10°s? + 4. 4459 X 10°s + 2. 0311 X 10” 

8t: 首先 对 截止 频率 应 用 预 畸 变 公式 (6. 4), 已 知 T=0. 001s. 

w = (2/0. 001)tan(0. 001(2x * 190)/2) = 1359. 2rad/s = 216. 32Hz 

采用 上 式 值 作为 巴特 沃 斯 模拟 滤波 器 的 新 截止 频率 。 以 预 畸 变 的 截止 频率 应 用 
MATLAB 生成 一 个 新 的 巴特 沃 斯 滤波 器 ， 传 输 函 数 如 下 

[num den]= butter(4, 2* pi* 216.32, 's'); 








H(s) = 








H(s) = —— ——— HN 
s +1255. 7 4-520. 14) s 4- 520. 14 + j1255. 7) 
或 
Hid = d 
sé 4- 8. 5517s? +6. 3073s? + 6. 5613 X 10°s+ 3. 4128 X 10° 
对 上 式 应 用 双 线 性 变换 ， 得 到 巴特 沃 斯 数字 滤波 器 的 传输 函数 
H(z) = K,(z+1)* 
z' — 0. 93911z? +0. 766072? — 0. 22937z + 0. 036038 

图 6.5 绘 出 了 初始 巴特 沃 斯 滤波 器 及 其 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 

数字 滤波 器 的 幅 频 曲线 。 ee ae Te ee 





从 例 6-2 可 以 看 出 ， 尽 管 双 线性 变换 
使 频率 从 平面 映射 到 z 平面 的 过 程 中 有 
畸变 ， 但 它 仍然 是 设计 数字 滤波 器 很 好 的 
工具 。 预 畸变 使 我 们 可 以 明确 地 匹配 = 平 
面 和 s 平 面 的 指定 频率 ， 对 于 低 通 滤 波 器 
来 说 ， 截 止 频率 常 是 该 指定 的 频率 。 

另 一 种 预 畸 变 的 方法 是 改变 映射 函 
数 ， 而 不 需要 生成 新 的 “ 预 畸变 滤波 器 | 4 2. or] 
作为 中 间 步 又 。 由 式 (6.2)， 双 线性 变 mm in 


增益 





换 的 方程 如 下 ”频率 (Hz) 
"n 图 6.5 4 阶 巴 特 沃 斯 模拟 滤波 器 及 其 应 用 双 线性 变换 
E em. 法 设计 的 数字 滤波 器 


上 式 中 ， 前 面 的 项 (2/ 了 T) 是 常数 。 因 此 可 将 上 式 一 般 化 
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z— I 
Se (6. 5) 


这 里 C 可 以 选择 作为 满足 预 畸变 要 求 的 常数 。 因 为 jw 轴 映 射 到 单位 圆 ， 所 以 上 式 可 改写 为 
w = Ce tan(oT /2) 
XP EK C 得 
C = w * cot(oT /2) 
或 
C = 2xf,cot(rfa/ fs) 
这 里 fs 是 抽样 频率 ， 太 是 * 域 的 频率 ， 而 fo 是 z 域 的 频率 。 
通过 上 式 可 以 求 出 指定 频率 对 应 的 C 值 ， 使 得 在 此 指定 频率 处 ，; 域 与 z 域 具 有 相同 
的 幅 频 响应 。 称 此 频率 为 参考 频率 fe MA 
Fret = fs = fa 
以 及 
C = 2xfrecot af res / fs) (6. 6) 
利用 上 式 进 行 预 畸变 ， 可 以 先 设 计 一 个 模拟 滤波 器 ， 确 定 需 要 在 * 平面 与 > 平面 幅 频 
响应 保持 一 致 的 参考 频率 (如 截止 频率 ) ， 再 由 式 (6. 6) 得 到 C 值 。 将 C 值 代入 式 (6.5) 进 行 
双 线 性 变换 ， 即 得 到 预 畸变 效果 的 数字 滤波 器 。 
利用 双 线 性 变换 设计 巴特 沃 斯 数字 低 通 滤波 器 
已 知 巴特 沃 斯 模拟 低 通 滤 波 器 ， 要 求 利 用 双 线 性 变换 设计 相应 的 数字 滤波 器 。 利 用 改 
变 上 映射 函数 的 方法 设计 数字 滤波 器 ， 使 得 其 截止 频率 也 是 190Hz。 抽 样 频率 为 1000Hz。 
解 : 由 式 (6. 6)， 利 用 截止 频率 为 190Hz EW firs RH CfA. 
C= 2xfcot(nf re / fs) = 2x * 190 * cot(190x/1000) = 1756. 6 
模拟 低 通 滤波 器 的 原 传输 函数 为 


Hts) = K 


s* +3119. 6s? + 4. 8658 X 10°s’ + 4. 4459 X 10* s + 2. 0311 X 10” 
应 用 式 (6. 5) 进 行 双 线性 变换 ， 则 得 出 数字 滤波 器 的 传输 函数 为 
K,CG- 1» 








H(z) = 39.939042 +0. 7660227 — 0. 22934z +0. 036029 
该 传输 函数 与 例 6-2 通过 预 畸变 方程 得 到 的 传输 函数 相同 。 注 意 ，s 域 传输 函数 的 分 
母 比分 子 高 4 阶 ， 因而 z 域 传 输 函 数 在 一 一 1 处 有 4 个 零点 。 < 
利用 双 线 性 变换 设计 数字 滤波 器 的 规则 总 结 如 下 。 
双 线 性 变换 设计 规则 


1. 首先 在 s 域内 确定 满足 设计 指标 的 模拟 滤波 器 的 传输 函数 。 

2. 确定 数字 滤波 器 需要 保持 的 频率 点 。 典 型 的 频率 点 如 低 通 滤波 器 的 截止 频率 ， 而 
对 于 带 通 和 带 阻 滤波 器 ， 则 有 多 个 频带 边界 频率 。 

3. 若 要 保持 多 个 频率 ， 则 应 利用 预 畸变 方程 (6.4) 求 解 每 个 频率 对 应 的 预 畸变 值 ， 且 
根据 这 些 畸 变 值 重 构 模 拟 滤 波 器 。 若 有 且 只 有 一 个 频率 需要 保持 ， 则 可 直接 利用 式 (6. 6) 
确定 双 线性 变换 的 常数 。 

4. 对 模拟 滤波 器 应 用 双 线 性 变换 得 到 = 平面 的 传输 函数 。 在 设计 时 可 以 不 考虑 增益 常 
量 ， 而 是 在 设计 完成 后 规 一 化 滤波 器 的 增益 。 

MATLAB 提供 了 能 够 利用 双 线 性 变换 自动 设计 数字 滤波 器 的 函数 ， 因 此 不 需要 像 刚 
才 几 个 例子 那样 做 繁琐 的 计算 。MATLAB 函数 bilinear 可 将 s 域 传输 函数 通过 双 线 性 变换 
产生 z 域 的 滤波 器 。 传 输 函 数 以 多 项 式 或 零 极点 形式 表示 ， 可 选 参数 允许 用 户 指 定 预 畴 变 
的 参考 频率 。 
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如 果 基 于 诸如 巴特 沃 斯 、 切 比 雪 夫 、 椭 圆 等 经 典 模拟 滤波 器 ，MATLAB 在 使 用 双 线 
性 变换 产生 对 应 的 数字 滤波 器 时 ， 将 会 略 去 整个 转换 过 程 。 


GED 设计 满足 给 定 指标 的 巴特 沃 斯 数字 滤波 器 
利用 MATLAB 设计 巴特 沃 斯 数字 滤波 器 ， 需 要 满足 如 下 指标 : 


抽样 频率 44100Hz 
通 带 频率 范围 0 一 4000Hz 
通 带 增益 1 

通 带 波动 0. 01 

阻 带 频 率 范 围 6000— fs/2 
阻 带 增益 0 

阻 带 波动 0. 03 


如 下 MATLAB 代码 得 到 满足 给 定 指标 的 滤波 器 ， 其 幅 频 响应 如 图 6.6 所 示 。 
$Creates a Butterworth filter such that 
*fs = 44,100 Hz 
$pass band 0 - 4000 Hz; stopband 6000 Hz to fs/2 
*pass band ripple = .01; stopband ripple = .03 
fs - 44100; 
fs2 - fs/2; 
fpass = 4000; Rp = .01; RpDB = -20*1ogl0(1-Rp); 
fstop = 6000; Rs = .03; RsDB = -20*10g10 (Rs); 
IN fc] = buttord(fpass/fs2, fstop/fs2, RpDB, RsDB) ; 
[num den] = butter(N, fc); 
[H f] = freqz(num, den, 1024, fs); 
figure (1) ;clf; 
subplot (2, 1, 1); 
plot (f, abs(H)); 
title('Low-pass Butterworth filter'); 
axis([O fs/2 0 1.21); 
xlabel('frequency in Hertz') ; 
ylabel ('gain') ; 
subplot(2, 1, 2); 
plot (f, 180*angle(H) /pi) ; 
axis([O fs/2 -180 180]); 
xlabel('frequency in Hertz'); 
ylabel('Phase in degrees') ; 
巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 





j 

| 

i 
dep 

1 
fb 

1 





mH uo l xi 
a b 
图 6.6 7 阶 巴特 沃 斯 数字 低 通 滤波 器 。MATLAB fV, buttord, butter X fregz 
函数 的 语法 参考 附录 D < 


6.2 IR 滤波 器 的 稳定 性 
对 于 线性 系统 ， 若 输入 信号 是 0， 则 稳定 输出 信和 号 也 应 是 0， 或 者 趋向 0。 对 一 个 稳定 
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的 数字 滤波 器 输入 脉冲 信号 ， 其 响应 经 过 一 段 时 间 ( 也 可 能 是 很 长 时 间 ) 后 趋向 0。 数字 滤 
波 器 的 传输 函数 的 数学 表示 为 : 
- b,z"^ 十 bi zg + + bye + bu 
te Oa? gah Lp reser pre 
KH, & 是 增益 常量 ， 在 因果 系统 中 MN。 
假设 互 (z) 的 分 母 有 不 重复 根 ， 可 用 部 分 分 式 法 将 传输 函数 展开 成 一 阶 项 之 和 的 形式 。 


展开 式 形 式 如 下 








e kız kzz ARP kyz 
HOD = kp. tot RI 


式 中 ， BAAD HRA, ki 为 常数 。 zi M<N， 则 ko =0. 
展开 式 中 的 每 个 一 阶 项 对 应 的 z 反 变换 如 下 
kiz 
z —Ó: 
通过 该 项 考虑 系统 稳定 性 时 ， 分 以 下 三 种 情况 : 
1. 车 极点 值 的 模 小 于 1， 即 | p,| 到 1 
此 时 , p? 的 值 随 ”的 增 大 而 趋 于 0， 称 系统 稳定 。 
2. |p. | =1 
若 极点 值 为 1, p 值 既 不 趋 于 0， 也 不 会 趋 于 无 限 大 ， 称 系统 临界 稳定 。 对 于 极点 值 的 
RA 1 的 滤波 器 ， 系 统 不 需要 输入 信号 来 产生 输出 信号 ， 任 何 噪 声 的 干扰 (包括 伟人 噪声 ) 
或 非 零 初始 状态 都 会 产生 输出 信号 。 有 输出 信和 号 而 没有 输入 信和 号 的 系统 称 为 振荡 器 。 滤 波 
器 的 振荡 是 随机 的 。 
3. | p, | 51 
若 极点 值 的 模 大 于 1, p? 将 会 无 限 增 大 ， 这 时 系统 不 稳定 。 
极点 的 值 可 以 是 复数 ， 我 们 得 到 这 样 的 结论 ， 若 数字 滤波 器 传输 函数 存在 有 位 于 zP 
面 单位 圆 外 的 极点 ， 则 该 滤波 器 是 不 稳定 的 。 


转换 传输 函数 为 差分 方程 
考虑 某 一 阶 系统 ， 其 < 域 传输 函数 为 H GO 一 FS — hE, a 是 传输 函数 的 实 


数 零点 ，p1 是 传输 函数 的 实数 极点 ,，& 是 增益 常量 。 可 以 将 传输 函数 转换 为 对 应 的 差分 方 
程 ， 可 以 先 将 其 写成 z WARN, KARR, FN BREE z 反 变 换 。 得 到 的 方程 式 
如 下 : 





kp? 








y(n) = ku(n) — kzxyu(n — 1) + pıy(n— 1) 
取 zi 一 1， k=1, igi 44 i0, 0.35 0.8, 0. 95, 1.0; 1. 2 时 系统 的 脉冲 响应 


T = 1; * Sample period 
r= [0 .3 .8 .95 1.0 1.2]; 
num - [1 1]; % numerator vector 
for i = 1:6 
den = [1 -r(i)]; % denominator vector 


[h nT] = impz(num, den, 40); 
figure (i) ;clf; 
stem(nT, h, 'MarkerEdgeColor', 'w'); % stem plots the result 


end 


如 图 6.7 所 示 ， 脉 冲 响应 或 阶 跃 响应 最 易 反 映 系 统 的 不 稳定 性 。 上 典型 的 幅 频 响应 无 法 
反映 出 单位 圆 外 的 极点 。 如 果 一 个 系统 是 不 稳定 的 ， 但 它 是 线性 的 ， 当 输入 正弦 信号 时 ， 
则 会 输出 一 个 同 频率 的 正弦 信和 号。 


181 


182 数字 信号 处 理 及 MATLAB 仿真 


hin] 


Sede 


7 POX 
t ' ` 
人 -xX 
D ! ! 

1 7 


hin] 








orks 
v—Á 2 1 
= ot 
, ‘ 
-* 4----L--x** 
Y l ! 
ES i 
Slo” 
n 1 
s-i- 
— i 
m 1 
= 
t€ 1 上 ` 
号 = 
V 
1 7 
` 1 
a 
n 1 
T. 
p 1 
X ' ^ 
1 1 1 
> ---b---% 
M ' 
4 1 4 
NS: 2 
Sadoe 
1 
一 -~ 





cS os 2 25 
n 


图 6.7 一 阶 系统 的 脉冲 响应 ， 零 点 在 z= 一 1 处 ,极点 位 置 从 0 变化 到 1.2 4 


6.3 频率 变换 


到 目前 为 止 ， 我 们 分 析 的 对 象 一 直 是 低 通 滤波 嚣 。 这 是 因为 其 他 类 型 的 滤波 器 如 带 
通 、 带 阻 和 高 通 滤 波 器 等 ， 都 可 以 通过 重新 映射 低 通 滤波 器 的 频率 轴 来 生成 。 此 过 程 与 前 
面 双 线 性 变换 应 用 映射 函数 非常 相似 。 

设计 任意 模拟 滤波 器 常 从 设计 一 个 归 一 化 的 模拟 低 通 滤波 器 开始 。 归 一 化 是 指 对 于 模 
拟 滤波 器 选 o. = 1 作为 截止 频率 ， 对 于 数字 滤波 器 选 六 =2r 作为 抽样 频率 。 若 要 得 到 非 
归 一 化 的 模拟 滤波 器 ， 则 需要 用 s/w, 替换 ;一 jw。 这 种 频率 轴 上 的 重新 映射 称 为 低 通 到 低 
通 变换 。 其 作用 是 生成 不 同 截止 频率 的 低 通 滤 波 器 。 修 改 类 似 的 重新 映射 方程 ， 可 由 低 通 
滤波 器 生成 其 他 类 型 的 模拟 滤波 器 。 Ce 

为 进一步 说 明 这 个 问题 ， 考 虑 图 6.8 的 两 个 RC 电路 。 BRUM 一 | 
图 6. 8a 为 低 通 RC 电路 ， 图 6. 8b 为 高 通 RC 电路 。 这 两 个 








G Ry 
电路 的 传输 函数 分 别 如 下 ， ENS 
a — I/CRLC) a) 低 通 RC 电路 b) 高 通 RC 电 路 
Hi Cs) s+ 1/6R,CLO eM EF 
以 及 
e 5 

Hy) TURD (6. 8) 

式 (6.7) 中 ， 用 4/s 替换 *。 则 新 的 重 映射 方 程 为 

"ng AD. 5 

HgCs) 一 Hi Cs) E = s LARG. (6. 9) 
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式 (6.9) 与 式 (6. 8) 有 相同 的 形式 。 因 此 可 知 ， 通 过 选择 合适 的 值 ， 即 可 利用 < A/s 
作为 频率 变换 方程 实现 低 通 到 高 通 的 转换 。 

通过 一 定 的 代数 运算 ， 就 可 求解 其 他 类 型 滤波 器 的 频率 变换 方程 。 参 照 表 6. 2。 

表 6.2 模拟 滤波 器 的 频率 变换 。 模 拟 低 通 滤波 器 的 截止 频率 为 w。， 通 带 边界 频率 为 wo。 新 的 低 


通 截止 频率 为 w%,， 高 通 截止 频率 为 or 
变换 映射 函数 新 滤波 器 


低 通 到 低 通 S < wes/wu N 
低 通 到 高 通 s < ace /5 / 


MATLAB 正 是 应 用 这 些 频率 变换 以 及 通过 双 线 性 变换 来 实现 设计 各 种 数字 滤波 器 。 
假如 我 们 利用 MATLAB 设计 切 比 雪夫 数字 带 通 滤波 器 ，MATLAB 首先 设计 满足 最 坏 情 
形 波 动 指标 的 切 比 雪夫 模拟 低 通 滤波 器 。 该 模拟 低 通 滤波 器 按照 频带 边界 频率 归 一 化 。 利 
用 频率 变换 方程 将 模拟 低 通 滤波 器 转换 为 模拟 带 通 滤波 器 。 需 要 注意 的 是 ， 该 过 程 会 使 低 
通 滤波 器 的 阶 数 加 倍 。 然 后 对 模拟 带 通 滤 波 器 进行 预 畸 变 ， 通 过 双 线 性 变换 即 可 生成 切 比 
雪夫 数字 带 通 滤波 器 。 

综 上 所 述 ， 设 计 模 拟 高 通 、 带 通 或 带 阻 滤波 器 的 过 程 如 下 。 

1. 利用 预 畸变 方程 (6. 4) 对 需要 保持 的 频率 进行 预 畸 变 
界 频 率 。 

2. 利用 表 6. 2 所 示 的 转换 函数 ， 反 向 代 换 求 得 低 通 滤 波 器 对 应 的 频带 边界 频率 位 置 和 波动 。 

3. 根据 低 通 滤波 器 指标 确定 模拟 滤波 器 的 阶 数 。 

4. 求 出 模拟 低 通 滤 波 器 的 传输 函数 。 

5. 应 用 表 6. 2 的 转换 方程 得 到 * 平面 内 相应 的 模拟 滤波 器 。 

6. 应 用 双 线性 变换 法 得 到 相应 的 数字 滤波 器 。 

前 面 讨论 的 是 通过 模拟 域 频率 变换 的 方法 构造 TIR 数字 滤波 器 。 频 率 变 换 也 可 以 在 z 
平面 进行 。 这 时 设计 过 程 会 有 一 些 变动 ， 如 图 6. 9 所 示 。 在 进行 z 域 频率 变换 时 ， 需 要 在 
s 域 对 归 一 化 模拟 低 通 滤波 器 进行 双 线 性 变换 ， 得 到 = 域 的 归 一 化 数字 低 通 滤波 器 ， 再 在 
xz 域 对 其 进行 频率 变换 得 到 最 终 的 数字 滤波 器 。 可 以 看 到 ， 频 率 变 换 在 s 域 或 > 域 进行 并 
不 影响 最 终结 果 。 表 6. 3 列 出 了 在 z 域 的 频率 变换 。 


s 域 变换 方程 








新 滤波 器 
低 通 到 带 通 se ay Sw A D 
sio wL 


低 通 到 带 阻 sa o SL 


2 十 wuwL 





















通常 这 些 频 率 是 频带 的 边 





6.9 ”数字 滤波 器 的 设计 过 程 


R63 数字 频率 变换 。 待 变换 的 低 通 原型 滤波 器 的 截止 频率 为 wn wo Mo. 分 别 表示 新 滤波 器 
的 上 、 下 截止 频率 
变换 映射 函数 常数 新 滤波 器 








* y z— Ld sin[ (we — wu) T727 
WERE z- a = ino F o) T/2] 


: js ， 
l—oz E 

E x; nz = cos[ (wr + wx) T/2] 
低 通 到 高 通 ee a a= cosl Cat — we) T/2] eT 


o 


183 


184 数字 信号 处 理 及 MATLAB 仿真 

















GR 
变换 映射 函数 常数 新 滤波 器 
_,2 4 d. k—1 a = EOS wut wr) T/2] 
低 通 到 带 通 are k+l k+1 cos[ (wu — wL) T/2] 
k— li. — Zakz 43 g= tan(w.T/2) WX d. 
k+1 k+1 tan[ Co, — wi) T/2] 
y—_2a_,,1—k a COS Cos + wr) T/2] 
低 通 到 带 阻 e k+1 1 十 cos| (o, — wi) T/2] | i / 
I= k 2 = 2az +] be tanw. T/2) a > 
1+k k+1 cot[ (wu — wL) T/2] i à 


GED Met aa E Da S EE odi 

利用 MATLAB 设计 一 个 归 一 化 的 二 阶 巴 特 沃 斯 滤波 器 ， 使 fs/25=1, RAA as 
为 1， 截止 频率 为 /3Hz。 应 用 表 6. 3 的 低 通 到 高 通 转换 方程 ， 将 此 滤波 器 转换 为 截止 频 
率 是 5/8Hz 的 二 阶 高 通 滤 波 器 。 

解 : 原型 滤波 器 的 MATLAB 代码 如 下 : 


*$NormalButter.m 


*Creates a 2nd order normalized Butterworth filter with a cutoff 
* frequency of 1/3. 


fs = 2; 
fc = 1/3; 
N = 2; 


[num den] = butter(N, fc); 
[H f] = fregz(num, den, 1024, fs); 
figure (1) ;clf; 
plot(f, abs(H)); 
title('Second Order normalized Butterworth filter'); 
xlabel('frequency in Hz'); 
ylabel ('Gain') ; 
for iz1:3 
fprintf (1, '%2.12f\n', num(i)); 
end 
for i=1:3 
fprintf(1, '%2.12f\n', den(i)); 
end 
由 以 上 代码 可 以 得 到 分 子 和 分 母 的 系数 ， 从 而 得 到 数字 低 通 滤波 器 的 传输 函数 : 
Ht) = 0. 1551z? +0. 3101z +0. 1551 
z? — 0. 62022 + 0. 2404 


参考 表 6. 3， 选 取 低 通 到 高 通 的 变换 方程 
= 








g <= 


以 及 
2 cos[ (wr Hw.) T/2] 
cos[ (or — w) T/2 ) 
ER, w=2r(1/3), op =2r(5/8), H fs=2Hz 可知 T==0.5s， 因 此 可 求 得 
a=0. 0729235。 将 代 换 公式 代入 HGOfS 
H(z) — 0:17852* — 0. 3570z +0. 1785 _ 0. 1867z? — 0. 3734z + 0. 1867 
0. 95612? +0. 4426z + 0. 2004 z? +0. 4629z + 0. 2097 


结果 如 图 6.10 所 示 。 
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二 阶 归 一 化 的 巴特 沃 斯 滤波 器 





频率 (Hz) 
图 6.10 归 一 化 的 二 阶 巴特 沃 斯 低 通 滤 波 器 以 及 利用 变换 方程 生成 的 高 通 滤 波 器 < 


6.4 经 典 1IR 滤波 器 


虽然 没有 “标准 的 ”IIR 滤波 器 ， 但 当 考 虑 经 典 IIR 滤波 器 设计 时 ， 一 般 都 会 想到 巴特 
沃 斯 、 切 比 雪夫 及 椭圆 滤波 器 。 因 此 ， 在 数字 领域 也 主要 分 析 这 三 种 滤波 器 。 

从 整体 来 看 ， 这 三 种 滤波 器 为 设计 者 提供 了 权衡 的 选择 ， 就 像 为 FIR 滤波 器 选择 窗 函 
数 那样 。 巴 特 沃 斯 滤波 器 的 通 带 平滑 ， 阻 带 单调 ， 过 滤 带 在 三 种 滤波 器 中 最 宽 。 椭 圆 滤波 
器 在 通 带 和 阻 带 上 都 有 波动 ， 但 其 过 渡 带 最 窗 。 而 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 在 通 带 中 有 波动 ， 
阻 带 单调 ， 过 渡 带 的 宽度 介 于 巴特 沃 斯 滤波 器 和 椭圆 滤波 器 之 间 。 

附录 A 介绍 了 模拟 巴特 沃 斯 、 切 比 雪 夫 及 椭圆 滤波 器 。 
6.4.1 巴特 沃 斯 滤波 器 

1930 年， 斯蒂芬。 巴特 沃 斯 (Stephen Butterworth) 首 次 以 一 系列 RLC Ha Pd XR T E 
特 沃 斯 滤波 器 ， 其 频率 响应 函数 如 下 

1 
H(w) it (6. 10) 

图 6.11 给 出 了 上 式 当 阶 数 N 一 4 时 巴特 沃 斯 滤波 器 
的 频率 响应 曲线 。 可 以 看 到 当 频 率 为 0 
时 ， 其 幅度 为 1， 而 在 f. 处 ， 即 半 功 率 
点 (half-power point) 处 的 幅度 为 V2/2 。 
f. 称 为 截止 (cutoff) 频率 (因为 功率 减 半 
对 应 的 衰减 为 3dB， 因 此 ， 常 称 f. 为 
3dB 截止 频率 )。 阻 带 是 单调 递减 的 ， 这 
意味 着 其 导数 总 为 负 值 。 通 带 具 有 最 大 
平坦 特性 且 幅 值 总 不 超过 1。 

式 (6.10) 表 示 了 巴特 沃 斯 滤波 器 的 


幅 频 特性 。 模 拟 滤波 器 的 传输 函数 以 
表示 ， 对 于 频率 响应 方程 ， 取 s = 二 jw。 图 6.11 一 个 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 ， 通 带 平坦 ， 阻 带 单 
AG. 10) 可 以 写 为 调 ， 截 止 频率 定义 在 增益 为 V2/2 的 频率 处 
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1 


X C6. 11) 中 的 极点 可 由 以 下 方程 求 根 得 到 
1+ G/jo.2?" = 0 


(6. 11) 


或 
5 = (— 1) Go)” 
及 
SEE 1) I, 
XB3J3—1-e0ct?, j=e"?, 所 以 
5 一 wo HNN k = 0,1,2,3, 
因为 e 项 的 模 为 1， 可 知 巴 特 沃 斯 滤波 器 的 极点 都 落 在 s 平面 半径 为 w。 的 圆 上 。 极 点 的 角 
度 为 x(1l 十 N 十 2&k)/(2N), k=0, 1, =, (2N—1). 

在 求解 极点 位 置 时 ， 利 用 幅度 平方 响应 (amplitude-squared response) 可 以 避免 计算 平 
方 根 。 这 意味 着 其 得 到 的 极点 个 数 会 增加 为 原来 的 两 倍 。 又 因为 幅度 平方 响应 由 HG 53 
于 (一 s) 相 乘 得 到 ， 所 以 一 半 的 根 为 五 (*) 的 极点 (位 于 左 半 平 面 内 ) ， 另 一 半 属 于 HC— s) 
的 极点 (位 于 右 半 平面 内 ) 。 

设计 一 个 四 阶 巴 特 沃 斯 滤波 器 

设计 一 个 截止 频率 为 55Hz 的 巴特 沃 斯 模拟 滤波 器 。 

解 : 由 N=4 KR 由 0 变化 至 7 可 得 极点 的 角度 分 别 为 5r/8，7r/8，9x/8，…，19r/8。 
极点 位 置 如 图 6. 12 所 示 。 

极点 项 相 乘 即 得 到 模拟 滤波 器 的 传输 函数 如 下 


1 
H = 
ee s* + 903. 035? + 4. 0773 X 10? s? + 1. 0784 X 10* s + 1. 4262 X 107? 


若 要 得 到 相应 的 巴特 沃 斯 数字 滤波 器 ， 需 对 模拟 滤波 器 的 传 — 
输 函 数 进行 双 线 性 变换 。 而 在 进行 双 线 性 变换 之 前 ， 应 对 截止 频 jM 
XE BUMPER. DUE PLBRUCDRCIE QE DECR EE GA ee 
波 器 。 
巴特 沃 斯 模拟 滤波 器 在 s 平面 是 “全 极点 ”滤波 器 。 它 没有 零 。 
点 ， 且 仅 在 w = co 时 幅 值 趋 近 于 零 。 一 般 地 ， 巴 特 沃 斯 模拟 滤 8 








波 器 有 如 下 形式 n Fi 
à 8 
H — . 
Cs) NHK sN +e + Ky (Ge 12) 6.12 4 阶 巴特 沃 斯 
d ui 滤波 器 的 极点 





应 用 双 线 性 变换 时 ， 先 对 式 (6. 12) 做 代 换 ; 一 
简化 可 得 


Teri’? @ 2 


u [Tíz 43-1) ]N 
H6) = ERE —IDY +> Kyl T@t Dl apy HN 


因为 双 线 性 变换 将 滤波 器 从 s 域 映射 到 = 域 时 稳定 性 保持 不 变 ， 所 以 式 (6. 13) P S 
点 都 位 于 平面 单位 圆 内 。 然 而 ， 巴 特 沃 斯 数字 低 通 滤波 器 在 > 平面 xz 一 一 1 处 有 NTS 
点 。 回 顾 双 线性 变换 中 从 z RAs 域 的 映射 ， 注 意 ， 这 些 零点 对 应 于 * 域 中 的 无 穷 远 处 而 
不 是 z 域 中 的 As/2 处 。 因 此 ， 巴 特 话 斯 数字 低 通 滤 波 器 在 z— — 1 处 有 六 个 零点 ， 在 单位 
圆 内 分 布 着 NN 个 极点 。 由 于 零点 都 在 一 一 1 处 ， 因 此 其 传输 函数 的 分 子 多 项 式 系数 具有 
对 称 性 ， 在 计算 对 应 的 差分 方程 时 ， 可 提高 计算 效率 。 

在 s 域 设计 巴特 沃 斯 模拟 滤波 器 ， 然 后 进行 预 畸变 ， 再 应 用 双 线 性 变换 得 到 数字 滤波 
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器 ， 此 繁琐 设计 过 程 可 由 MATLAB 来 实现 。 
GED 设计 满足 指标 的 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 
利用 MATLAB 设计 巴特 沃 斯 数字 低 通 滤波 器 ， 指 标 如 下 ， 
抽样 频率 二 11025Hz 
截止 频率 二 2500Hz 
阶 数 一 6 
f. 所 求 滤波 器 代码 如 下 : 


fs = 11025; sample frequency 


fc 2500; scutoff frequency 
N = 6; Sorder 
[num den] = butter(N, fc/(fs/2)); $&cutoff frequency is normalized 


[H f] = freqz(num, den, 1024, fs); 
plot(f, abs(H)); 


结果 如 图 6. 13 所 示 。 
6 阶 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 





频率 (Hz) 
图 6.13 6 阶 巴 特 沃 斯 低 通 滤波 器 ， 截 止 频 率 为 6.14 IIR 滤波 器 参数 定义 4 


2500Hz， 抽 样 频率 为 11025Hz 

在 设计 巴特 沃 斯 滤波 器 时 ， 往 往 不 会 给 出 滤波 器 的 阶 数 与 截止 频率 ， 更 多 的 时 候 给 出 
的 参数 是 通 带 和 阻 带 的 边界 频率 以 及 通 带 和 阻 带 的 波动 ， 如 图 6.14 所 示 。 因 为 需要 知道 
截止 频率 来 确定 巴特 沃 斯 多 项 式 ， 所 以 可 通过 频带 边界 频率 和 波动 信息 及 式 (6. 11) 来 确定 
截止 频率 和 所 需 的 阶 数 。 

为 计算 巴特 沃 斯 滤波 器 的 阶 数 ， 定 义 如 下 符号 : 

foass 一 一 通 带 边界 频率 ,单位 是 Hz 

foo 一 一 阻 带 边 界 频 率 ， 单 位 是 Hz 

Rp 一 一 通 带 波动 

Rs 一 一 阻 带 波动 

RU 民 ,wop 是 增益 的 比值 且 没 有 单位 ， 也 可 转换 为 分 贝 。 

通过 这 些 定义 可 知 ， 幅 频 响 应 在 频率 Au 处 的 值 为 Rs， 同样 可 知 ， 在 频率 fs 处 的 
值 为 1 一 Rss。 因 此， 由 式 (6. 10) 可 列 出 含 两 个 未 知 量 的 方程 。 


Rh = (6. 14) 


1 
1 TT Saml fed 
(6. 15) 








Zo 1 
ibat ET ERES 
应 用 代数 方法 即 可 解 出 方程 中 的 N 和 广 ， 即 
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_ _In(Ks/K,) 
Zn fon E. 18) 
以 及 
In(Ks) In foass) — InCK, ln fetop ) 
In(f.) = pa p p (6. 17) 
f InCK./K,) 
其 中 


Ks = Q/Ri,)—1 
nes EE 

? 0—R 

值得 注意 的 是 ， 若 要 利用 双 线 性 变换 将 模拟 滤波 器 转换 为 数字 滤波 器 ， 则 频率 fuu 
faow 应 是 预 畸 变 后 的 边界 频率 。 

MATLAB 的 buttord 函数 可 自动 完成 式 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 
(6. 16) 及 式 (6. 17) 的 计算 。 | | | | 

设计 满足 指标 的 巴特 沃 斯 数字 低 通 
滤波 器 

利用 MATLAB 设计 巴特 沃 斯 数字 低 通 滤 
Ua. ue: 

抽样 频率 : 11025Hz 

通 带 边界 频率 : 2000Hz m Men ex 

通 带 波动 : 0.01 "d E 4 00 6000 


K =] 








阻 带 边界 频率 : 2700Hz 
阻 带 波动 : 0. 05 图 6.15 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 ， 频 带 边 界 及 
f. 如 下 MATLAB 代码 可 生成 所 需 滤 波动 满足 要 求 
DE at : 
fs = 11025; $Sample frequency 
fpass = 2000; *&Passband edge 
fstop = 2700; %Stopband edge 


Ripple must be specified in decibels 

Rpass = 0.01;RpassDB = -20*10g10(1-Rpass); 

Rstop = 0.05;RstopDB = -20*10g10(Rstop); 

[N fn] = buttord(fpass/(fs/2), fstop/(fs/2), RpassDB, RstopDB) ; 

[num den] = butter(N, fn); 

[H f] = freqz(num, den, 1024, fs); 

plot(f, abs(H)); «| 


结果 如 图 6. 15, 
6.4.2 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 


切 比 雪夫 工 型 低 通 滤 波 器 也 是 全 极点 滤波 器 (all-pole filter) ， 且 在 许多 方面 与 巴特 沃 
斯 滤波 器 类 似 。 二 者 的 主要 区 别 在 于 通 带 及 过 渡 带 的 形式 。 巴 特 沃 斯 滤波 器 具有 最 大 平坦 
的 通 带 及 相对 较 宽 的 过 渡 带 ， 如 图 6.15 所 示 。 而 切 比 雪夫 I 型 滤波 器 在 通 带 具有 等 波动 
响应 ， 同 时 改善 了 过 渡 带 的 宽度 。 在 大 部 分 情况 下 ， 若 不 需要 特别 平坦 的 通 带 ， 选 择 切 比 
雪夫 工 型 滤波 器 会 使 阶 数 更 低 ， 从 而 提高 计算 效率 。 

切 比 雪夫 工 型 滤波 器 的 幅度 平方 响应 (amplitude-squared response) 如 下 


H(s) H(— s) (6. 18) 


N 1 
THEVA fu 
Hp, BSP ROMKHSRM, fl MRR, Vu. COdÉUIGS ANA. HE 
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义 如 下 
VNCz) = cos(Narccos(x)) 

求解 切 比 雪夫 多 项 式 ， 可 以 使 用 以 下 迭代 关系 中: 

V(x) 一] 

Viam 

Via (x) = 22V,(x) — Via (x) 
由 上 几 式 ， 可 罗列 出 切 比 雪夫 多 项 式 如 下 : 

V(x) = 1 

Vilx) =x 

V, (x) = 2r? — 1 

Vi (z) = 42° — 32 

Vila) = 8x! — 82? +1 

Vs(x) = 162? — 20z* + 5z 
波动 参数 es 与 通 带 中 的 波动 R, 相关 ， 关 系 式 如 下 








Ds i> L= 
1+ e 
或 
1 ds 
© = AP TT RE —R 1 
因此 可 以 看 出 ， 切 比 雪 夫 工 型 滤波 器 的 极点 落 在 s TRES MERE EDU 。 这 个 椭圆 由 如 
图 6. 16 所 示 的 两 个 圆 来 确定 。 椭 圆 的 长 短 轴 由 Sn/8 
以 下 公式 得 到 
T major = R f pa e (6. 19) 
以 及 
Fiinor = 29 ps — (6. 20) 
其 中 ， 


1 1/N 
C= [= + VIF 17 | (6. 21) 


极点 的 角度 与 巴特 沃 斯 滤波 器 极点 的 角度 相同 : 
x (1+ N + 2k)/2N,k = 0,1,*, (2N — D. 
图 6. 16 给 出 了 四 阶 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 的 极点 
位 置 与 角度 。 
由 图 6. 16， 可 写 出 极点 位 置 : 
6, — n(1-- N -2/0/2N,k = 0,,1,,(2N— 1) 





Tk = Trinor COSCO, ) 6.16 切 比 雪夫 I 型 滤波 器 在 ;平面 的 极点 
Ve T major Sin CÓ, ) 分 布 ， 其 中 椭圆 由 半径 为 T major DL T minor 
为 了 得 到 满足 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 的 最 小 的 圆 确定 


阶 数 ， 需 要 求解 式 (6. 18) 中 的 N。 需 注意 ， 与 巴特 沃 斯 滤波 器 不 同 ， 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 
的 幅度 平方 函数 (amplitude-squared equation) 由 通 带 边界 频率 来 表示 ， 而 不 是 截止 频率 。 
因此 ， 只 需 在 阻 带 边界 频率 处 ( 即 fo) 求解 式 (6. 18) 即 可 得 到 N 值 。 Am 处 的 幅 频 响应 为 
Rwos。 式 (6. 18) 变 为 
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Rt, = 
HS ar Le ERE Fun Bead 
对 式 中 Vi 求解 得 
Vus fau) = 1 一 Rep (6. 22 
N stop pass — Rie = ) 
切 比 雪夫 多 项 式 定 义 为 
VNCz) = cos(Narccos( x)) 
在 这 里 ， x 的 值 HF aol! fons T l, 因此 切 比 雪夫 多 项 式 也 可 写 为 
Vn (XxX) = cosh(Narccosh(z) ) 
其 中 cosh(Cz) 是 双 曲 余弦 函数 ， 定 义 为 
cosh(x) = e = cos(jx) 
替换 式 (6. 22) RIF N 为 
_ pz y+ 
arccosh (+ Fan? Be ) 
= stop 
arccosh( f stop / f pass ) ReneS? 


需 注 意 ， 若 利用 双 线 性 变换 将 模拟 滤波 器 转换 为 对 应 的 数字 滤波 器 ， 频 率 fo。 和 fus DON 
预 畸 变 后 的 频率 。 

式 (6. 23) 可 得 到 最 小 的 N 值 。 多 数 情况 下 这 个 值 不 是 整数 ， 需 要 向 上 取 整 。 

MATLAB 中 有 两 个 函数 ， 其 函数 名 为 chebyl 与 cheblord， 可 以 自动 完成 上 述 代数 运 
算 。 若 需要 求解 对 应 的 数字 滤波 器 ，MATLAEB 应 用 双 线 性 变换 前 ， 需 要 进行 通 带 和 阻 带 
边界 频率 的 预 畸变 。 

设计 满足 指标 的 切 比 雪夫 工 型 数字 低 通 滤波 器 

利用 MATLAB 设计 切 比 雪夫 工 型 数字 低 通 滤 波 器 ， 指 标 如 下 : CA 6-9 中 巴特 沃 斯 
滤波 器 的 指标 相同 ) 

抽样 频率 : 11025Hz 

通 带 边 界 : 2000Hz 

通 带 波动 : 0.01 

阻 带 边 界 : 2700Hz 

阻 带 波动 : 0. 05 

解 : 所 求 滤波 器 的 MATLAB 代码 如 下 。 


fs = 11025; 

fpass = 2000; 

Rpass = 0.01;RpassDB = -20*1log10(1-Rpass) ; 

fstop = 2700; 

Rstop = 0.05;RstopDB = -20*10g10(Rstop); 

[N fp] = chebiord(fpass/(fs/2), fstop/(fs/2), RpassDB, RstopDB) ; 
[num den] = chebyl(N, RpassDB, fp); 

[H f] = freqz(num, den, 1024, fs); 

plot(f, abs(H)); 


结果 如 图 6. 17 所 示 。 
通过 观察 上 面 两 例 ， 可 以 比较 巴特 沃 斯 滤波 器 及 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 的 设计 过 程 。 设 
计 巴 特 沃 斯 滤波 嚣 时， 截止 频率 是 一 个 重要 参数 。 对 于 低 通 滤波 器 ， 截 止 频率 通常 为 增益 
J&V/2/2—0. 707 处 的 频率 值 ， 这 适用 于 巴特 沃 斯 滤波 器 。 而 对 于 切 比 雪夫 滤波 器 ， 重 要 的 
参数 则 是 通 带 的 边界 频率 (f,,.,)。 由 于 在 通 带 确定 了 波动 R,。， 且 在 0Hz 处 为 单位 增益 1, 
所 以 在 频率 六 .处 增益 为 1 一 R。。 因 此 ， 若 已 知 通 带 和 阻 带 的 边界 频率 和 波动 ， 则 设计 
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切 比 雪夫 低 通 滤波 器 





0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000 
Mx (Hz) 频率 (Hz) 


a) 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 ， b) 满足 相同 指标 的 切 比 雪 夫 滤波 器 ， 其 与 巴特 沃 斯 
注意 通 带 波动 滤波 器 相 比较 ， 切 比 雪夫 滤波 器 的 过 渡 带 更 窗 


图 6.17 例 6-10 图 < 


巴特 沃 斯 滤波 器 时 ， 需 要 先 确定 其 截止 频率 。 

在 对 比 巴 特 沃 斯 滤波 器 与 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 时 ， 需 要 提 及 的 另 一 个 差别 是 最 终结 
果 。 切 比 雪 夫 工 型 滤波 器 在 通 带 有 较 明 显 的 波动 ， 但 其 满足 设计 指标 的 最 低 阶 数 为 6， 而 
巴特 沃 斯 却 是 10。 在 大 多 应 用 中 ， 若 不 需要 绝对 平坦 的 通 带 ， 可 选择 切 比 雪夫 滤波 器 以 得 
到 更 低 的 阶 数 。 
6.4.3 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 ( 逆 切 比 雪夫 滤波 器 ) 

切 比 雪夫 工 型 滤波 器 也 可 以 相反 的 形式 构建 。 在 这 种 情况 下 ， 通 带 和 阻 带 的 特性 将 发 
生 改 变 。 也 就 是 说 ， 通 带 最 大 化 平坦 (或 单调 ) 而 阻 带 有 波动 。 这 种 相反 形式 的 切 比 雪夫 滤 
波 器 常 称 为 切 比 雪 夫 工 型 滤波 器 。 

切 比 雪夫 开 型 的 构建 遵循 工 型 。 图 6. 18a 给 出 了 一 个 5 阶 的 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 的 
幅 频 响应 。 可 看 到 ， 通 带 有 明显 的 波动 ， 而 阻 带 是 单调 变化 。 用 1 减 去 这 一 幅 频 响应 ， 
新 的 响应 如 图 6. 18b 所 示 。 其 中 通 带 单调 变化 而 阻 带 有 波动 ， 但 已 由 原来 的 低 通 滤波 器 
变 为 高 通 。 若 要 得 到 切 比 雪夫 开 型 低 通 滤波 器 ， 需 对 频率 作 重 映射 ， 使 低频 映射 到 高 
频 ， 反 之 亦 然 。 此 过 程 可 以 将 原 方程 的 了 由 1/f 代 换 来 完成 。 如 图 6. 18c 即 为 希望 得 到 
的 幅 频 响应 。 
切 比 雪夫 I 型 低 通 滤波 器 
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切 比 雪夫 I 型 低 通 滤波 器 
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切 比 雪夫 II 型 低 通 滤波 器 
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图 6.18 切 比 雪 夫 工 型 低 通 滤波 器 的 构建 


设计 切 比 雪夫 工 型 低 通 滤波 器 

利用 MATLAB 设计 切 比 雪夫 荆 型 数字 低 通 滤波 器 ， 需 满足 以 下 指标 : (与 例 6-9 巴特 
沃 斯 滤波 器 的 要 求 相同 。) 

抽样 频率 : 11025Hz 

通 带 边界 : 2000Hz 

通 带 波动 : 0.01 
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阻 带 边界 : 2700Hz 
阻 带 波动 : 0. 05 
解 : 所 求 滤波 器 的 MATLAB 代码 如 下 。 结 果 如 图 6. 19 BER. 
fs = 11025; 
fpass 2000; 
Rpass 0.01;RpassDB = -20*1log10(1-Rpass) ; 
fstop 2700; 
Rstop 0.05;RstopDB = -20*1og10(Rstop); 
[N fp] = cheb2ord(fpass/(fs/2), fstop/(fs/2), RpassDB, RstopDB) ; 
[num den] = cheby2(N, RstopDB, fp); 
[H f] = fregz(num, den, 1024, fs); 
plot(f, abs(H)); 
.4 椭圆 滤波 器 O are a ee a 
都 是 “全 极点 ”滤波 器 ( 切 比 雪夫 工 型 不 
是 )。 当 利用 双 线 性 变换 将 N 阶 的 模拟 滤 
波 器 转换 到 对 应 的 数字 滤波 器 后 ， 该 数字 
滤波 器 的 传输 函数 在 z= — 1 处 (对 应 模拟 
滤波 器 的 fs/2 处 ) 会 有 NPE, ES 
点 的 位 置 导致 了 一 个 单调 变化 的 阻 带 。 而 
在 通 带 中 ， 巴特 沃 斯 滤波 器 的 极点 分 布 方 
式 使 通 带 达到 最 大 平坦 。 对 于 切 比 雪夫 工 
型 滤波 器 ， 通 带 会 有 一 定 的 波动 ， 极 点 的 dodi 
分 布 使 其 过 滤 带 比 巴特 沃 斯 滤波 器 的 更 
罕 。 柳 圆 模拟 低 通 滤波 器 在 通 带 和 阻 带 都 “1 和 各 让 站 和 EARR 
存在 波动 ， 使 得 过 渡 带 比 前 两 个 滤波 器 都 
宕 。 这 是 因为 椭圆 滤波 器 既 有 极点 也 有 零点 ， 将 二 者 放置 很 近 时 ， 可 使 得 滤波 器 的 过 渡 带 
更 陡峭 。 

椭圆 滤波 器 是 Wilhelm Cauer 为 德国 电话 行业 所 研发 的 。 因 此 ， 椭 圆 滤波 器 有 时 也 称 
为 Cauer 滤波 器 。“ 椭 圆 滤波 器 ?用 于 描述 该 类 型 滤波 器 ， 是 因为 它 依赖 第 一 类 椭圆 积分 ， 
eo 


6. 


> 





0 
a | ——— 

ERP, RARS o 称 为 幅度 。 椭 圆 积分 不 能 以 闭合 形式 求解 ， 其 可 以 写成 一 种 
称 为 雅 可 比 椭圆 函数 的 形式 ， 这 样 可 用 一 个 无 限 长 序列 表示 积分 。 因 此 ， 椭 圆 滤波 器 的 设 
计 依赖 于 使 用 截 短 的 无 穷 级 数 来 近似 ， 或 者 通过 查 表 求 解 。 

前 面 已 经 提 到 ， 椭 圆 滤波 器 在 通 带 和 阻 带 都 具有 等 波动 特性 。 等 波动 是 指 频带 中 波动 
的 幅度 是 均匀 的 。 在 FIR 滤波 器 中 已 经 知道 ， 这 种 等 波动 特性 是 某 种 意义 上 优化 后 的 滤波 
器 属性 。 在 满足 设计 指标 的 前 提 下 ， 椭 圆 滤波 器 需要 的 阶 数 是 最 低 的 。 

椭圆 滤波 器 的 难点 在 于 设计 。 其 研发 与 设计 在 数学 上 很 复杂 ， 完 整 的 流程 已 经 超出 本 
书 的 范围 。 本 书 借鉴 了 由 另外 一 些 人 中 中 提出 的 经 过 严格 推导 的 直观 方法 。 

巴特 沃 斯 或 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 的 幅度 平方 函数 的 一 般 形 式 为 


A’ w) = 
式 中 ， s 是 常量 ， T(w) 是 有 理 函 数 。 


1 
1 +eT’ Co) 
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BAT, 4 To) — 0 时， 幅度 函数 趋 近 于 1。 同 样 , T(w) — ce 时 ， 幅 度 函 数 趋 近 于 0。 
GK T(w) 写 为 两 个 多 项 式 之 比 的 形式 ， 则 显然 T(w) 的 极点 为 幅度 函数 的 零点 。 

A? lw) = l Sorri U — 
1--CN*(o)/D'(o) | D*Co) +CN? (w) 

图 6. 20 给 出 了 在 通 带 和 阻 带 都 具有 等 波动 的 低 通 滤波 器 。 由 于 这 是 椭圆 滤波 器 的 特 
征 ， 因 此 可 以 将 此 图 与 幅度 平方 函数 (6. 24) 相 关联 ， wp 
从 而 推导 出 椭圆 滤波 器 的 传输 函数 。 

由 式 (6.24) 可 知 ，D(w) 的 根 一 定 在 os: 及 wsz 
等 处 ， 而 N(w) 的 根 一 定 在 Os Wp2、 Wp4 等 处 。 同时 
也 可 知 函 数 在 wp 和 ws 点 的 值 为 (1 一 R,)， 在 wsz 
T ws. 点 的 值 为 (Rs)。 若 对 式 (6.24) 求 导 ， 从 
图 6. 20 中 可 看 出 ， 在 函数 斜率 为 0 的 点 (0，wpi， 





(6. 24) 


Ore 





Osi Og 


Qp2* (p3* Gp4* Ws2 及 wss) 其 导数 为 0, 组 合 这 些 信 频率 


息 ， 即 可 写 出 滤波 器 传输 函数 对 应 的 微分 方程 。 该 图 6.20 具有 等 波动 特性 的 低 通 滤波 器 
微分 方程 以 积分 形式 给 出 时 即 为 第 一 类 椭圆 积分 。 
这 类 积分 没有 闭合 形式 的 解 ， 因 此 需要 查 表 或 利用 无 穷 级 数 近似 。 这 些 关 于 椭圆 滤波 絮 的 
推导 和 近似 超出 了 本 书 的 范围 ”” 。 

MATLAB 利用 两 个 函数 实现 椭圆 滤波 器 的 设计 : ellipord 用 来 确定 满足 指标 的 适当 阶 
数 ，ellip 用 来 构建 椭圆 滤波 器 。 

设计 椭圆 数字 低 通 滤波 器 

利用 MATLAB 设计 椭圆 数字 低 通 滤波 器 ， 需 满足 以 下 指标 :与 例 6-9 巴特 沃 斯 滤波 
器 的 指标 相同 。) 

抽样 频率 : 11025Hz 

通 带 边界 : 2000Hz 








通 带 波动 : 0.01 
阻 带 边界 : 2700Hz 
阻 带 波 动 : 0. 05 
解 : 所 求 滤波 器 的 MATLAB 代码 如 下 。 结 果 如 图 6. 21 fra. 
低 通 椭圆 滤波 器 
08 E 
06 | 一 一 一 一 一 一 一 一 
38 
E: 


频率 (Hz) 
图 6.21 低 通 椭圆 滤波 器 ， 其 与 满足 同样 指标 的 巴特 沃 斯 滤波 器 相对 比 
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fs = 11025; 

fpass = 2000; 

Rpass = 0.01;RpassDB = -20*10g10(1-Rpass); 
fstop = 2700; 

Rstop = 0.05;RstopDB = -20*log10(Rstop) ; 


(N fp] = ellipord(fpass/(fs/2), fstop/(fs/2), RpassDB, RstopDB) ; 

[num den] = ellip(N, RpassDB, RstopDB, fp); 

[H f] = freqz(num, den, 1024, fs); 

plot(f, abs(H)); d 


在 例 6-12 中 ， 满 足 同样 的 指标 时 ， 椭 圆 滤波 器 所 需 阶 数 为 4 阶 ， 而 巴特 沃 斯 滤波 器 
却 需要 10 阶 。 椭 圆 滤波 器 在 通 带 和 阻 带 都 不 单调 ， 且 有 非常 宕 的 过 渡 带 。 若 椭圆 滤波 器 
的 阻 带 波动 趋 近 于 零 ， 其 与 切 比 雪夫 滤波 器 类 似 。 若 椭圆 滤波 器 的 通 带 和 阻 带 的 波动 都 趋 
近 于 零 ， 其 与 巴特 沃 斯 滤波 器 类 似 。 一 般 地 ， 若 允许 通 带 和 阻 带 存 在 波动 ,在 满足 相同 指 
标的 情况 下 ,椭圆 滤波 器 比 巴 特 沃 斯 和 切 比 雪夫 滤波 器 的 计算 效率 都 要 高 。 
6.4.5 经典 IIR 滤波 器 小 结 

尽管 有 许多 类 型 的 IIR 数字 滤波 器 ， 但 本 书 介绍 的 4 种 经 典 滤波 器 (巴特 沃 斯 、 切 比 
雪夫 了 工 型 、 切 比 雪 夫 工 型 和 椭圆 ) 是 最 普遍 的 。 表 6.4 总 结 了 这 些 滤波 器 的 特点 。 


表 6.4 经 典 滤波 器 的 特点 

















滤波 器 类 型 通 带 xti 阻 带 说 明 
巴特 沃 斯 最 大 平坦 宽 单调 低 通 在 fs/2 处 有 N 个 零点 ， 设 计 过 程 简单 ， 
满足 给 定 指标 需要 相对 高 的 阶 数 
阻 带 衰 减 比 所 需 的 衰减 更 多 
切 比 雪夫 工 型 等 波动 中 单调 低 通 在 fs/2 处 有 N 个 零点 ， 设 计 过 程 简单 ， 
满足 给 定 指标 需要 的 阶 数 比 椭圆 高 ， 比 巴特 沃 
斯 低 
阻 带 衰减 比 所 需 的 衰减 更 多 
切 比 雪夫 [型 单调 中 等 波动 设计 过 程 比 工 型 稍 复杂 ， 阶 数 与 工 型 相同 
椭圆 等 波动 HE 等 波动 设计 过 程 比较 复杂 。 相 同 指标 下 ， 比 巴特 沃 
斯 和 切 比 雪夫 的 阶 数 低 


6.4.6 脉冲 响应 不 变 

脉冲 响应 不 变法 (invariant impulse response) 滤 波 器 设计 技术 不 是 “经 典 的 ”数字 滤波 
器 的 设计 方法 。 本 章 介绍 它 是 因为 其 可 应 用 于 大 多 为 低 通 滤波 器 的 数字 控制 系统 。 

该 设计 方法 从 模拟 滤波 器 的 冲 激 响 应 开始 。 例 如 ， 低 通 RC 网 络 的 冲 激 响 应 为 


AG = me 


因为 数字 滤波 器 在 时 间 上 离散 ， 所 以 将 连续 变量 上 替换 为 离散 变量 nT, WERKA 
h(nT) = = gee 
这 是 对 应 的 数字 滤波 器 的 脉冲 响应 。 离 散 的 脉冲 响应 是 模拟 的 冲 激 响 应 的 近似 ， 其 只 在 离 
AYALA ATE. ICM buo = ER OE AE 即 
hGOT) = ae REE Cx) = um IINE 
DUM T ibi dde 


= — gc . 25 
h(t) Re @/H(s) = erac (6. 25) 


车 取 R—IkQ 和 C=1/pF, WAL AA MATLAB 绘 出 模拟 滤波 器 的 频率 响应 。 而 对 于 
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数字 滤波 器 ， 需 要 选择 一 个 合适 的 抽样 周期 工 。 根 据 抽 样 定理 ， 频 谱 的 有 效 部 分 为 0Hz 一 
f:/2， 这 里 抽样 频率 取 fs =1000Hz(T=0. 001s). MH E T 值 可 绘 出 数字 滤波 器 的 频率 
响应 如 图 6. 22 所 示 。 比 较 数 字 滤 波 器 与 模拟 滤波 器 的 频率 响应 ， 可 以 看 到 在 低频 段 几 乎 
没有 失真 。 而 当 频 率 接近 fs/2 时 ， 数 字 滤 波 器 的 增 低 通 RC 响 应 
益 明 显 比 模拟 滤波 器 要 大 。 

前 面 对 RC 电路 的 分 析 让 人 不 禁 想 问 ， 脉 冲 响 
应 不 变法 究竟 有 多 好 ? 可 以 用 以 下 分 析 来 解答 : 考 
虑 任意 连续 函数 g (1)， 以 及 对 其 抽样 后 的 函数 
gs (nT)。 若 g(t) 频 谱 为 G(w)， 为 了 方便 观察 抽样 
过 程 如 何 改变 了 频谱 ， 我 们 将 尝试 利用 G(w) 来 表示 
抽样 后 信号 的 频谱 。 为 达 此 目标 ， 先 用 g (1) 表 示 | | ~ 
gs (nT) FER SS SE F3 48H 4-5 H6 0 50 100 150 200 250 300 350 400 490 300 





频率 (Hz) 
gs(nT) = PEO 8:26) aaar NUERHEBONUCHERC RAM EAE 
时 域 的 乘法 对 应 频 域 的 卷 积 ， 对 上 式 进 行 傅 里 率 响应 ， 应 用 脉冲 响应 不 变法 
叶 变 换 可 得 
F (is GT) ) = PGC) + F( J330 —nT)) (6. 27) 
对 冲 激 函数 (delta function) AY 2625 RAEI Hi np a6 n 48 
Ft DY —ur))e un ta ead ws = = (6. 28) 
将 式 (6. 28 4A C6. 27), FF t iE BER FA (continuous convolution) 5E X. f& 
Flg (nT))} 一 于 | G@ pr RU ETT (6. 29) 
式 (6. 29) 求 和 变量 是 &， 积 分 变量 是 1， 因 此 改变 积分 和 求 和 的 顺序 方程 仍 保持 不 变 。 
F(gs(nT)) — 4 Em GQ) -Blu — à — kos) dd (6. 30) 
又 因 | fGOSG — E) + dz = FCA) ， 式 (6.30) 可 简化 为 
F{gs(nT)} = $ Ew- (6. 31) 


T 


3k C6. 31) 即 为 信号 e CO BOBO G(w) 表 示 的 抽样 后 信号 gs (nT) 的 频谱 ， 此 结果 与 抽样 定理 
推导 出 的 结果 吻合 。 因 此 ， 若 G(w) 是 带 限 的 ， 即 > ws/2 时 GG) 二 0， 抽样 后 系统 的 频 
谱 与 原 系统 频谱 相同 ， 主 要 差别 有 两 个 ， 一 是 两 者 幅度 相差 一 个 常数 ， 抽 样 后 系统 的 频谱 
以 ws 为 周期 不 断 重复 。 对 于 非 带 限 的 滤波 器 ， 如 高 通 和 带 阻 滤波 器 ， 此 方法 构建 的 滤波 
HSA EM RAW. 

在 利用 脉冲 响应 不 变法 时 ， 式 (6. 31) 对 于 抽样 频率 的 选择 给 出 了 依据 。 即 抽样 频率 应 
使 得 在 w>>ws/2 时 ， 模 拟 系统 的 频率 响应 幅度 趋 近 于 零 。 

利用 脉冲 响应 不 变法 转换 带 通 滤波 器 

某 带 通 滤波 器 的 传输 函数 如 下 ， 利 用 脉冲 响应 不 变法 求 出 近似 等 价 的 数字 滤波 器 。 


= k 
HG) = 737.649; +3. 5531 X 10° 


解 : 利用 MATLAB 绘 出 互 (*) 对 应 的 幅 频 响应 ， 如 图 6. 23a 所 示 。 选 择 适 当 的 增益 
常数 有 使 得 通 带 中 间 的 增益 为 1。 由 幅 频 响应 可 知 ， 带 通 滤波 器 的 通 带 中 心 在 300Hz 处 。 
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若 认为 该 模拟 带 通 滤波 器 的 增益 在 500Hz 处 趋 近 于 零 ， 则 较 合适 的 抽样 频率 应 为 1000Hz。 
查阅 第 3 章 拉 普 拉 斯 变换 表 和 = 变换 表 ， 得 到 与 HOOd H(z). 


k e k - (1/6) ze" sinCóT) ] 
s? + 37. 649s +3. 5531X 10° s? + 2f,s Ho  z!—2ze "cos(bT) Fe 








其 中 ,a = gon s b = on VAE) 1 
代入 合适 的 数字 ， 得 到 = 平面 的 传输 函数 。 E: 
a— 18. 850 i 
b= 1884. 9 
H(z)— hx 


z? +0. 60632z + 0. 96300 
通过 MATLAB, ， 可 由 此 数字 带 通 滤波 器 的 传输 函数 得 让 
到 其 幅 频 响应 如 图 6. 23b。 不 论 是 模拟 还 是 数字 的 幅 频 响 
应 ， 增 益 曲 线 都 已 归 一 化 ， 使 得 通 带 中 间 的 增益 为 1。 
MATLAB 的 函数 impinvar 可 以 实现 脉冲 响应 不 变 
法 。 若 给 定 * 域 的 传输 函数 和 抽样 频率 ， 该 函数 便 可 得 图 6. 23 模拟 和 数字 幅 频 响应 
到 对 应 的 z 域 传输 函数 。 下 面 给 出 的 MATLAB 代码 ， 可 以 实现 前 面 的 计算 结果 。 


nums = 71000; 

dens - [1 37.649 3.5531e06]; 

[Hs Ws] = freqs (nums,dens,512); 

fa = Ws/ (2*pi); 

figure (1);clf; 

subplot (2,1,1) 

plot (fa,abs (Hs)) 

axis([0 500 0 1]) 

fs = 1000; 

[numz denz] = impinvar(nums, dens, fs) ; 
[H f] = freqz(numz,denz,512,fs) ; 
subplot (2,1,2) 

plot (f, abs (H) ) 

axis([0 500 0 1]) < 


从 例 6-13 可 以 看 到 ， 稳 定 的 模拟 滤波 器 可 转换 为 稳定 的 数字 滤波 器 。 很 容易 证 明 这 
具有 一 般 性 。 模 拟 滤波 器 的 传输 函数 可 用 部 分 分 式 法 展开 


N 
HG = M3 


其 中 ，P; 可 以 为 复数 。 若 对 此 展开 式 使 用 脉冲 响应 不 变法 ， 得 到 
K s Kz 

SP ee 
其 中 ,， 工 是 抽样 周期 。 若 PERH 五 (s) 是 稳定 滤波 器 ， 则 有 

s =— P =—o— jw 

为 了 满足 稳定 性 ，c>0 以 使 极点 都 位 于 * 平面 的 左 半 平 面 。 这 意味 着 |e 797 |— 1, 

即 数字 滤波 器 的 极点 都 位 于 = 平面 单位 圆 内 。 因 此 ， 对 于 脉冲 响应 不 变法 ，s 域 稳定 的 滤 
波 器 必然 导致 z 域 滤波 器 也 是 稳定 的 。 脉 冲 响应 不 变法 应 用 到 巴特 沃 斯 、 切 比 雪 夫 和 椭圆 
低 通 滤波 器 时 ， 可 以 得 到 很 好 的 结果 。 


6.5 IR 滤波 器 在 z 平面 的 极点 和 零点 


通过 ez 代 和 人 系统 的 传输 函数 ， 可 以 计算 并 绘制 数字 滤波 器 的 幅 频 响应 和 相位 响应 。 
对 于 较 高 阶 的 滤波 器 ， 计 算 将 会 变 得 较为 复杂 ， 即 使 借助 计算 机 也 需要 相当 的 时 间 。 一 个 更 
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快 的 方法 是 ， 通 过 增益 和 相位 曲线 ， 检 测 滤 波 器 的 极点 和 零点 的 分 布 。 这 里 描述 的 对 增益 和 
相位 曲线 近似 的 方法 基于 传输 函数 中 向 量 的 几何 解释 。 图 6. 24 显示 了 单位 圆 的 一 部 分 ， 其 
中 有 一 个 极点 P 。 在 传输 函数 中 ， 这 个 极点 表现 为 项 (一 已 ) 。 从 几何 上 看 ， 可 以 从 原点 到 
极点 做 一 条 向 量 ， 其 长 度 为 | Pi | 。 若 要 计算 传输 函数 在 单位 圆 
上 一 点 z 的 值 ， 可 以 从 原点 到 该 点 做 第 二 条 向 量 。 这 条 向 量 的 长 
度 为 |z; | == 1 且 角 度 为 G8。 从 P 到 z; 再 做 一 条 向 量 ， 如 图 6. 24 
所 示 ， 这 条 向 量 的 长 度 为 | 过 一 已 | ， 角 度 为 9。 

因此 从 几何 上 ， 通 过 从 每 个 极点 和 零点 到 所 求 点 做 向 量 的 
方法 ， 可 以 计算 出 单位 圆 上 的 任何 一 个 取 值 z 的 传输 函数 值 。 
所 有 零点 向 量 长 度 的 乘积 除 以 所 有 极点 向 量 长 度 的 乘积 就 得 到 
传输 函数 在 某 一 点 的 幅度 。z 平面 上 角度 9; 实际 就 是 数字 域 角 图 6.24 传输 函数 中 各 项 的 


频率 2 ， 由 数字 域 角 频 率 0, 可 求 出 对 应 的 模拟 域 频率 sO, = 几何 说 明 
w 了 二 2xf/fs。 同 样 地 ， 可 以 求 出 分 子 向 量 角度 之 和 与 分 母 向 量 角 度 之 和 的 差 ， 即 为 传输 
函数 在 取 值 点 的 相位 角 。 


通过 从 几何 角度 观察 相位 和 角 的 计算 ， 可 以 很 清楚 地 知道 为 什么 在 单位 圆 上 的 零点 会 引 
起 相位 曲线 上 的 不 连续 : 动 点 x; 从 一 边 向 单位 圆 上 的 零点 移动 时 产生 一 个 角度 6， 在 通过 
零点 时 ， 这 个 角度 会 产生 180" 的 肾 变 ， 从 而 导致 不 连续 。 

尽管 可 以 精确 地 计算 不 同 向 量 的 长 度 以 及 角度 以 求 出 频率 响应 ， 但 这 种 方法 在 计算 上 
还 是 很 繁琐 ,并 不 比 其 他 方法 更 优 。 它 的 优点 在 于 通过 设想 z; 在 单位 圆 上 运动 时 不 同 向 
量 的 变化 ， 可 以 使 近似 结果 形象 化 。 以 下 是 “经 验 法 则 ”。 

近似 频率 响应 的 规则 。 

幅度 曲线 : 

1. 确定 传输 函数 中 x 二 1(e" 二 1) 的 点 作为 起 始点 。 

2. 确定 传输 函数 中 zx 王 一 1(Cer 王 (一 1)) 的 点 作为 终点 。 

3. 确定 零点 的 频率 。 对 于 所 有 位 于 单位 圆 上 的 零点 ， 标 记 其 对 应 的 幅 值 等 于 0。 

4. 当 x 在 单位 圆 上 从 z= 二 1 移动 到 = 三 一 1 变化 时 ， 分析 极 点 向 量 和 零点 向 量 长 度 的 变 
化 。 当 分 母 向 量 的 长 度 减 小 时 (z; 接近 极点 )， 幅 度 会 增 大 。 当 分 子 向 量 趋 近 0 时 ， 幅 度 会 减 小 。 

相位 曲线 : 

1. 确定 传输 函数 中 z— 1 的 点 作为 起 始点 。 若 在 z= +1 处 没有 零点 ， 起 始 相 位 角 在 幅度 为 
正 时 为 0， 在 幅度 为 负 时 为 180"。 若 在 z= 十 1 处 有 1 个 或 多 个 零点 ， 起 始 相 位 角 为 土 N， 90°, 
其 中 ，N 是 z= 十 1 处 零点 的 个 数 ， 符 号 由 二 十 1 附近 幅度 的 符号 决定 

2. 确定 传输 函数 中 2— —1 的 点 作为 终点 。 最 终 的 角度 值 可 参考 步骤 1 来 计算 。 

3. 确定 零点 的 频率 。 当 分 子 向 量 靠近 零点 时 ,会 使 传输 函数 增加 一 个 角 a。 当 点 z; 经 
过 零点 后 ， 角 a 将 变化 180"。 这 导致 了 相位 曲线 的 不 连续 。 

4. 当 z, 在 单位 圆 上 从 z; 二 1 移动 到 z;— — 1 时 , 分析 极 点 向 量 和 零点 向 量 的 角度 变 
化 。 记 得 要 用 分 子 向 量 角 之 和 减 去 分 母 向 量 角 之 和 。 

估计 幅 频 响应 

利用 前 面 所 述 的 近似 法 求解 图 6. 25 所 示 的 近似 幅度 曲线 。 

解 : (a) AS z= 二 1， 可 得 到 在 频率 0Hz 处 增益 为 1。 若 另 z= 二 一 1， 可 得 到 在 频率 f./ 
2 处 增益 为 0。 设 想 一 个 沿 着 单位 圆 移动 的 取 值 点 (evaluation point)， 以 及 由 极点 和 零点 
指向 该 点 的 向 量 。 当 取 值 点 靠近 极点 时 ， 该 极点 的 分 母 向 量变 短 而 分 子 向 量变 化 很 小 。 这 
导致 增益 在 该 极点 频率 处 增 大 。 极 点 大 约 在 60" 处 ， 相 应 的 频率 为 fs;/6。 取 值 点 经 过 极点 
后 ,分 母 向 量 开始 变 长 而 分 子 向 量 开始 变 短 ， 直 到 z 一 一 1 处 ， 分 子 为 0。 由 以 上 信息 ， 可 
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CP ae 


z^ —3. 66z'+6. 3925 —6. 39z? 十 3. 66z—1 


a) H(z) —0. 36 
z 5 一 0. 6612* +1. 242° — 0. 2722" +0. 276z—0. 0206 





b) H(z) —0. 1546 i 





zt1 
(z^ — 0. 8z4-0. 52) 
图 6.25 IIR 滤波 器 的 极点 /零点 用 以 估算 频率 响应 


粗略 描绘 出 该 低 通 滤波 器 的 幅 频 响应 。 结 果 如 图 6. 26 所 示 。 

Cb) 因为 在 z= +1 处 有 一 个 零点 ， 所 以 在 频率 0Hz 处 增益 为 0。 若 将 > 一 一 1 代入 传输 
函数 ， 可 得 在 fs/2 处 增益 为 十 1。 在 约 为 45 与 60" 处 还 有 两 个 零点 ， 对 应 频率 为 fs/8 与 fs/ 
6。 当 取 值 点 通过 第 二 个 零点 后 ， 增 益 会 急剧 上 升 ， 因 为 分 子 向 量 不 断 增 大 而 分 母 向 量 由 于 
附近 的 极点 而 减 小 。 越 过 极点 后 ( 约 在 3 大/8 处 )， 增 益 会 保持 不 变 ( 有 一 些 波 动 ) 直 到 移动 到 
点 zx 一 一 1 处。 图 6. 27 给 出 了 该 高 通 滤波 器 的 粗略 幅 频 响应 图 ， 在 fs/2 处 增益 为 1。 


1 P 
rc 
x 
= T 
0 
£n fa 
频率 频率 


图 6.26 (a) 部 分 低 通 滤波 器 的 粗略 图 图 6.27 〈b) 部 分 高 通 滤波 器 粗略 图 < 

IIR 滤波 器 的 零 极点 位 置 小 结 

图 6. 24 利用 几何 解释 说 明了 传输 函数 的 频率 响应 ， 由 此 可 以 得 出 IIR 滤波 器 在 = F 

面 关 于 极点 和 零点 位 置 的 如 下 结论 。 

。 为 使 得 系统 稳定 ， 所 有 的 极点 都 应 位 于 z 平面 单位 圆 内 。 零 点 不 影响 稳定 性 ， 可 
以 在 z 平 面 的 任何 位 置 。 

。 为 使 得 系统 因果 ， 极 点 的 数量 不 少 于 零点 的 数量 。 

。 若 使 差分 方程 有 实 系 数 ， 极 点 和 零点 在 > 平面 要 关于 实 轴 对 称 。 每 个 复数 项 都 有 
FET nr 89 3t t 

。 通过 在 单位 圆 上 取 不 同 z 值 求 得 频率 响应 。 单 位 圆 上 的 零点 会 使 该 点 的 幅度 响 

。 单位 圆 上 的 零点 会 使 相位 曲线 不 连续 ， 因 为 取 值 点 经 过 该 点 时 零点 向 量 的 方向 会 
改变 180°, 

。 除了 在 原点 的 极点 ， 其 他 极点 会 导致 差分 方程 含 反馈 项 。 任 何 单位 圆 上 的 极点 都 
会 导致 单位 增益 的 反馈 项 ， 并 产生 振荡 。 

。 因为 极点 和 零点 均 关 于 实 轴 对 称 ， 所 以 复数 项 在 相位 曲线 0Hz 处 没有 影响 ， 因 为 任 
fn] r5] AAAA AR- ASE OA AR. AK, AE > 一 十 1 处 没有 零点 ， 相 位 曲 
线 的 初始 相位 必 为 0 或 180"。 若 在 z= +1 处 有 零点 ， 则 会 使 相位 曲线 加 90"。 所 有 
IIR 滤波 器 的 相位 曲线 的 初始 相位 必 为 90" 的 整数 倍 。 在 fs/2 处 也 有 相同 情况 。 

。 在 幅度 曲线 中 ， 极 点 距离 单位 圆 越 近 ， 在 相应 频率 处 增益 上 升 越 大 。 


6.6 IIR 滤波 器 的 直接 设计 
在 前 面 章节 中 ，IIR 滤波 器 的 设计 都 是 由 已 知 的 模拟 滤波 器 通过 双 线 性 变换 法 转换 到 = 
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平面 。 不 通过 模拟 滤波 器 ， 同 样 也 可 以 设计 IIR 数字 滤波 器 ， 这 种 设计 方法 称 为 “直接 ”设计 。 
若 有 合适 的 软件 提供 即时 反馈 ， 设 计 者 可 通过 在 x 平面 放置 极点 与 零点 的 方式 ,可 以 简单 地 
设计 出 低 阶 的 IR 数字 滤波 器 。 同 样 地 ， 通 过 计算 器 就 可 设计 二 阶 IIR 滤波 器 ， 如 陷 波 滤波 
器 Cnotch filter) 与 谐振 器 (resonator) 。 最 后 ， 更 高 阶 的 数字 滤波 器 可 通过 计算 机 求解 联 立 方程 
而 得 到 。 本 书 主 要 介绍 Pade WHE. Prony 方法 ， 以 及 利用 Yule Walker 方程 设计 的 方法 。 
6.6.1 放置 零 极 点 的 设计 方法 

在 6.5 节 中 ， 通 过 极 /零点 图 的 几何 解释 来 求解 传输 函数 的 频率 响应 。 即 ， 在 求解 滤 
波 器 的 幅度 和 相位 曲线 时 ， 设 想 一 取 值 点 在 平面 沿 单位 圆 移 动 ， 同 时 分 析 传 输 函 数 中 的 
极点 与 零点 到 该 点 的 向 量 。 滤 波 器 的 增益 为 该 传输 函数 所 有 零点 向 量 的 乘积 除 以 所 有 极点 
向 量 的 乘积 。 按 照 这 个 思路 ， 观 察 极 点 到 单位 圆 上 点 的 向 量 在 长 度 和 相位 的 变化 ， 就 可 以 
形象 地 理解 极点 对 增益 的 影响 。 显 然 ， 在 原点 处 的 极点 不 影响 幅度 曲线 ， 因 为 从 原点 到 单 
位 圆 的 向 量 长 度 总 为 1。 另 一 方面 ， 与 单位 圆 较 近 的 极点 ， 当 取 值 点 与 之 接近 时 ， 向 量 的 
长 度 会 变 小 ， 由 于 极点 向 量 的 长 度 在 分 母 部 分 ， 所 以 与 单位 圆 相 近 的 极点 在 其 角度 对 应 的 
频率 处 会 产生 较 高 的 增益 。 图 6. 28 利用 一 个 简单 的 传输 函数 说 明了 此 过 程 。 其 中 给 出 了 
极点 移动 时 相应 增益 曲线 的 变化 ， 图 a 对 应 实 极点 ，b 对 应 复 极点 。 这 两 种 情况 的 幅度 曲 
线 都 经 过 了 归 一 化 ， 在 频率 为 0 处 增益 为 1。 对 于 在 实 轴 的 极点 ， 增 益 曲 线 在 OHz 处 最 
高 。 当 极点 离开 实 轴 成 为 复数 时 ， 增 益 曲 线 的 峰值 出 现在 极点 角度 对 应 的 频率 处 。 





a) 实 极点 b) 复 极 点 


6.28 极点 移动 与 增益 曲线 的 关系 ， 注 意 增 益 曲线 中 对 应 极点 频率 的 峰值 


根据 图 6. 28， 结 合 零 极 点 的 几何 解释 ， 通 过 在 = 平面 放置 极点 和 零点 ， 不 难 构建 不 同 
的 滤波 器 。 极 点 和 零点 的 位 置 需 遵循 以 下 约束 条 件 。 

1. 复 极点 和 复 零 点 需 以 共 轿 形式 成 对 出 现 。 否 则 滤波 器 的 系数 将 为 复数 。 

2. 极点 的 数量 要 大 于 或 等 于 零点 的 数量 。 否 则 滤波 器 是 非 因果 的 。 

3. 若 使 滤波 器 稳定 ， 极 点 不 能 位 于 z 平面 单位 圆 外 。 

4. 为 了 满足 第 2 条 约束 条 件 ， 可 在 原点 放置 极点 。 原 点 处 的 极点 不 影响 幅度 曲线 。 

这 种 方法 只 局 限于 低 阶 滤波 器 ， 因 为 高 阶 滤波 器 具有 较 多 的 零 极 点 ， 零 极点 向 量 数量 
较 多 时 交互 会 更 加 困难 。 该 方法 非常 简单 而 且 易于 应 用 。 为 了 使 该 方法 更 加 有 效 ， 可 通过 
计算 机 交互 地 显示 极点 或 零点 移动 的 增益 曲线 。 习 题 6. 45 说 明了 如 何 编写 MATLAB fX 
码 使 此 过 程 简 单 化 。 
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6. 6.2 二 阶 谐振 器 及 陷 波 滤波 器 的 设计 


如 图 6.29 所 示 的 RLC 电路 ， 若 选择 合适 的 R、L 和 C 值 ， 使 得 系统 传输 函数 出 现 复 
共 轿 极点 ， 则 称 该 电路 是 谐振 的 。 描 述 该 系 1 
L 


统 的 传输 函数 如 下 sp de 
Vols) _ s(R/L) : a osk 2 a 

VG 3 4+s(R/L) + 1/0) vo ivo *, ER 

(6. 32) pg 









RH, R—1000, L—10H, C—IyF, 谐振 频率 
频率 在 1/(LC) 处 。 增 益 经 过 归 一 化 ， 峰 值 a) b) 
为 1。 图 6.29 RLC 谐振 电路 及 增益 曲线 


通过 对 式 (6. 32) 进 行 双 线 性 变换 ， 可 以 
得 到 对 应 的 数字 谐振 器 。 其 z 域 传输 函数 的 形式 为 


一 1 
HG) = 42—1— (6. 33) 


上 式 中 ,选择 a All o PELIS Hof PRU SS ER x. RT RESI 6. 30 所 示 的 典型 的 零 
极点 分 布 图 及 其 增益 曲线 。 双 线性 变换 法 使 得 x PRS RE xz 一 十 1 和 zx 一 一 1 处 ， 所 
以 增益 曲线 在 端点 处 都 为 0。 其 中 ， 谐 i 
振 的 峰值 对 应 极点 的 角度 0 一 oT。 

由 于 此 谐振 器 有 一 对 复 共 固 极点 
和 两 个 实 零点 ， 其 设计 可 通过 放置 零 " 
极点 的 方法 简单 地 实现 。 谐 振 器 的 带 "s 
宽 由 半 功 率 点 (half power point) Z [al 
的 频带 确定 。 半 功率 点 是 对 应 归 一 化 E H 
增益 为 V2/2 处 的 频率 。 回 顾 6.5 节 ， 频率 e 
借助 极点 和 零点 到 单位 圆 上 对 应 频率 a b 
点 的 向 量 ， 可 求 出 给 定 频率 点 的 增益 。 图 6.30 数字 谐振 器 的 极 / 零 点 图 及 其 对 应 的 增益 曲线 
图 6. 31 对 数字 谐振 器 的 增益 曲线 做 出 
了 几何 解释 。 

该 图 中 ， 单 位 圆 上 对 应 峰值 的 点 与 极点 已 ; 的 角度 一 致 ， 标 为 fe 。 若 有 极点 位 于 Ze 
处 ， 则 该 极点 到 单位 圆 上 点 fe 的 距离 为 1—r. 
因此 ， 该 极点 对 于 峰值 点 处 增益 曲线 的 贡献 是 
1 一 r。 图 6. 31 F, 点 f. 是 带宽 中 较 低 频率 的 半 
功率 点 ， 而 fo 是 带宽 中 较 高 频率 的 半 功 率 点 。 
若 假设 在 fi fo 小 频率 范围 内 ， 两 个 实 零点 和 
A Jt M ex I] v RA DRE IIT RA. DUE P. 处 的 
极点 主导 fu fo 之 间 的 增益 变化 。 从 P. 到 频率 
f. 处 的 向 量 长 度 为 VZ(1 — D 。 从 而 可 得 

tan(63/2) =1—r 
对 于 具有 很 陡 峰 值 的 谐振 器 ，G。 为 数字 域 角 频 率 带 
宽 ， 其 数值 将 很 小 。 而 若 z 很 小 ,存在 tan(z) ~ 
e£. 





b ~ 2(1 — 2x f/ f. 
根据 数字 域 角 频率 与 模拟 频率 之 间 的 对 应 关 ”图 6.31 几何 说 明 数 字 谐 振 器 的 频率 响应 
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带宽 fuas BO, (6. 34) 
设计 一 个 数字 谐振 器 
设计 一 个 抽样 频率 fs —10000Hz 的 数字 谐振 器 ， 带 宽 为 125Hz， 中 心 频率 为 1000Hz。 


解 : 将 带宽 和 抽样 频率 代入 式 (6. 34) 得 
ig = ieee =r) 





解 上 式 得 r=0. 96073, r* —0. 92300, 

此 极点 的 角 对 应 于 中 心 频率 1000 Hz 处 ,极点 应 位 于 22€ 1099 — 0. 62832rad =36", 

TET -F JLA& A (Cartesian coordinates， 即 直角 坐标 系 ) 中 ， 极 点 在 0.077725 + j0. 56470 
处 。 该 谐振 器 的 传输 函数 为 


H(z) = K 


其 中 ，K 用 来 归 一 化 峰值 点 的 增益 。 
以 下 MATLAB 代码 可 绘 出 图 6. 32 所 示 的 增益 曲线 。 


fs = 10000; 

num = [1 0 -1]; 

den = [1 -1.5545 .92300]; 

[H f] = freqz(num,den,512,fs) ; 
biggest = max(abs(H)); 

plot (f, abs(H)/biggest) ; 





z?—1 
z^ — 1. 5545z + 0. 92300 





谐振 器 





Mier mmr 


0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 


频率 (Hz) 
图 6. 32 数字 谐振 器 的 增益 曲线 < 


重新 排列 图 6. 29 中 的 RLC 网 络 即 可 构建 陷 波 滤波 器 ， 如 图 6.33 所 示 。 陷 波 滤 波 器 
可 以 去 除 输 入 信和 号 中 很 窗 的 一 个 频带 ， 其 常用 来 去 除 已 知 频 率 的 噪声 ， 如 来 自 电 力 线 中 的 
60Hz 干扰 。 

RLC 电路 的 传输 函数 如 下 
HG) = s?+1/CLC) 
s? + CR/L)s+1/(LC) 
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频率 
a) b) 
图 6.33 具有 陷 波 滤波 器 特性 的 串联 谐振 电路 
对 上 式 利用 双 线 性 变换 法 可 得 到 其 对 应 的 = 域 传输 函数 


= z’ +bz +b: 
ind "m um Ep a 


其 中 ，K 用 来 归 一 化 最 大 增益 。 方 程 的 系数 与 一 组 复 零点 及 复 极点 相关 。 零 点 都 在 单 
位 圆 上 ， 而 极点 都 在 单位 圆 内 ， 零 点 与 极点 成 对 出 现 ， 且 具有 相同 的 角 频 率 。 极 点 与 零点 
的 距离 控制 滤波 器 的 带宽 。 容 易 证 明 ， 若 极点 在 + 人 60 处 ， 其 带宽 可 利用 谐振 器 同样 的 方 
程 来 近似 。 

设计 数字 陷 波 滤波 器 

设计 一 个 可 去 除 60Hz 电力 线 噪声 的 滤波 器 。 抽 样 频率 为 1000Hz 且 滤 波 器 的 带宽 为 4Hz。 

解 : 对 于 陷 波 滤波 器 ， 极 点 和 零点 位 于 相同 的 角度 。 本 例 中 对 应 60Hz 的 角度 为 


极点 的 + 值 可 由 式 (6. 34) 得 出 。 
iyu 50g, 


即 
des 1000(1— r) 
T 
求解 方程 中 的 r 可 得 r= 二 0. 98743 
滤波 器 的 传输 函数 为 


z? —1.8596z 4-1 
z? — 1. 8362z + 0. 97502 


以 下 MATLAB 代码 可 绘 出 图 6. 34 所 示 的 增益 曲线 。 


ERES umen 
bt 


H(z) = K 





图 6.34 陷 波 滤波 器 的 增益 曲线 。 陷 波 以 60Hz 为 中 心 且 带宽 不 到 4Hz。 在 极 / 零 点 
Fl c 中 极点 在 0.987437 +21. 6" 处 ， 而 零点 在 1 二 士 21. 6^ Ath 
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fs = 1000; 
den = [1 -1.8362 .97502]; 
num = [1 -1.8596 1]; 
[H F] = fregz(num, den, 4096, fs); 


HMax - max(abs(H)); 
H = abs (H) /HMax; 


plot (F,H); 4 


6.6.3 数值 直接 设计 一 一 Pade 法 
在 Pade 法 中 ， 首 先 要 构建 一 个 理想 滤波 器 ， 其 传输 函数 为 H(z), ， 脉 冲 响 应 为 Aon]. 
然后 求 得 传输 函数 HC), ， 其 脉冲 响应 为 hin], PBR 


oo 








e = >} holan] — AUn* (6. 35) 

在 给 定 滤波 器 阶 数 的 情况 下 最 小 。 这 就 是 最 小 平方 滤波 器 设计 。 待 求 的 传输 函数 形式 为 
> bz 
H(z) = Llc (6. 36) 
z+ yas 
对 应 的 差分 方程 为 
yla] = bx[n] -- bix[n —1] ++ --ó6ux[n — Mj — aiy[n — 1] — as y[n — 2] 
= es axy[n 一 = N] 


根据 上 式 ， 脉 冲 响应 为 
h[n] = & dln] + biln — 1] +++ + budin — M] — aih[ n — 1] — a;h[ — 2] 

















— ++ — ayh [n — N] (6. 37) 
6 函数 只 在 其 自 变量 为 零 时 才 有 值 。 根 据 此 性 质 ， 式 (6. 37) 可 改写 为 
h[n] = &,—ajh[n—1]— a;h[n—2] —* —akh[n— N], 0X<n<M (6.38) 
及 
h[n] =— aih[n—1]— a;sh[n—2]— = —ayh[n - N], n>M (6. 39) 


FEL (6. 38) 和 式 (6. 39) 中 ，h[nj 是 待 求 未 知 滤波 器 的 脉冲 响应 。 现 在 需要 求 出 a; 和 
b: 的 值 ， 以 使 得 式 (6. 35) 的 误差 最 小 。 若 有 


h[n] = hpLn] 
可 以 使 得 误差 为 0， 利 用 该 替换 改写 式 (6. 38) 及 式 (6. 39) 得 : 
h[n] = b,—ajhp[n— 1] — asAp[n— 2] — - —ayhp[n—N], 0<n<M (6. 40) 
及 
h[n] =— a;hp[n —1]— a;hp[n —2] —- —ayhpl[n—N], nM (6. 41) 


TEX C6. 40) RIS C6. 41) 中 ， 存 在 N+M+1 个 未 知 量 ( 系 数 w FO). n TE On MENT 
范围 内 令 A[n ]— Apo [n 5 NAMH 个 方程 。 此 方法 存在 一 个 明显 的 局 限 ， 即 在 n NM 
时 未 使 上 [za] 一 各 [四 ， 否 则 可 以 通过 截 短 理想 脉冲 响应 (矩形 窗 ) 就 可 以 有 效 地 实现 。 此 方法 称 为 
Pade 近似 法 (Pade approximation method) ， 甚 是 满足 最 小 平方 准则 的 TIR. 滤波 器 设计 。 

用 Pade 近似 法 的 应 用 

利用 Pade 近似 法 设计 一 个 数字 滤波 器 ， 所 用 的 理想 脉冲 响应 为 

h[n]— (4, 3, 25 1, 0.5, 0.5, 0.125, 0.0625, eo} 

选 M=N=2, 

解 : 已 知 MT NT 1-5, FAB, Bx Co. 40) 及 式 (6. 41) 可 得 

A[n] = b, — aihpl[n — 1] — azhpln— 2], 0<Sn<2 
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以 及 
h[n] =— aihp[n—1]— a;hp[n —2], n>2 
A[1] = 3 = bi 一 Cl (4) 
A[2] = 2 = b; — a, (3) — a; (4) 
A[3] =] =—a,(2) —a,(3) 
AL4] = 0.5 =— a, (1) — a, (2) 
.EX8 7r EAR UARB [JE SRT A DNI : 
l Q9 6 0 03 [5o 4 
0 1 0 —4 0| |b 3 
0 0 1 —3 —4] |& |= 2 
0 0 0 —2 —3Sl|]la, 1 
0 0 0. —1 —2! la 0. 5 
求解 该 方程 的 MATLAB 代码 如 下 : 
A= [1000 Opics 
010-40; 
001 -3 -4; 
000 -2 -3 
000 -1 -2]; 


c= [4;3;2;1;0.5]; 

b = A\c; $% same as A^-1*c; 

以 上 代码 可 以 得 到 以 下 解 : 

ba =4. 000, bı =1. 0000, b,=0. 5000 
4971, a; =— 0. 5000, a =0 

对 应 的 传输 函数 为 


H(z) 
利用 MATLAB 可 得 其 到 脉冲 响应 : 


bO = 4.0000;b1 = 1.0000;b2 = 0.5000; 
a0 = l;al = -0.5000;a2 = 0; 

num = [b0 b1 b2]; 

den = [a0 al a2]; 

[h t] = impz(num, den, 10); 


相应 的 脉冲 响应 为 
h[n]={4, 3, 2, 1, 0.5, 0.25, 0.125, 0.0625, +++} 
将 此 脉冲 响应 与 理想 脉冲 响应 作 比 较 ， 可 以 看 到 两 者 前 5 项 完全 对 应 ， 这 是 因为 有 5 
个 方程 能 够 完全 确定 这 些 项 的 系数 。 第 5 项 之 后 ， 两 个 序列 出 现 差异 。 增 加 阶 数 可 以 有 所 
改善 。 a 
Pade 近似 法 能 够 使 理想 滤波 器 与 所 求 滤波 器 的 脉冲 响应 前 N 十 M 十 1 项 完全 匹配 。 然 
而 这 种 方法 在 实际 中 有 一 定局 限 ， 因 为 若 要 满足 所 需 的 频率 指标 ， 常 需要 较 大 的 M 和 N， 
以 使 得 N 十 M 十 1 足够 大 。 
在 Pade 近似 法 中 ， 需 要 先 利 用 脉冲 响应 的 前 M 十 1 项 得 到 前 M 十 1 个 方程 ， 因 为 只 有 
这 些 方程 中 出 现 分 子 项 系数 (56,)。 而 其 余 的 N 个 方程 ， 可 以 由 脉冲 响应 中 任何 大 于 M 十 1 
的 项 确定 ， 且 不 限于 连续 的 项 。 以 例 6-17 来 说 明 ， 可 先 由 ADLO]~hp 3 MERI 4 THE, 
其 余 的 可 选 ho[5]、ho[7] 或 各 [9]。 在 一 些 情况 下 ， 恰 当地 选择 脉冲 响应 的 项 ， 可 以 构建 


_ 4z be 4- 0,5 
z?—0.5z 
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更 优 的 滤波 器 。 

Pade 近似 法 有 两 个 基本 限制 : 首先 ， 仅 使 用 了 理想 脉冲 响应 的 前 N 十 M 十 1 个 系数 ， 
而 忽略 了 其 余 的 系数 。 其 次 ， 不 易 估计 满足 设计 指标 的 滤波 器 的 阶 数 。 

6.6.4 数值 直接 设计 一 一 Prony 法 

为 了 解决 Pade 近似 法 的 缺陷 ， 可 以 考虑 应 用 脉冲 响应 函数 的 统计 属性 ， 而 不 是 脉冲 
响应 具体 的 某 些 项 。 因 此 ， 建 立方 程 组 ， 将 脉冲 响应 函数 的 自 相 关 序 列 与 待 求 滤波 器 的 系 
数 关联 起 来 。 该 方程 组 称 为 Prony 法 。 

Prony 法 利用 与 Pade 法 相同 的 分 子 系数 ， 可 以 使 得 设计 的 滤波 器 的 脉冲 响应 前 M 项 
与 待 求 滤波 器 相 匹 配 。 如 果 我 们 能 够 得 到 分 母 的 系数 ， 则 可 以 利用 式 (6. 400 计算 分 子 系 
数 。Prony 法 在 求解 分 母系 数 时 ,使 得 脉冲 响应 其 余 项 的 误差 最 小 。IIR 数字 滤波 器 的 传 
输 函 数 可 写 为 





hea = Dye Ne) 
z) = = 
x V D(z) 
zN 十 Maz" 
对 应 的 脉冲 响应 为 
h[n] = 5, — 2jah[n— i], 0<n<M 
以 及 
h[n] 一 一 Dahn —i]| n>M 
最 小 化 以 下 误差 函数 
e = >) oln] — hn]? 
E[n] = hp[n] — ^[n] 
YE z 变换 得 


E(z) = Hp(z) — H(z) 
若 要 最 小 化 误差 函数 ， 可 展开 es， 求 其 关于 各 个 系数 的 偏 导 数 ， 并 设置 这 些 偏 导数 为 
0。 此 过 程 会 产生 出 一 个 难以 处 理 的 非 线性 方程 ， 不 易 得 到 解析 解 。 为 便于 处 理 ， 重 新 定 
义 误差 如 下 : 
E(z) = Hp(z) — H(z) = Hp(z) — N(z)/D(z) 
以 及 
E(z) = D(z) * EGO = D(z) * Hp(z) 一 NOCz) (6. 42) 
六 (z) 有 时 也 称 为 方程 误差 (equation error) 。 
z 域 的 乘法 对 应 时 域 的 卷 积 。 在 时 域 重 写 式 (6. 42) 可 得 


D(z)S6Ln] + >) ad[n— i] 
Nee Sond Ln —mj 
E{n] = [dfn] + 2 ja8[n —i]] * 各 [四 一 Dy bndln —m] 


E[n] = [hoin] + J aholini] b 0<n<M 
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n>M 时 方程 可 写 为 
Bn] = [hs + 3s En — 11]. 
当 nn 远大 于 IM 时 ， 平 方 误 差 为 
= 3 | [hola + Sahota] - $ fft 





On _ 51 SEU] ÊD L S gc o Er [n]. 
Oa; P Ba; P En] oa; 一 0 (6. 43) 
上 式 中 
N 
Ê` [n] = [hs [n] + Darhs[tn—jil], nM 
j71 
以 及 
2E In] hp [n—j] 
aj 


将 值 代 入 式 (6.43) 的 偏 导数 ， 可 得 
m Bln E e [hole] + Hatoln— i]: bini] ub 
上 式 可 写 为 
SaL 3 hlni] “hg tn-jl]-- >) hol] "há[n—j]. j— L,2,—N 





(6. 44) 
这 组 复杂 的 方程 组 有 ON 个 方程 N ARMEO, bzs ors by). 
通过 定义 一 个 与 自 相 关 函 数 相同 的 新 函数 ， 可 将 式 (6. 44) 表 达 得 更 简明 。 
Aa ee RAE «Pde ana 
ln] = A/L) 3 azlilzli+n] 
定义 同样 的 函数 如 下 
nj) = >) holni] + hln j] (6. 45) 
将 (6. 45) 的 定义 应 用 到 式 (6. 44) 得 | 
n(0,i) = Sarii), 了 一 1,2,…N (6. 46) 


式 (6.46) 称 为 标准 方程 (normal equation) ， 有 时 也 称 为 Prony 标准 方程 。 这 个 方程 可 以 确 
定 分 母系 数 a, s an 的 值 。 分 子 系数 b» =, bu 值 的 求解 与 Pade 法 相同 。 

Prony 标准 方程 的 应 用 

利用 Prony 标准 方程 求 数字 滤波 器 的 传输 函数 ， 理 想 滤波 器 是 4 阶 椭圆 滤波 器 。 


Hts = 0. 1282z* + 0. 1519z? + 0. 24582" +0. 15192 + 0. 1282 
z' — 1. 07522? +1. 24302” — 0. 5038z + 0. 1501 


解 : Prony 标准 方程 在 MATLAB 中 的 执行 形式 为 Lnum den] prony(h, numOrder, 
denOrder) 。 这 个 函数 中 , 疡 是 我 们 希望 逼近 的 滤波 器 的 脉冲 响应 ，num 和 den 对 应 待 设 
计 滤 波 器 z 域 传输 函数 的 多 项 式 ， 而 numOrder 和 denOrder 是 希望 得 到 的 分 子 分 母 多 项 式 
的 阶 数 。 以 下 MATLAB 代码 完成 了 滤波 器 设计 ， 并 绘制 了 频率 响应 曲线 ， 如 图 6.35 所 
示 。 该 频率 响应 与 原 4 阶 椭圆 滤波 器 的 频率 响应 完全 相同 。 在 MATLAB 代码 中 对 分 子 分 
母 进行 降 阶 会 明显 降低 近似 程度 。 
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fs = 11025; 

nume = [0.1282 0.1519 0.2458 0.1519 0.1282]; 
dene = [1 -1.0752 1.2430 -0.5038 0.1501]; 
[hideal T] = impz(nume, dene, 32, fs); 

[num den] = prony(hideal, 4, 4); 

[n T] = impz (num, den, 32, fs); 

[H f] = freqz (num, den, 1024, fs); 

plot (f, abs(H)); 


低 通 滤波 器 





0.8 
0.6 
E 
04 
0,2] 
0 1000 2000 3000 4000 $5000 
频率 (Hz) 
图 6.35 利用 Prony 标准 方程 设计 低 通 数字 滤波 器 < 


6.6.5 数值 直接 设计 一 一 Yule-Walker 法 


在 时 域 直 接 设 计数 字 滤 波 器 时 ，Yule-Walker 法 与 Prony 法 相似 。Yule-Walker 7r 
程 为 


M 
bh[j—k] O<k<M 
ra Ck) + Sar, (G—i)-— 之 Lj i = FS 
i=1 " i 


step, 
“(hh = a/n) >, ALi] « ALé +k] JI IHE P B A RL. 


由 此 可 知 ，Yule-Walker 方程 将 滤波 器 系数 a; Alb, 53 ARFI. Hift n] dax 
代 法 求 出 。 若 已 知 一 个 理想 滤波 器 的 频谱 ， 则 可 通过 傅 里 叶 逆 变换 得 到 其 脉冲 响应 。 根 据 
该 脉冲 响应 ， 可 求 出 其 对 应 的 自 相 关 序 列 ， 从 而 根据 Yule- Walker 方程 确定 待 设 计 滤波 器 
的 系数 。 此 求解 过 程 并 不 简单 ，MATLAB 提供 了 yulewalk 函数 以 实现 该 方法 。 可 见 
Yule-Walker 法 与 Prony 法 类 似 ， 两 者 的 区 别 在 于 六 CR) 的 定义 。 

MATLAB 中 yulewalk 函数 的 应 用 

利用 MATLAB 的 yulewalk 函数 设计 数字 滤波 器 ， 理 想 滤 波 器 如 图 6. 36 所 示 。 

fi: MATLAB 的 yulewalk 函数 有 三 个 参数 ， 第 一 个 是 滤波 器 的 阶 数 ， 其 余 两 个 是 向 
量 ， 其 包含 标准 化 的 理想 滤波 器 对 应 的 z/y 坐标 。 理 想 滤波 器 标准 化 后 使 f./2—1. 
MATLAB 代码 如 下 。 不 同 阶 数 数字 滤波 器 对 应 的 幅度 曲线 如 图 6. 36. 


fs = 11025; 
fpass = 2000; 
fstop = 3000; 
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F = [0 fpass/(fs/2) fstop/(fs/2) 1]; 
M = [1 1-Rpass Rstop 0]; 
N = 4; 


[num den] = yulewalk(N, F, M); 
[H f] = fregz(num, den, 1024, fs); 
plot(f, (abs(H))); 


理想 滤波 器 Yule-Walker 示 例 


增益 





0 1000 2000 3000 4000 5000- 0 1000 2000 3000 4000 5000 
频率 (Hz) 频率 (Hz) 
a) b) 


图 6.36 由 图 a) 中 理想 滤波 器 设计 的 三 个 数字 滤波 器 。NN 是 图 b) 中 yulewalk 滤波 器 的 阶 数 a 


6.7 IR 滤波 器 的 应 用 

6.6 节 讨 论 了 谐振 器 和 陷 波 滤波 器 ， 其 是 二 阶 IIR 滤波 器 的 应 用 。 本 节 将 进一步 讨论 
IIR 滤波 器 的 应 用 ， 如 全 通 滤波 器 、 滑 动 平均 IIR 滤波 器 、 梳 状 滤波 器 以 及 道 滤波 器 
(inverse filter), 
6.7.1 全 通 滤波 器 

顾名思义 ， 全 通 滤 波 器 可 使 全 部 频率 以 单位 增益 通过 。 它 的 作用 在 于 处 理 输入 信和 号 的 
相位 。 全 通 滤波 器 常 与 非 线 性 相位 的 JIIR 滤波 器 结合 使 用 ， 全 通 滤 波 器 可 以 改善 一 些 非 线 
性 特性 引起 的 问题 。 

若 一 个 全 通 滤波 器 为 





= Naz) 
Haz) — Dal) 
则 
Lome = —1XK|N4CÀ)|— |Nacen)| 
一 个 满足 该 条 件 的 函数 为 
Hie) = o 
> 
因为 
|z—1/r| = {[cos(Q) — (1/7) J* + sin? (Q0)? = (Q/n0[7£ — 2rcos(aQ) +1)” 
以 及 
|z—r|= {Fcos(Q) — r]? + sin! (Q9)? = [r — 2rcos(@) 十 1 
所 以 有 
xr = 1/r 
a Ff 








若 选 K 二 +， 则 在 任何 频率 下 ， 幅 频 响应 | aCe) | =1. 
一 般 地 ， 全 通 滤波 器 可 由 如 下 传输 函数 表示 


工 
HG) = K  [ 20 (6. 47) 
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ERP, 六 可 以 是 实数 也 可 以 是 复数 。 若 六 是 复数 ， 为 使 滤波 器 系数 为 实数 ， 则 其 共 思 复 
数 也 应 包含 在 此 传输 函数 之 中 。 增 益 常量 K 使 滤波 器 在 整个 频带 中 的 增益 归 一 化 。 
图 6. 37 给 出 不 同 n; 值 所 对 应 的 滤波 器 相 全 通 滤波 器 相位 曲线 
移 (phase shift) 变 化 。 = 

虽然 全 通 滤波 器 不 能 提供 一 个 明确 
的 方法 来 修正 IIR 滤波 器 的 非 线 性 相位 ， 
但 它 提供 了 一 种 机 制 ， 可 使 部 分 频带 的 
相位 得 到 修正 。 

利用 全 通 滤波 器 实现 线 
性 化 

设计 一 个 满足 以 下 指标 的 切 比 雪夫 

抽样 频率 : 44. 1kHz 

通 带 : 0OHz>8kHz， 波 动 低 于 0. 001 

阻 带 : 15kHz>fs/2， 波 动 低 于 0.0001 

试 说 明 通 过 一 阶 全 通 滤波 器 ， 上 述 ”图 6.37 含 一 个 实 极点 和 一 个 实 零点 的 全 通 滤波 器 的 相 
滤波 器 的 相位 曲线 在 通 带 部 分 可 以 线性 移 ， 极 点 以 0.1 的 步 长 从 一 0. 9 移动 到 十 0. 9 
化 。 取 直线 与 相位 曲线 间 的 最 大 偏差 作 
为 线性 的 度量 。 和 迭代 以 确定 全 通 滤 波 器 参数 r 的 最 佳 取 值 ， 该 全 通 滤波 器 的 传输 函数 类 似 
式 (6. 47) 表 示 的 传输 函数 。 

解 : 先 利 用 MATLAB 计算 并 画 出 滤波 器 的 频率 响应 。 幅 度 和 相位 曲线 如 图 6. 38 所 
示 。 相 位 曲线 的 通 带 部 分 加 了 一 条 直线 对 比 其 非 线性 。 





fs = 44100; $Sample frequency 
Rp = .001;RpDB = -20*10glO0(1-Rp); %Passband ripple 
Rs = .0001;RsDB = -20*1l0g10 (Rs); $Stopband ripple 


fpass - 8000;fstop - 15000; 

$Get the order for a Chebyshev type 1 filter. 

[IN Wn] = chebiord(fpass/(fs/2),fstop/(fs/2),RpDB,RSDB) ; 

[num den] = cheby1(N,RpDB, Wn) ; *XCreate a filter of that order 
[Hc f] = freqz(num,den, 512, fs); $Find the frequency response 
figure(1); clf; 

subplot (2,1,1) 

plot(f, abs(Hc)) $Plot the magnitude 

subplot (2,1,2) 

HcAngle = unwrap (angle (Hc))*180/pi; *$Put the angle in degrees 


plot (f, HcAngle) $plot the phase curve 
line([O £(i)], [0 HcAngle(i)]); *$Draw a line from 0 to passband edge 
切 比 雪夫 滤波 器 幅度 响应 





人 "45 xi 


NK thas 
a) 
图 6.38 切 比 雪夫 工 型 低 通 滤 波 器 的 幅度 a 和 相位 5 曲线 ， 直 线 用 来 对 比 相位 曲线 的 非 线性 
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切 比 雪夫 滤波 器 通 带 相位 响应 











0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 


频率 (Hz) 
b) 


图 6.38 (SE) 
为 了 线性 化 通 带 的 相位 ， 我 们 应 用 一 个 一 阶 全 通 滤波 器 ， 传 输 函 数 为 


Ha(z)-— „z= Ay 
Zr 


和 欲 使 相位 曲线 在 通 带 线性 ， 则 要 找到 一 个 ~ 值 ， 使 通 带 范围 内 相位 曲线 与 直线 之 差 的 最 
大 绝对 值 达到 最 小 。 尽 管 找 不 到 闭 形 解 ， 但 可 以 通过 MATLAB 迭代 连续 改变 的 ~ 值 以 得 到 
“最 优 ” 解 。 比 较 图 6. 38 中 的 相位 曲线 与 图 6. 37 中 的 相位 曲线 可 知 ， 我 们 需要 一 个 正 7 (EXE 
行 修正 。 在 MATLAB 中 ， 可 设 定 一 个 循环 ， 从 一 0.1 开始 ， 以 0. 001 的 增 量 进行 迭代 。 在 
每 次 迭代 中 ， 都 会 得 到 全 通 滤波 器 新 的 传输 函数 ， 乘 以 原 切 比 雪夫 滤波 器 的 传输 函数 ， 得 到 
相 乘 之 后 传输 函数 的 频率 响应 。 比 较 此 相位 响应 与 直线 之 间 误 差 的 最 大 绝对 值 ， 不 断 迭 代 r 
值 ， 直 到 二 者 差 的 最 大 绝对 值 不 再 减 小 后 停止 欠 代 。 通 过 MATLAB 得 到 的 最 后 结果 为 r— 
0. 7990， 修 正 后 的 相位 曲线 与 直线 的 最 大 差 值 为 18. 2 。 结 果 如 图 6. 39 所 示 。 
切 比 雪夫 滤波 器 通 带 相 位 响应 
| RR A 
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0 100 200 300 400 500 $600 700 800 
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图 6.39 通 带 范 围 内 ， 原 切 比 雪夫 滤波 器 以 及 其 与 全 通 结合 的 滤波 器 的 相位 曲线 ， 
两 种 情形 下 都 通过 阻 带 边缘 的 直线 作 比 较 


若 要 从 全 通 滤波 器 得 到 更 多 的 修正 ， 可 根据 式 (6.47) 增 加 多 个 级 联 的 一 阶 全 通 滤波 
器 。 若 > 的 值 是 复数 ， 则 二 阶 全 通 滤波 器 的 传输 函数 为 
How (x) = &cl/ir.&—(/rn* 


sr z=r* 
AH, RRM., Ar fiFRZO=—Re() tjm, WA 
Ksz — Kiz+1  R'g —2Rzcos( +1 
z —K,z+ K, z? — 2Rzcos(@) + R’ 
UB. K,=2Re(r), K,=Re’(r)+Im’(r). 

以 极 坐标 的 形式 有 两 个 变量 R 和 0 待 求 。 因 为 全 通 滤波 器 必须 稳定 ， 所 以 有 0 二 R=1， 
又 因 同 时 包含 极点 及 其 共 轿 点 ， 则 只 需 0 二 9 二 180"。 由 此 可 在 单位 圆 的 上 半 部 分 迭代 RR 和 
9 求 出 最 优 值 ， 使 通 带 范围 修正 后 的 相位 曲线 与 直线 的 最 大 绝对 差 值 最 小 。 对 例 6-20 的 切 
比 雪夫 低 通 滤波 器 应 用 二 阶 全 通 滤 波 器 ， 壕 代 后 求 最 优 解 得 ，R 二 0.703，09 二 23. 60"， 而 


< 


Hai (2) = (6. 48) 
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最 大 差 值 只 有 7. 89°. 
6.7.2 IIR 滑动 平均 滤波 器 
为 了 计算 长 度 工 的 序列 z[k&] 的 滑动 平均 ， 可 利用 下 列 差 分 方程 : 


Awu[£] = I2 x[i] (6. 49) 
式 中 ，Awv[kj] 是 时刻 的 滑动 平均 值 ，z 是 输入 序列 , L 是 输入 序列 长 度 。 由 z 变换 可 见 ， 
此 实质 上 为 FIR 滤波 器 方程 。 


L-i L-2 | ... 
Baz] EXT ri (6. 50) 


图 6. 40 给 出 了 长 度 为 8 的 FIR 滑动 平均 滤波 器 的 幅度 、 相 位 及 z 平 面 图 。 特 别 注意 ， 
幅度 曲线 与 矩形 窗 的 曲线 相同 。 可 以 推断 ， 该 数字 滤波 器 的 脉冲 响应 在 时 域 为 矩形 序列 。 
滑动 平均 滤波 器 幅度 FIR 滑 动 平均 滤波 器 相位 
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V NZNCN Nadie nre eem 
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 
频率 (Hz) 频率 (Hz) 
a) 幅度 曲线 b) 相位 曲线 c) 极 / 零 点 图 


图 6. 40 7 fr FIR 滑动 平均 滤波 器 (长 度 为 8) 
通过 一 些 处 理 ， 式 (6. 50) 可 改写 为 IIR 滤波 器 的 方程 。 展 开 式 (6. 49) 得 
Aula] = JEDE] + 2[k—1] +lk 214+ + 2[k-L+2]+2[k-L+1]] 











(6.51) 
同样 
Ág[A—1]- talk —1]+alk—2] + xC& — 3] - +2fk-L+1]+2[k—-L]] 
(6. 52) 
式 (6. 51) MASK C6. 520 8 
Aut Kl = Auld 1]4- + [aC] z[k—L]] (6. 53) 
式 (6. 53) 是 由 非 递归 方程 推导 出 的 递归 关系 式 。 相 应 传输 函数 为 
EN zL.—1 
Hy x] a Py (6. 54) 


可 以 看 到 ， 式 (6. 54) BN C6. 50) 相 比较 ， 除 了 在 分 子 分母 都 多 了 一 项 (= 一 1) 外 ， 其 余 
都 相同 即 在 一 十 1 处 ， 分 别 多 了 一 个 极点 和 一 个 零点 。 

因为 同样 有 工 一 1 项 ， 所 以 从 计算 上 IR 滑动 平均 滤波 器 并 不 比 FIR 优秀 ， 同 时 式 (6. 54) 还 
有 一 些 附 加 项 ， 但 并 不 增加 计算 量 。 然 而 ， 通 过 DIR 滑动 平均 滤波 器 近似 一 个 滑动 平均 数 ， 可 
以 提高 一 定 的 效率 。 式 (6. 53) 中 的 项 z[k 一 L] 可 由 均值 Av[& 一 1] 近 似 。 则 差分 方程 可 简化 为 


Av[k] = EA DE — 1]+ LEA] (6. 55) 








相应 传输 函数 为 
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ifs] = + x (6. 56) 





L xz—tL—1WL 


MATLAB 中 filter 函数 的 应 用 

以 下 MATLAB 代码 生成 了 1000 个 随机 整数 ， 其 中 ， 前 500 个 数 的 均值 位 于 0 一 5 之 
间 ， 后 500 个 数 均值 为 5。 先 用 长 度 为 20 的 FIR 滑动 平均 滤波 器 对 这 一 序列 进行 滤波 ， 再 
用 式 (6. 56) 的 近似 滑动 平均 滤波 器 对 该 序列 滤波 ， 长 度 同样 为 20， 比 较 二 者 的 结果 。 


randSeq = (1:500)/500; 


a = 0; b = 10; 


randSeq = randSeq.*(a + (b-a).*rand(1, 500)); 
randSeq = [randSeq (a + (b-a).*rand(1, 500))]; 


f: MATLAB 代码 如 下 所 示 ， 应 用 filter 函数 完成 题目 要 求 。 结 果 如 图 6. 41 所 示 。 


L = 20; 

nT = [1:1000]; 

numFIR = (1/L)*ones(1, 
denFIR = 1; 


yFIR = filter(numFIR, denFIR, 


figure (1) ;clf; 

plot (f, yFIR) ; 

num = (1/L)*[1 0]; 
den = [1 -(L-1)/L]; 


L); 


Length 
$x-axis vector 
$Create an FIR filter of length L 


randSeq); $Filter the sequence 
SPlot the result 


sApproximate filter numerator 
% and denominator 


y = filter(num, den, randSeq); $filter the sequence 


figure (2) ;clf; 
plot(f, y, 'k'); 


伪 随 机 序列 
10 T 






随机 序列 


aT 
a) 伪 随 机 序列 


6.7.3 IR 梳 状 滤波 器 





Plot the result 


FIR 滑 动 平均 滤波 器 近似 的 滑动 平均 滤波 器 





———— () eee 
200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 


nT aT 
b) 经 长 度 为 20 的 FIR c) 伪 随 机 序列 经 过 近似 滑动 平均 


滑动 平均 滤波 器 滤波 后 的 序列 ”滤波 器 滤波 ， 传 输 函 数 见 式 〈6.56) 


图 6.41 例 6-21 图 - 


此 类 滤波 器 之 所 以 称 为 梳 状 滤波 器 ， 是 因为 其 幅度 响应 类 似 一 个 齿 状 向 上 的 梳子 。 梳 状 
滤波 器 可 用 来 分 离 出 按照 周期 性 间隔 出 现 的 数据 。 可 能 用 到 梳 状 滤波 器 的 实例 有 : CL WW 
太阳 、 月 亮 、 潮 汐 等 周期 性 出 现 的 现象 。(2) 雷达 或 声呐 图 像 ， 其 追踪 一 个 移动 目标 以 及 每 
幅 图 中 背景 出 现 的 位 置 。(3) 滤 除 周 期 性 噪声 (如 电力 线 噪 声 及 其 谐 波 )。 

与 滑动 平均 滤波 器 相同 ， 梳 状 滤波 器 可 由 FIR 滤波 器 实现 或 IIR 滤波 器 实现 。 在 FIR 
滑动 平均 滤波 器 z= 十 1 处 添加 一 个 零点 ， 即 可 实现 FIR 梳 状 滤 波 器 。 其 传输 函数 为 


zN 一 1 
zl 


Hc(z)—K (6. 57) 
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图 6. 42 所 示 为 一 个 典型 的 10 阶 FIR 梳 状 滤 波 器 。 

将 极点 从 原点 放射 地 移 向 单位 圆 附近 ， 并 与 零点 以 一 定 间 隔 排 列 ， 则 会 使 梳 状 滤波 器 
BCE DEC. CRE BEAR RT DIR 数字 滤波 器 ， 同 时 也 会 增加 计算 量 。 这 类 滤波 器 通过 放置 
零 极 点 很 容易 构建 。“ 锐 化 ”滤波 器 的 传输 函数 为 











zw 一 1 
Hes (xz) = K zN FN (6. 58) 
式 中 ,是 极点 的 模 。 图 6.43 给 出 了 10 阶 锐 化 梳 状 滤波 器 的 零 极点 图 和 幅度 曲线 。 
1 
1 
*i 
x 
Be 
x 
0 £2 平面 * 
zy zÆ 
频率 0 频率 5h 
a) b) a) b) 
图 6.42 10 BY FIR 梳 状 滤波 器 ， 通 过 向 滑动 平均 滤 图 6.43 锐 化 梳 状 滤波 器 ， 极 点 位 于 半径 
波 器 添加 零点 得 到 。 若 阶 数 为 奇数 ， 则 在 为 0. 95 的 圆 上 ， 并 与 零点 等 间隔 


z 王 一 1 处 没有 零点 且 fs/2 处 增益 为 1 


在 式 (6. 58) 中 ， 通 过 改变 零 极 点 的 符号 及 阶 数 的 奇偶 性 来 改变 梳 状 滤波 器 的 形状 。 若 
极点 符号 与 零点 不 同 ， 则 位 于 零点 之 间 ; 若 与 零点 相同 ， 则 二 者 有 相同 角度 ， 且 滤波 器 有 
更 典型 的 梳 齿 形 状 。 滤 波 器 阶 数 的 奇偶 性 决定 了 在 z— +1 或 z= 一 1 处 是 否 有 极点 或 零 
点 。 表 6. 5 对 这 些 区 别 做 了 说 明 。 


表 6.5 (a) 极 /零点 符号 不 同 的 IR 梳 状 滤波 器 。(b) 极 /零点 符号 相同 的 lIR 梳 状 滤波 器 
(a) 极 点 和 零点 符号 不 同 
(2-1) / ^u (241) / (2^) 











1 






08] 


S$ XR xu 
增益 






0 02 04 06 08 1 


频率 (Hz) 








z"-D0/ (2+r") 





sé 
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(X) 
(b) 极 点 和 零点 符号 相同 
à (Z^ / Zr ; z^). 

0.8 6.8 

fü 0.6 0,6 
x 

b 
阶 * 0.4 * 0.4 
















0 02 04 06 0.8 1 0 02 04 0.6 0.8 1 
Bk Hz) 频率 (Hz) 
: (Z*)/ ".r" ^)" 
0.8 
06 
a X8 
i T ud 
阶 





频率 (Hz) 频率 (Hz) 


0 02 04 06 08 1 


设计 梳 状 滤波 器 的 第 二 种 方法 涉及 映射 函数 。 假 如 我 们 选取 一 个 在 0 Hz 处 只 有 一 个 主 
波 瓣 的 滑动 平均 滤波 器 (其 通 带 边界 频率 为 f,)， 然 后 作 代 换 z^ — z ， 就 可 得 到 一 个 新 滤 
波 器 ， 其 在 f,/2 三 f <fs/2 区 间 将 主 波 泊 重复 了 R 次 。 为 了 便于 理解 此 过 程 ， 我 们 通过 
代 换 eT > x 得 到 数字 滤波 器 的 频率 响应 。 为 了 展 缩 频率 变量 ， 用 比例 常数 尺 乘 以 wm。 因 
为 es 对 应 z*， 显 然 增加 z 的 宕 次 等 价 于 对 频率 进行 展 缩 。 

下 面 通过 一 个 4 阶 IIR 滑动 平均 滤波 器 来 说 明 该 方法 : 

— 4 m e 
Bye) = 5 z'(z—1) 

将 该 滤波 器 复制 5 次 ， 作 代 换 z* 一 > 得 
Hc(z) = K 





28-1» 21 
2 (2® — 1) 2 一 QD 
式 中 ，K 用 来 使 得 最 大 增益 归 一 化 。 幅 度 
曲线 和 零 极点 图 如 图 6. 44 所 示 。 1 

这 种 构建 梳 状 滤波 器 的 方法 可 以 应 用 
到 任何 罕 频 带 的 低 通 滤波 器 中 ， 而 不 局 限 
于 滑动 平均 滤波 器 。 例 6-22 阐述 了 由 一 
个 三 阶 低 通 滤 波 器 构造 梳妆 滤波 器 的 
过 程 。 à E 

构建 一 个 IIR 梳 状 滤波 器 E 

利用 三 阶 椭圆 低 通 数字 滤波 器 构建 一 图 6.44 在 频率 空间 复制 滑动 平均 滤波 器 所 得 到 的 杭 
个 重复 因子 为 7 的 梳 状 滤波 器 。 状 滤波 器 
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3 — 0, 8481372? — 0. 848137z 十 1 
Hg(z) = 0.021714 -> 
ENS zi — 2. 71172? + 2. 4905z — 0. 77213 


滤波 器 通 带 边界 在 30Hz 处 ， 阻 带 边界 在 60Hz 处 。 通 带 和 阻 带 的 波动 为 0.05， 抽 样 频率 
为 1000Hz。 
解 : 三 阶 椭圆 低 通 数字 滤波 器 的 幅度 曲线 如 图 6. 45 所 示 ， 其 为 一 个 窄带 滤波 器 。 因 
为 重复 因子 R= 二 7， 故 对 传输 函数 做 代 换 zx” 一 z 。 
梳 状 滤波 器 的 传输 函数 为 
z^ — 0. 848137z" — 0. 8481372’ +1 


Hale) = 0. 021714 sr T1T2* 4- 2. 49052" — 0. 77218 
图 6. 46 给 出 了 此 梳 状 滤波 器 的 幅度 曲线 和 零 极 点 分 布 图 。 





spins. 
TUN 
fin 
i 1 ` 
= = nits | GER $ 
m 1 | } 
= s | j 
SNE Oe 
0 4/2 ”ee 十 -二 
频率 (Hz) E 
: 频率 i a) b) 
图 6.45 三 阶 低 通 椭圆 数字 滤波 器 图 6.46 梳 状 滤波 器 的 幅度 曲线 和 极 / 零 点 图 ， 由 
三 阶 椭圆 低 通 滤波 器 构建 ， 重 复 因子 为 7 < 
6.7.4 逆 滤 波 器 


考虑 这 种 应 用 情形 ， 在 数据 传输 过 程 中 ， 传 输 线 (transmission line) 改 变 了 数据 的 频 
率 特 性 ， 而 这 种 改变 造成 了 数据 失真 。 在 多 数 情况 下 ， 有 可 能 通过 滤波 器 对 数据 进行 处 理 
以 修正 传输 线 造 成 的 失真 ， 该 滤波 器 具有 与 传输 线 系统 相反 的 频率 响应 。 这 种 滤波 器 称 为 
道 滤 波 器 。 

若 一 个 离散 系统 的 传输 函数 为 HOD — N(z)/D(z)， 则 该 离散 系统 的 逆 滤 波 器 为 
Hi(z) 二 D(z)/N(z)， 从 而 可 使 得 HC Hi(z) = 二 1。 构 建 逆 滤 波 器 显然 存在 一 个 问题 ， 即 
原 系 统 的 零点 将 成 为 逆 滤 波 器 的 极点 ， 因 此 一 个 在 单位 圆 上 或 单位 圆 外 有 零点 的 系统 将 产 
生 一 个 不 稳定 的 逆 滤 波 器 。 

mere) 为 传输 线 构建 一 个 逆 滤 波 器 

现 有 某 传 输 线 ， 其 在 源 端 和 负载 端的 阻抗 都 不 匹配 。 这 种 情况 下 ， 传 输 的 信号 在 两 端 
都 向 传输 信道 反射 。 若 该 传输 信道 的 脉冲 响应 为 

h[n] = [1,1/4,1/16,1/64,.…*] 
求 其 对 应 的 逆 滤 波 器 。 
解 : 本 例 中 ， 可 将 脉冲 响应 以 闭合 形式 表示 
h[n] = 1/4)" 
相应 的 = 变换 为 
üe — 7i = H(z) 
其 逆 滤 波 器 为 


Hi(z) = E 1/4 
z 
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该 逆 滤 波 器 是 FIR 滤波 器 ， 其 脉冲 响应 为 
hi[n] = (1, —1/4,0,0,--) 
若 将 此 逆 滤 波 器 级 联 到 存在 反射 的 传输 线 上 ， 修 正 后 的 系统 传输 函数 为 


A = z—1/4 — 
Hels) = EZ y = 


BUC FE ERY Sa HEY M EJE AB DEI B op oe I Hj f y 2R B k p i, 5 395 ui e A HS J rp Ne A 
得 到 。 


1 








he[n] = hn] * mEn] = 23ADE] + lin — €] = aC] ~ 


在 某 些 应 用 中 ， 无 法 将 系统 函数 H OUA BI Rea. HEIN, "f DAZE Rt BOR Hax 
系统 ， 得 到 逆 滤 波 器 的 脉冲 响应 。 由 逆 滤 波 器 的 定义 可 得 
H(z) + Hi(z) = 1 
该 式 在 时 域 为 卷 积 求 和 。 


S AE] » A[n — k] = [n] (6. 59) 


在 式 (6. 59) 中 ， 若 已 知 原 系统 的 脉冲 响应 项 ， 则 通过 求解 hh[nj 可 得 到 逆 滤 波 器 的 脉 
冲 响应 项 。 可 通过 列 卷 积 表 求 解 (6. 59) 式 ， 也 可 直接 利用 MATLAB 提供 的 解 卷 积 函数 
deconv(deconvolution) 进行 求解 。 

构建 一 个 传感器 响应 的 逆 滤 波 器 

一 个 传感器 的 冲 激 响 应 函数 为 

h(t) = |e” sin(200z¢) | 

利用 式 (6. 59) 求 解 其 逆 滤 波 器 的 脉冲 响应 。 

解 : 传感器 的 冲 激 信 号 为 模拟 信号 ， 需 要 对 其 抽样 得 到 对 应 的 脉冲 响应 。 

以 下 MATLAB 代码 对 冲 激 响应 进行 抽样 ， 得 到 对 应 的 脉冲 响应 。 


Tau = .01;f = 100; 

t = linspace(0,.8,64); 

for i = 1:512 

h(i) = abs(exp(-t(i)/Tau)*sin(2*pi*f*t(i))); 
end 


将 h[nj 的 值 代入 到 式 (6. 59) FY f H8 3 E Ud B opu Ain). BRB, FAR 
向 求解 卷 积 方程 。MATLAB 提供 的 函数 deconv 可 用 来 求解 反 卷 积 ( 解 卷 )。 因 此 ， 需 要 从 
脉冲 响应 中 反 卷 积 出 $ 函数 。 若 把 脉冲 响应 的 系数 看 作 多 项 式 系数 ， 则 两 个 脉冲 响应 方程 
的 卷 积 相 当 于 两 个 多 项 式 相 乘 。 反 卷 积 相 当 于 两 个 多 项 式 相 除 。MATLAB 中 deconv 函数 
调用 形式 为 Lq r]=deconv(a, b). 

车 a 和 2 是 表示 多 项 式 系数 的 向 量 ， 则 a/b—a 余数 为 >。 本 例 中 ， 需 要 一 个 足够 长 的 
向 量 来 表示 6 函数 。 在 MATLAB 中 可 由 以 下 语句 完成 : 


delta = zeros(1, 127); 


delta(1) = 1; 
逆 滤 波 器 的 脉冲 响应 项 可 由 deconv 函数 得 到 。 
[hinv r] = deconv(delta,h) ; 


滤波 器 的 传输 函数 可 以 表示 为 FIR 滤波 器 ， 或 利用 Prony 法 表示 为 IIR 滤波 器 。 不 论 
哪 种 情况 ， 在 时 域 进行 解 卷 时 ， 脉 冲 响应 都 需要 被 截 为 有 限 长 ， 因 此 解 卷 的 结果 是 一 个 近 
似 值 。 对 于 IIR 滤波 器 ，10 阶 的 滤波 器 可 得 到 一 个 适当 的 结果 。 
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模拟 冲 激 响 应 e 抽样 后 的 脉冲 响应 









0 — , 0.1 0 A 
时 间 n 
a) b) 
逆 滤 波 器 脉冲 响应 " 修正 后 滤波 器 的 脉冲 响应 





图 6.47 本 图 给 出 了 用 MATLAB 的 deconv 函数 生成 逆 滤 波 器 的 脉冲 响应 项 ， 
修正 后 的 脉冲 响应 是 原 滤波 器 及 其 逆 滤 波 器 级 联 后 的 脉冲 响应 < 


小 结 


本 章 讨论 了 IR 滤波 器 的 设计 和 分 析 方 法 。 利 用 双 线 性 变换 法 进行 ;平面 到 x 平面 的 映射 从 而 将 经 典 


的 模拟 巴特 沃 斯 、 切 比 雪夫 和 椭圆 滤波 器 转化 为 数字 滤波 器 。 三 种 模拟 滤波 器 的 不 同 特性 为 我 们 提供 了 选 
择 的 余地 ， 类 似 于 FIR 滤波 器 设计 中 提供 了 不 同窗 函数 。 也 可 以 直接 构建 DIR 滤波 器 ， 即 根据 滤波 器 的 设 
计 指 标 ， 直 接 得 到 其 z 域 传输 函数 ， 中 间 过 程 无 须 构建 模拟 滤波 器 。 通 过 一 个 简单 的 计算 器 ， 我 们 就 可 构 
建 满足 指标 的 陷 波 滤波 器 和 谐振 器 。 更 复杂 的 直接 设计 法 有 Pade 法、Prony 法 和 Yule Walker 法 。 


本 章 最 后 以 一 些 应 用 结束 ， 包 括 全 通 滤波 器 、 滑 动 平均 滤波 器 、 梳 状 滤波 器 和 逆 滤 波 器 。 


习题 
概念 题 


1. 
. 对 于 一 个 巴特 沃 斯 低 通 滤 波 器 ， 当 抽样 频率 增 大 而 过 渡 带 边界 频率 保持 不 变 时 ， 极 点 和 零点 有 什么 变 


NO 070 A 


co 


全 通 滤 波 器 在 整个 频带 上 的 增益 都 为 1， 它 有 何 作用 ? 


化 ? 例如 ， 零 点 会 向 极点 移动 吗 ? 极点 会 移动 吗 ? SF. 


. 设计 一 个 带 阻 滤波 器 ， 阻 带 在 1300Hz 处 且 带 宽 为 100Hz。 要 求 阻 带 波动 必须 为 0.01 或 更 小 ， 通 带 波 


动 可 以 为 0. 1。 有 人 建议 你 使 用 脉冲 响应 不 变法 来 设计 ， 这 是 一 个 好 主意 吗 ? 


. 在 直接 设计 TIR 滤波 器 时 ，Prony 法 和 Yule-Walker 法 比 Pade 法 的 优点 在 哪里 ? 

. 对 称 的 分 子 系数 在 实现 过 程 中 有 何 好 处 ? 

. 当 使 用 代码 (如 C 十 十 ) 实 现 数字 滤波 器 时 ， 试 说 明 什 么 决定 了 实际 的 抽样 频率 。 

. 假设 给 你 一 个 通过 汉 明 窗 设计 的 FIR 滤波 器 的 传输 函数 。 若 不 需要 线性 相位 ， 请 详细 说 明 如 何 使 用 


IIR 滤波 器 技术 重新 设计 此 滤波 器 。 


. 车 在 单位 圆 上 放置 一 个 零点 ， 利 用 = 平面 上 极点 和 零点 的 向 量 ， 说 明 数 字 滤波 器 相位 曲线 的 变化 。 
9. 现在 是 2032 年 ， 你 已 经 离 校 20 年 。 因 为 传送 器 人 口 的 故障 ， 你 被 困 在 了 Tobongobongo 8 ?, ， 而 唯一 


的 去 处 是 人 口 附近 的 一 个 酒吧 。 你 进去 后 发 现 吧台 后 面 是 一 个 漂亮 的 机 器 人 ， 于 是 你 在 吧台 边 坐 下 ， 


©  Tobongobongo 是 Wiley Miller 的 漫画 Non sequitur 中 虚构 的 岛屿 。 作 者 曾 幻 想 写 完 本 章 习 题 时 到 那里 去 。 
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将 折 角 的 DSP 书 放 好 ， 并 点 了 一 杯 葡萄 酒 ， 希 望 给 人 一 个 好 印象 。 递 酒 时 ， 酒 保 发 现 了 你 的 DSP R, 
并 提 到 他 在 酒 保 大 学 有 过 这 样 一 门 DSP 导论 的 选修 课 。 交 谈 中 ， 他 表示 从 来 没 真正 明白 为 什么 TIR 滤波 
器 比 FIR 滤波 器 更 有 效 ， 也 不 明白 什么 是 滤波 器 的 效率 。 你 想 给 他 一 个 好 印象 ， 你 怎么 解释 这 些 问 题 ? 

10. 一 些 低 通 滤波 器 的 阻 带 单调 。 在 零 极 点 图 中 ， 零 极点 的 哪些 特性 使 得 阻 带 单调 ? 

11. 为 什么 大 多 数 带 通 和 带 阻 滤波 器 的 阶 数 是 偶数 阶 ? 

12. 一 些 s SRB) = 域 的 映射 函数 都 是 基于 近似 积分 ， 殷 物 形 积分 比 梯形 积分 的 近似 更 精确 。 但 为 什么 没有 
广泛 地 应 用 抛物 形 积分 呢 ? 

13. 什么 是 频率 变换 ? 其 作用 是 什么 ? 

M. 假设 你 已 经 设计 出 一 个 8 阶 巴 特 沃 斯 低 通 滤 波 器 ， 其 抽样 频率 600Hz， 截 止 频 率 125Hz， 当 你 在 
ARM? 处 理 器 中 编程 实现 后 ， 在 测量 频率 范围 内 的 增益 时 ， 你 发 现 截止 频率 实际 为 140Hz。 最 可 能 
的 误差 原因 是 什么 ? 如 何 解决 ? 

15. 假设 我 正 设计 一 个 滤波 器 ， 我 要 求 通 带 平坦 ， 但 不 需要 阻 带 衰减 单调 。 若 线性 相位 也 不 需要 ， 则 可 
考虑 巴特 沃 斯 或 者 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 。 为 什么 我 选择 这 两 种 滤波 器 而 不 是 其 他 滤波 器 ? 

16. 在 利用 Pade 法 或 Prony 法 直接 设计 时 ， 要 先 写 出 eii. 


aen 
z "cbe! zá 


h(k) = b, —aihlk—1) —arh(k— 2) — —anh(k— N), 0O<k<M 
A hlk) =—aihlk— 1) —a;h(k—2) — —anh(k— n), k>M 
说 明 这 两 种 方法 的 异同 点 。 
17. 椭圆 滤波 器 被 认为 是 一 种 等 波动 滤波 器 ， 怎 么 理解 其 含义 ? 
分 析 和 设计 题 


6. 1 节 
x(nT) 
6.1 双 线 性 变换 由 梯形 积分 推导 得 来 。Simpson 法 则 提出 一 种 近似 
积分 的 方法 ， 用 抛物 线 代替 梯形 。 图 P6. 1 为 一 段 抛物 线 ， 从 (4-2 G-DT aT 


(n—2)T A| nT 的 面积 为 
m 图 P6. 1 利用 抛物 线 近似 积分 
面积 = "3b ro — 2)T+ 4a(n—1)T+ x(nT)] 


(a) 利用 上 式 推导 在 z 平 面 的 “抛物 线 变 换 ” 表 达 式 。 
(b) 对 于 二 阶 或 更 高 阶 的 曲线 ， 显 然 抛 物 线 积分 比 梯形 积分 得 到 更 精确 的 近似 值 ， 但 为 什么 不 用 ? 
6.2 若 某 * 域 传输 函数 ， 其 分 母 为 N 阶 ， 分 子 为 M 阶 。 经 过 双 线 性 变换 后 ， 试 证 明 其 对 应 的 z 域 传输 
函数 在 z= —1 处 至 少 有 N 一 M 个 极点 。 
6.3 现 有 :平面 的 巴特 沃 斯 滤波 器 经 过 双 线 性 变换 映射 到 平面 ， 若 抽样 频率 为 1000Hz 且 没 有 进行 预 
畸变 ， 以 下 s 平面 的 频率 对 应 在 > 平面 的 频率 为 多 少 ? 
5 平面 的 频率 一 0Hz，100Hz，250Hz，400Hz，500Hz。 
6.4 一 个 具有 低 通 滤波 器 频率 特性 的 RC 电路 ， 其 传输 函数 为 


_ 1/GO) 
HO) — TOO 


(a) 3E RUE UE AR AY ARIE PR f 1/(zxRO)—320Hz, WA WHR Og ho? 说 明理 由 。 
(b) Ze LEE BO fi. f. 为 预 畸变 后 的 频率 ， 抽 样 频率 设 定 为 2000Hz， 求 解 新 的 传输 函数 H). 
(c) 对 预 畸变 后 的 滤波 器 互 (*) 进 行 双 线性 变换 ， 并 用 MATLAB 在 同一 坐标 系 下 画 出 E ih 
的 幅度 响应 。 验 证 在 f. 处 满足 | H(z) |= | HOO | 。 

(d) 重复 (c) ， 但 要 用 到 式 (6. 5) 。 选 择 式 中 常数 使 得 = 域 和 s 域 的 幅 
度 曲线 在 400Hz 处 相等 。 

6.5 利用 MATLAB 构建 一 个 基于 双 线 性 变换 的 * 平 面 到 >z 平面 的 映射 ，s 
随 s 平 面 的 w 线 和 o 线 变化 。 只 进行 图 P6.5 中 s 区 域 的 映射 并 添加 
适当 标记 。 选 取 抽 样 频 率 为 fs 二 1kHz。 


H(z) = 














图 P6.5 平面 


6.6 


6.7 


6.8 
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利用 梯形 近似 曲线 下 面积 并 列 出 积分 的 差分 方程 可 以 推导 出 双 线 性 变换 。 同 样 可 以 利用 某 一 点 RT 
到 (k 一 1)T 的 直线 斜率 近似 得 到 函数 在 kT 点 的 导数 ， 如 图 P6. 6 所 示 。 
在 kT 点 的 导数 约 为 





dy | y(RT) — yL(k— DT] 
dt T 


在 拉 普 拉 斯 变换 域 中 乘 以 s 相当 于 时 域 的 微分 。 利 用 此 方法 ， 给 出 一 个 新 的 从 * 域 到 域 的 映 
射 函 数 。 该 函数 称 为 反 向 差分 法 (method of backward differences) 。 
利用 习题 6:6 的 结果 ， 画 出 * 域 草图 ， 并 说 明 利用 上 述 映 射 函 数 ，; 左 半 平面 和 jo 轴 是 如 何 映射 到 
z 平面 。 分 析 此 映射 函数 是 否 可 以 保持 系统 的 稳定 性 ? 
双 线 性 变换 的 基础 是 利用 梯形 近似 估计 曲线 下 面积 。 同 样 也 可 以 用 和 矩形 近似 曲线 下 面积 ， 如 图 Po. 8 
所 示 。 试 证 明 利用 和 矩形 积分 得 到 的 映射 函数 与 习题 6. 6 中 反 向 差分 法 得 到 的 结果 相同 。 


x(t) 
(kT) 


»[(k-1)7] 











(k-2)T (k-1)T kT 
(k-1)T kT 时 间 一 一 > 





图 P6.6 利用 两 个 相 邻 抽样 点 间 的 直线 斜率 近似 导数 E P6.8 利用 矩形 近似 曲线 下 面积 





6.9 一 个 模拟 滤波 器 的 截止 频率 为 ws。 利 用 双 线 性 变换 构造 一 个 数字 滤波 器 ， 该 截止 频率 经 过 预 畸 变 
之 后 的 频率 记 为 wprewa o HEME f. 变 得 非常 大 时 ，uwe 与 worewarw 会 如 何 变化 ? 二 者 会 靠近 还 是 
分 开 ? 说 明理 由 。 

6.10 ”以 下 关于 双 线 性 变换 的 命题 哪些 为 真 ? 

(a) 稳定 的 模拟 滤波 器 生成 稳定 的 数字 滤波 器 。 
(b) 将 * 平 面 无 限 的 频率 空间 映射 到 > 平面 有 限 的 频率 空间 。 
(c) 不 能 应 用 于 非 带 限 的 模拟 滤波 器 。 
(d) 可 根据 梯形 积分 推导 得 到 。 
(e) 以 上 全 是 。 
(f) 以 上 全 不 是 。 
6.11 对 以 下 模拟 滤波 器 应 用 双 线 性 变换 : 
s+1 
回答 下 列 问题 : 
(a) 在 z= 一 1 处 有 多 少 个 极点 ? 
(b) 在 = 域 此 滤波 器 稳定 吗 ? 解释 原因 。 
(c) z 域 数字 滤波 器 的 分 子 与 分 母 的 阶 数 是 多 少 ? 
(d) 车 抽样 频率 为 50Hz，* 平面 10Hz 的 频率 对 应 于 x 平面 是 多 少 ? 
6.2 节 
6.12 现 有 如 下 系统 
Kl 十 2z 十 1 
Hem z E ot, Seer 
在 z= 一 1 处 有 两 个 零点 ， 复 极点 位 于 rZ O/A Ab. A MATLAB 分 别 画 出 该 低 通 滤 波 器 
在 K=0. 2688, r—0.8 WR K=0. 4197, r—1.25 时 的 幅度 曲线 。 为 什么 这 两 个 系统 有 相同 的 幅 
度 曲线 ? 其 中 之 一 是 否 稳定 ? 解释 原因 。 
6.13 系统 如 图 P6. 13 所 示 ， 求 使 系统 稳定 的 Ki 和 K 值 的 范围 。 
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P6.13 ”确定 使 系统 稳定 的 常数 范围 


6.14 若 互 (xz) 和 G(z) 都 是 稳定 因果 的 数字 滤波 器 ， 回 答 下 列 问题 : 
(a) 互 (z)G(z) 是 否 稳定 上 且 因 果 ? (b) HCGO/GCOJ& ti fase H. D IR ? 
(c) Ho -GCO & di 8 E ABR? 

6.3 # 

6.15 已 知 二 阶 低 通 数 字 滤 波 器 的 截止 频率 为 150Hz， 抽 样 频 率 1000Hz。 利 用 低 通 到 高 通 的 变换 方程 构 
建 截止 频率 为 150Hz 的 高 通 滤波 器 。 


好 十 2z 十 1 
H(z) = 0.1275 a 
6.44% 
6.16 在 巴特 沃 斯 、 切 比 雪夫 工 型 、 切 比 雪夫 开 型 及 椭圆 滤波 器 这 4 种 滤波 器 中 ， 哪 些 具 有 以 下 性 质 ? 
(a) 平坦 的 通 带 ( 低 通 滤波 器 ) 。 (b) 单调 的 阻 带 ( 低 通 滤 波 器 ) 。 
(c) 给 定 阶 数 时 ， 最 窗 的 过 渡 带 。 (d) 全 极点 模拟 滤波 器 。 
(e) 所 有 频带 中 RMS 误差 最 小 。 
6.17 下列 哪 些 性 质 适 用 于 IIR 滤波 器 ? 
(a) 有 多 重 反馈 项 。 (b) 在 原点 处 可 能 没有 极点 。 
(c) 可 能 不 稳定 。 (d) 一 般 具 有 线性 相位 。 
(e) 脉冲 响应 项 全 为 正 。 (f) 以 上 全 是 。 
(g) 以 上 全 不 是 。 
6. 18 下 列 哪 些 性 质 适 用 于 椭圆 滤波 器 ? 
(a) 通 带 平坦 。 
(b) 原点 处 有 极点 。 
(c) 满足 相同 指标 时 ， 一 般 比 巴特 沃 斯 滤波 器 的 阶 数 低 。 
(d) 阻 带 单调 。 
(e) 差分 方程 中 有 反馈 项 。 
(f) 以 上 全 是 。 
(g) 以 上 都 不 是 。 


6. 19 设计 一 组 ( 共 4 个 ) 满 足以 下 指标 的 数字 滤波 器 。 抽 样 频率 为 44. 1kHz. 4 个 滤波 器 分 别 为 巴特 活 
斯 、 切 比 雪夫 工 型 、 切 比 雪夫 开 型 及 椭圆 滤波 器 。 每 种 情况 需求 出 满足 指标 的 最 低 阶 。 利 用 
MATLAB 画 出 各 滤波 器 的 幅度 曲线 ， 验 证 你 的 设计 满足 指标 要 求 。 曲 线 放 在 同一 个 图 中 ， 放 大 显 
示 通 带 、 过 渡 带 及 阻 带 。 标 出 每 个 滤波 器 的 阶 数 。 


3E 5 低 通 
通 带 0 一 4500Hz 
通 带 波动 0.01 
` pag 6000Hz 


阻 带 波动 0.03 


6. 22 


6. 23 
6. 24 


6. 25 
6. 26 
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利用 MATLAB 设计 一 个 6 阶 巴 特 沃 斯 低 通 数 字 滤 波 器 ， 抽 样 频率 为 44.1Hz， 截 止 频率 为 8kHz。 
绘制 滤波 器 的 相位 曲线 并 与 截止 频率 同样 为 8kHz 的 6 阶 巴特 沃 斯 低 通 模拟 滤波 器 比较 。 关 于 双 
线性 变换 的 映射 对 相位 曲线 造成 的 变化 ， 你 能 得 出 什么 结论 ? 

以 下 MATLAB 语句 使 用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 法 生成 一 个 28 阶 FIR 低 通 数字 滤波 器 ， 并 满足 下 列 
指标 。 


F x ((0 .3 .4'1]):; 28 低 通 

M = ([11 0 01); 抽样 频率 1000Hz 

N = 28; 通 带 0—150Hz 

num - firpm(N, F, M); 通 带 波动 0. 03 

den = 1; 阻 带 200~500Hz 
阻 带 波动 0. 03 


利用 MATLAB 构建 一 个 满足 相同 指标 的 最 小 阶 数 椭圆 数字 滤波 器 。 分 别 在 同一 图 中 画 出 两 个 滤 
波 器 的 幅度 曲线 和 相位 曲线 。 画 出 通 带 和 阻 带 的 分 解 视 图 并 标 出 阶 数 。 
已 知 巴特 沃 斯 模拟 滤波 器 的 传输 函数 如 下 


Hs (s) ——N i 
IIG-2 
式 中 ，K 是 增益 常量 ，p; 表示 s 左 半 平 面 的 极点 ， 可 能 是 复数 。 
证 明 当 对 该 传输 函数 应 用 双 线 性 变换 后 ， 得 到 的 = 域 传输 函数 在 一 一 1 处 总 有 六 个 零点 。 


已 知 一 个 6 阶 巴 特 沃 斯 模拟 滤波 器 ， 其 在 f=900Hz 处 增益 为 1//2， 其 在 1900Hz 处 增益 是 多 少 ? 
一 个 巴特 沃 斯 低 通 滤 波 器 如 图 P6. 24 所 示 。 其 中 给 出 了 滤波 器 的 幅度 曲线 以 及 过 渡 带 的 放大 图 。 
根据 图 P6. 24 中 所 示 ， 计 算 滤波 器 的 阶 数 。 





P6.24 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 


一 个 8 阶 巴 特 沃 斯 模拟 滤波 器 的 截止 频率 为 2500Hz， 其 在 2575Hz 处 的 增益 是 多 少 ? 
巴特 沃 斯 低 通 模拟 滤波 器 的 阶 数 N 可 由 下 式 得 到 


N = _ln(Ks/K,) 
2InCf ios / fons) 


wem eT — oe 
式 中 , Ky = Gop 1' Ks = O/RISD 71. 


(a) 车 faop /fess 及 Rs 保持 不 变 ， 假 设 RetopK<1 H Res Kl, R N 5 Ras HRR. 
(b) Zi fa /fwss 及 Rs 保持 不 变 ， 假 设 ReropK1 H Ras Kl, R N 5 Rep HKAK « 

(c) 车 Res E Rs 保持 不 变 ， 假 设 Raol H Ras Kl, RN B Fstop / fos MRA « 

(d) 利用 (al) 、(b) 和 (c) 得 出 的 关系 ， 判 断 下 列 哪 些 变化 将 大 幅 降低 滤波 器 所 需 的 阶 数 : 
(i) 将 Rs 减 小 10% 

(ii) 将 Rswowp 减 小 10% 

(iii) 将 Soop / Fass WZ 10% 

说 明理 由 。 
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6.27 求 满足 下 列 频 率 指标 的 最 低 阶 的 巴特 沃 斯 数字 低 通 滤波 器 ， 抽 样 频率 为 22050Hz: 

通 带 从 0Hz 到 1500Hz， 波 动 不 高 于 0.05; 阻 带 从 2000Hz 到 无 穷 ， 波 动 不 高 于 0. 01。 
6.28 已 知 某 10 阶 巴特 沃 斯 滤波 器 在 频率 492Hz 处 的 幅度 响应 为 0.98， 求 其 截止 频率 。 
6.29 设计 一 个 满足 下 列 指标 的 切 比 雪夫 数字 低 通 滤波 器 : 


类 别 低 通 

通 带 0~2000Hz 

通 带 波动 0.01 

阻 带 2700Hz~ f./2 
阻 带 波动 0. 03 


抽样 频率 11025Hz 


利用 MATLAB 中 的 chirp 函数 生成 一 个 扫 频 余弦 波 (Cswept cosine wave) 如 下 : 
t=0:T:2; $ 2 secs @ fs sample rate 
u=chirp(t,0,2,fs/2, 'linear'); 
利用 MATLAB 中 的 filter 函数 将 该 扫 频 余弦 波 应 用 于 切 比 雪夫 滤波 器 。 绘 制 filter 函数 的 时 
域 输出 。 该 时 域 输出 与 切 比 雪夫 滤波 器 的 幅 频 特性 曲线 存在 什么 关系 ? 
6. 30 P6. 30 所 示 为 切 比 雪夫 模拟 低 通 滤波 器 的 通 带 ,求解 滤波 器 的 阶 数 并 加 以 说 明 。 


1.01 





1.00 
*8 
E: 
0.99 | 
0.984 
频率 (Hz) 频率 (Hz) 
a) b) 


图 P6. 30 切 比 雪夫 模拟 低 通 滤波 器 的 通 带 


6.5 节 
6.31 给 出 一 个 z 域 的 传输 函数 ， 以 什么 值 蔡 换 z 可 确定 传输 函数 在 0OHz、fs/2 以 及 fs/4 处 的 增益 ? 
6.32 求 出 下 列传 输 函 数 在 f —0Hz 与 f= f./2 处 的 幅度 及 相位 值 。 


-一 Se 三 so M 
(a) Hon — Ed ero? [5] Hoo oo rE 


(c) H(z) = 


zi 
(z— 1)? 
6.33 求 开 的 值 ， 使 得 0Hz 处 的 |HCGO|— 1. 


Hd KG--D* 


z! — 1. 5852? +1. 116z— 2. 890 
6.34 (a) 试 证 明 任何 z 域 传输 函数 ， 其 为 实 系数 且 在 一 十 1 处 没有 极点 和 零点 ， 则 其 在 0Hz 处 必 有 0° 
或 180 的 相 移 。 
(b) 试 证 明 任何 稳定 系统 的 = 域 传 输 函 数 ， 其 为 实 系数 ， 且 零点 在 单位 圆 内 或 单位 圆 上 ， 并 在 * 一 十 1 
处 有 六 个 零点 ， 则 其 在 0Hz 处 必 有 士 0 的 相 移 。 
6.35 假设 有 一 个 稳定 的 数字 滤波 器 ， 若 令 传输 函数 中 的 * 一 1， 则 函数 值 为 一 15。 
(a) 在 0Hz 处 的 相 移 是 多 少 ? 
(b) 脉冲 响应 的 终 值 为 多 少 ? 
(c) 若 阶 路 信号 的 幅 值 为 0.5， 则 其 阶 跃 响应 的 终 值 为 多 少 ? 


之 十 工 
à — 5 x H eun T ai E . 频率 为 20000Hz, 
6.36 ”信号 z(D = 2sin(2x50001) 经 过 传输 函数 为 H(z) 2 下 1 的 系统 。 若 抽样 频率 


求 输出 信号 的 幅度 及 相位 。 


6. 37 


6. 39 


6. 42 


6. 43 


6. 44 


已 知 传输 函数 如 下 
H(z) = 


回答 下 列 问题 : 
(a) 该 滤波 器 是 低 通 、 高 通 、 带 通 还 是 带 阻 ? 
(c) 系统 是 否 稳定 ? 
(e) 该 滤波 器 阶 牙 响应 的 终 值 是 多 少 ? 
已 知 传输 函数 如 下 


H(z) = 


回答 下 列 问 题 : 

(a) 该 滤波 器 是 低 通 、 高 通 、 带 通 还 是 带 阻 ? 
(b) 该 滤波 器 的 阶 数 是 多 少 ? 

(c) 系统 是 否 稳定 ? 

(d) 求 该 滤波 器 对 应 的 差分 方程 。 

(e) 该 滤波 器 阶 跃 响应 的 终 值 是 多 少 ? 

(f) 该 滤波 器 脉冲 响应 的 前 两 项 是 什么 ? 


zc 


z 4-1. 2z 4- 0. 52 


(b) 该 滤波 器 的 阶 数 是 多 少 ? 
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(d) 求 该 滤波 器 对 应 的 差分 方程 。 
(f) 该 滤波 器 脉冲 响应 的 前 两 项 是 什么 ? 


z--r1 


z^ — 1. 2z 4- 0. 52 


假设 有 一 个 信号 ， 其 幅度 变化 范围 位 于 十 1 一 一 1V， 该 信号 
被 频率 为 60Hz 幅度 为 士 10V 的 噪声 干扰 。 若 要 将 噪声 降 到 信 
号 幅度 的 士 2% 以内， 滤波 器 的 通 带 和 阻 带 的 衰减 应 为 多 少 


分 贝 ? 


一 个 与 你 有 浪漫 关系 的 人 发 给 你 一 个 . wav 格式 的 文件 ， 这 
是 来 自 南 太 平 洋 诸 岛 的 音乐 。 遗 憾 的 是 ， 它 被 60Hz 的 电力 
线 噪声 所 干扰 。 若 信号 与 噪声 的 幅度 范围 都 是 位 于 十 1V ~ 
1V 之 间 ， 而 你 要 将 这 60Hz 的 电力 线 噪 声 降 到 信号 幅度 的 
2% 以 内 ; 阻 带 衰减 应 为 多 少 分 贝 才能 保持 这 段 浪漫 史 ? 

对 图 P6. 41 中 每 个 平面 的 零 极 点 图 ， 使 用 几何 分 析 法 绘制 


各 自 的 幅度 和 相位 的 近似 曲线 。 


已 知 一 个 极 /零点 图 ， 其 在 x 二 一 1 处 有 一 个 零点 ， 在 z=4t)j 
处 有 复 零点 ， 且 在 原点 有 三 个 极点 。 写 出 两 个 拥有 这 样 零 极 


点 图 的 其 他 传输 函数 。 


SE Ming E. 
a 1 k F 
/ | ` r l ` 
. Ele ' i : 
i 
、 了 * 1 i 
N I 4 4 i j 
l P. z 
EN NS sn Aye? 
a) b) 
-+ ^S ARES, 
ri | / | 
dept  L-—--- 
a oe: ~ ie; 
X 1 g 、 | / 
4-77 PS. 1 p 
c) d) 
2M ennt 
了 | ` / | as 
f D t ` 
一 一 一 一 二 一 一 十 eae SS 
x | = / . I ^ 
"Nd Melle) 
e) D 
P6.41 确定 每 个 极 /零点 图 的 
近似 幅度 和 相位 曲线 


构建 一 个 系统 ， 其 在 0. 6 土 j0. 5 处 有 一 个 复 零点 且 在 原点 有 两 个 极点 。 写 出 三 个 与 该 系统 具有 同 


样 幅度 曲线 的 传输 函数 。 


P6. 44 所 示 为 两 个 系统 的 频率 响应 曲线 。 针 对 每 个 曲线 回答 下 列 问题 : 





a 
"各 


(a) 由 图 P6. 44 可 推断 出 哪些 零点 ? 
(c) 系统 是 否 稳定 ? 
(e) 它 是 FIR 滤波 器 还 是 IIR 滤波 器 ? 





频率 (Hz) 
b) 


图 P6. 44 ”两 个 系统 的 频率 响应 曲线 


(b) 由 图 P6. 44 可 推断 出 哪些 极点 ? 
(d) 系统 是 否 因果 ? 
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6.6 # 
6.45 MATLAB 中 的 poly 函数 可 将 极点 或 零点 向 量 转 变 为 可 在 频率 空间 表示 的 多 项 式 。 创 建 m SCE, Hih 
图 像 如 图 P6. 45 所 示 。 若 调整 m 文件 中 的 部 分 值 ， 即 可 改变 极点 和 零点 的 位 置 ， 且 可 以 从 频率 空间 中 
看 到 改变 的 效果 。 利 用 此 方法 设计 一 个 满足 以 下 指标 的 低 通 滤波 器 : 抽样 频率 f= 二 11025Hz， 通 带 边界 
为 2000Hz， 阻 带 边界 为 2800Hz， 通 带 及 阻 带 波动 为 0. 05。 





fs = 11025; 

fps = 1700; Rps = .05; 

fst = 3000; Rst = .05; 

pl = .78*exp(j*pi*.35) ; 

p2 = conj (p1); 

p3 = 0.35*exp(j*pi*.17); 

p4 = conj (p3); 

Ps = [pl p2 p3 p4 ]; 

LI 

Z1 = -1; 

Za = -1; 

z3 = exp(j*pi*.7); 

z4 = conj(z3); 

|. Z8. [zl1.z2 23 24]; 

e s den poly(Ps); 


num - poly(Zs); 

[H f] = fregz(num,den,1024,fs); 
figure (1) ;clf 

subplot (1, 2, 1); 
zplane(num, den); 

subplot (1, 2, 2); 

plot (f, abs(H)/max(abs(H))); 
xlabel('frequency in Hz'); 
ylabel('Gain'); 

line([0 fps], [1-Rps 1-Rps]); 
line([fst fs/2],[Rst Rst]); 


图 P6.45 利用 极 / 零 点 位 置 设计 滤波 器 的 MATLAB 界面 。 编 辑 器 为 m 文件 ，ps 和 zs 分 别 是 
极点 和 零点 组 成 的 向 量 。 改 变 极 点 和 零点 的 位 置 后 运行 m 文件 即 可 得 到 极 / 零 点 分 布 
及 其 频率 响应 


6.46 某 理 想 滤波 器 的 脉冲 响应 为 

或 |^[n]| = 1/2)” 

利用 Pade 法 设计 一 个 数字 滤波 器 ，f; 二 11025Hz。 选 取 M== N= 二 4。 回 答 下 列 问 题 ; 

(a) 需要 多 少 个 方程 ? 

(b) 滤波 器 为 多 少 阶 ? 

(c) bo 值 是 多 少 ? 

(d) Pade 法 中 有 一 个 矩阵 方程 形 如 Ax— b. REE A. 

(e) 利用 MATLAB 求 解 滤 波 器 的 频率 响应 。 
6.47 ” 写 出 滤波 器 分 子 和 分 母系 数 的 Pade 方 程 ， 其 中 N=3，M=3， 理 想 滤波 器 为 

h[n] = {0.05874,0. 24544,0. 40875,0. 32218,0. 06298, — 0. 10723, 
— 0. 08514,0. 02305,0. 07536,0. 03961，…} 
利用 MATLAB 求 出 频率 响应 。 
6.48 理想 滤波 器 脉冲 响应 如 下 
h(nT) = {hO,hl,h2,h3,h4,h5,..)} 

di M=1, N=2, AFA Pade 法 写 出 IIR 滤波 器 系数 的 矩阵 方程 。 e 
6.49 利用 Pade 法 生成 了 下 列 矩阵 的 方程 组 。 回 答 下 列 问题 ; 

(a) M 5 N 分 别 是 多 少 ? 

(b) 生成 这 组 方程 的 理想 脉冲 响应 前 6 项 是 什么 ? 

(c) 利用 这 组 方程 构建 的 滤波 器 的 脉冲 响应 前 6 项 是 什么 ? 


6.745 
6. 50 


6.51 
6. 52 
6. 53 


6. 54 
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一 个 交流 电动 机 使 用 电压 为 120V、 频 率 为 60Hz 的 交流 电源 供电 。 电 枢 电阻 与 电 枢 温度 成 比例 。 为 了 确 
定 电动 机 旋转 (动态 ) 时 的 温度 ， 给 电 枢 输入 一 个 小 的 直流 电 。 和 希望 通过 去 除 电 枢 电压 的 交流 分 量 来 恢复 
直流 电压 。 直 流 电压 约 为 100mV， 所 要 求 的 测量 误差 不 能 高 于 士 5% 。 确 定 适当 的 滤波 器 指标 。 

低 通 滤 波 器 的 截止 频率 常设 定 在 幅度 曲线 的 3dB 处 。 证 明 3dB 处 对 应 半 功 率 点 。 

假若 增益 在 线性 刻度 下 按照 10 的 倍数 改变 ， 则 在 dB 刻度 下 相应 地 按照 多 少 变化 ? 

为 了 说 明 梳 状 滤波 器 的 应 用 ， 利 用 MATLAB 生成 一 个 带 噪声 的 方 波 并 将 其 通过 一 个 梳 状 滤波 器 ， 
该 梳 状 滤波 器 峰值 增益 出 现在 方 波 的 基 波 和 奇数 谐 波 的 频率 位 置 。 以 下 MATLAB 代码 可 用 于 生 
成 方 波 并 倒 加 噪声 。 


tNoisySquare.m 

fs = 44100;T = 1/fs; % Sample frequency is 44,100 Hz 
f0 = fs/20;TO = 1/f0; % Square wave at 2,205 Hz 

t = 0:T:40*TO; 

SqWv = square(2*pi*fO0*t); 


figure (1) ;clf; 

subplot (2, 1, 1); 

plot (t, SqWv) ; 

axis([0 10*TO -1.5 1.5]); 

% Add Noise to the wave 

Noise - .75*(rand(1, length(SqWv))-.75); 
NoisWv = SqWv + Noise; 

subplot (2, 1, 2); 

plot (t,NoisWv) ; 

axis([0 10*TO -1.5 1.5]); 


因为 本 题 中 的 方 波 基 频 是 抽样 频率 的 1/20， 所 以 可 用 10 阶 梳 状 滤波 器 。 采 用 一 0. 99 的 值得 
到 梳 状 滤波 器 的 传输 函数 如 下 
z? —1 
z!^ +0.99” 
利用 MATLAB 中 的 filter KAA A RS BO 7; Uk fae SWEAT UE DK. Re fa SE 
谱 ， 滤 波 器 的 频率 响应 以 及 滤 除 噪声 后 的 方 波 信号 的 幅度 谱 。 解 释 为 什么 此 过 程 没 有 完全 滤 除 方 
波 信号 的 噪声 。 
下 列 MATLAB 代码 生成 一 个 频率 为 80Hz 并 含有 白 噪 声 的 方 波 信号 的 样 点 序列 ， 带 宽 约 为 1000Hz。 设 
计 一 个 梳 状 滤 波 器 恢复 该 方 波 500Hz 内 的 基 波 及 其 奇数 谐 波 。 利 用 MATLAB 中 的 filter 函数 仿真 方 波 
通过 梳 状 滤波 器 的 结果 ， 并 画 出 含 噪声 的 原 方 波及 降 噪 后 的 方 波 。 
t = 0:.001:2.5; 
% 30 Hz, 50% duty cycle 0 to 1. 
y = (square(2*pi*80*t,50) + 1)/2; 
% White noise 
y = y + (rand(i,length(y)) - .5); 
% Band limit with 4'' order Butterworth filter 
[num den] = butter(4,2*pi*500,'s'); 


Has) = K 


sys = tf (num,den) ; 

% lsim simulates passing y through Butterworth filter 
yf = lsim(sys,y,t); 

% yf is the band limited square wave vector 
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6. 55 


利用 与 习题 6. 53 类 似 的 梳 状 滤波 器 ,7 值 为 0. 995。 
对 于 一 个 截止 频率 为 12000Hz、 抽 样 频 率 为 44100Hz 的 3 阶 巴特 沃 斯 数字 滤波 器 ， 其 相位 曲线 在 
通 带 非 线性 。 试 证 明 通 过 级 联 一 个 全 通 滤波 器 可 对 其 进行 修正 ， 全 通 滤波 器 的 传输 函数 为 
—0.4(z — (/r)) 
Ha (z) IÍ 


zr 





AP, r=0.4, 
利用 MATLAB 画 出 原 巴 特 沃 斯 数字 滤波 器 及 其 级 联 后 滤波 器 的 幅度 和 相位 曲线 。 
一 个 2 阶 全 通 数字 滤波 器 的 传输 函数 为 
z—2.9 z—2.5 


Make) SE cr 25,4 


(a) 这 个 滤波 器 对 于 近似 的 频带 中 心 造 成 的 相 移 是 多 少 ? 
(b) K 值 为 多 少时 使 整个 频带 的 增益 为 1? 
已 知 一 个 单 级 全 通 数 字 滤 波 器 的 传输 函数 为 


H(z) ams 一 








0. 8z 十 1 
z+0.8 





回答 下 列 问 题 : 

(a) 该 滤波 器 在 整个 频带 的 增益 是 多 少 ? 

(b) 若 两 个 这 样 的 单 级 全 通 滤 波 器 级 联 为 一 个 二 级 全 通 滤波 器 ， 则 其 对 近似 的 频带 中 心 造成 的 最 
大 相 移 是 多 少 ? 

利用 几何 方法 说 明 ， 谐 振 器 与 陷 波 滤波 器 关于 带宽 有 几乎 相同 的 计算 方程 。 

求 出 下 面 陷 波 滤波 器 的 带宽 。 选 取 f.— 10000Hz, 


z? — 1. 4142z + 1 
z? — 1. 3435z + 0. 9025 


一 个 陷 波 滤波 器 在 400Hz 处 的 衰减 为 92dB， 频 带宽 度 为 20Hz。 若 在 400Hz 处 有 幅度 为 1V 的 品 
声 ， 经 过 该 滤波 器 后 噪声 的 幅度 是 多 少 ? 

假如 我 们 需要 设计 一 个 陷 波 滤波 器 来 去 除 60Hz 的 电力 线 噪声 ， 抽 样 频率 为 1000Hz， 带 宽 为 4Hz， 
传输 函数 如 下 : 


H(z) 一 


z? 一 1.8596z 十 1 
好 一 1.8362z 十 0.97502 
(a) 若 电力 线 的 频率 实际 为 59. 5Hz 而 不 是 60Hz， 估 算 此 频率 点 的 分 贝 衰减 。 
(b) 重新 设计 陷 波 滤波 器 ， 使 得 当 陷 波 中 心 为 60Hz 时 ，59. 5Hz 处 至 少 有 20dB 的 衰减 。 
某 陷 波 滤波 器 的 传输 函数 为 


H(z) = 


H(z) = K 


z? — 1. 732050808z+1 

z? — 1. 69740979z + 0. 9604 

车 抽样 频率 fs 二 11025Hz， 该 陷 波 滤波 器 的 中 心 频率 和 带宽 是 多 少 ? 

已 知 某 谐振 器 在 z—1 及 z— —1 处 有 零点 ，z 二 0. 49018 十 j0. 84902 处 有 极点 。 若 抽样 频率 为 8000Hz， 该 

谐振 器 的 中 心 频率 和 带宽 是 多 少 ? 

试 求 数字 谐振 器 的 z 域 传输 函数 ， 已 知 该 谐振 器 有 一 对 复 极点 和 一 对 复 零点 ， 抽 样 频 率 为 300Hz， 

谐振 频率 在 60Hz 处 且 带 宽 为 2Hz。 

试 求 一 个 简单 谐振 器 的 极点 和 零点 位 置 ， 已 知 中 心 频率 为 400Hz， 带 宽 为 20Hz， 抽 样 频率 为 3000Hz。 

结果 以 矩形 格式 排列 。 

若 低 通 和 高 通 滤 波 器 级 联 ， 且 有 相同 的 截止 频率 ， 结 果 将 为 带 通 滤波 器 ， 其 增益 在 截止 频率 处 为 0. 5。 

(a) 根据 以 上 所 述 ， 采 用 一 个 12 阶 低 通 和 一 个 12 阶 高 通 的 巴特 沃 斯 滤波 器 设计 一 个 带 通 滤波 器 ， 
其 中 心 频率 为 2000Hz。 归 一 化 带 通 滤波 器 使 得 最 大 增益 为 1， 并 利用 MATLAB 画 出 幅度 曲 
线 。 抽 样 频率 为 11025Hz。 | 

(b) 若 高 通 滤波 器 的 截止 频率 上 升 而 低 通 滤波 器 的 截止 频率 下 降 ，(a) 所 设计 的 带 通 滤波 器 形状 将 
会 如 何 变 化 ? 

(c) 若 高 通 滤 波 器 的 截止 频率 下 降 而 低 通 滤波 器 的 截止 频率 上 升 ，(a) 所 设计 的 带 通 滤波 器 形状 将 
会 如 何 变 化 ?根据 低 通 和 高 通 滤波 器 的 截止 频率 描述 所 得 带 通 滤波 器 的 带宽 ， 说明 带 通 滤波 
器 的 阻 带 波动 与 低 通 和 高 通 滤波 器 的 阻 带 波动 的 关系 。 
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第 6 章 IIR 滤波 器 设计 与 分 析 


若 低 通 和 高 通 滤波 器 并 联 ， 且 低 通 滤波 器 的 截止 频率 低 于 高 通 滤波 器 的 截止 频率 ， 则 结果 为 带 阻 

滤波 器 。 

(a) 根据 以 上 所 述 ， 采 用 一 个 12 阶 低 通 和 一 个 12 阶 高 通 的 巴特 沃 斯 滤波 器 设计 一 个 带 阻 滤波 器 ， 
其 中 心 频率 为 2000Hz。 设 置 低 通 滤波 器 的 截止 频率 为 1000Hz 而 高 通 滤波 器 的 截止 频率 为 
3000Hz。 利 用 MATLAB 画 出 所 得 带 阻 滤波 器 的 幅度 曲线 。 抽 样 频率 为 11025Hz。 

(b) 若 高 通 滤波 器 的 截止 频率 低 于 低 通 滤波 器 的 截止 频率 ，(a) 所 设计 的 带 阻 滤波 器 形状 将 会 如 何 
变化 ? 

现 有 两 个 数字 滤波 器 Hi (z) = 


滤波 器 的 极点 将 会 出 现在 哪里 ? 

一 个 带 有 8 位 A/D 转换 器 的 系统 用 以 实现 数字 带 阻 滤波 器 。 该 带 阻 滤波 器 的 阻 带 增益 比 通 带 低 
90dB， 通 带 波动 为 0.05。 这 样 安排 有 什么 问题 ? 

车 h[nj] 二 {1221}，g[n] 二 {1 3 4 3 1)},， 试 证 明 卷 积 h[n]x g[nj] 二 pLnj 可 看 作 两 个 多 项 式 的 乘积 ， 
HH, A[n]— Ż +22? +224+1, m ginJ= z!--32--4z 十 3z 十 1 。 

某 = 域 传输 函数 如 下 ,， 求 K M K 的 值 ， 使 得 系统 在 1000Hz 时 为 振荡 器 ， 假 如 抽样 频率 为 11025Hz。 
利用 MATLAB 求解 脉冲 响应 ， 并 确认 系统 在 1000Hz 时 振荡 。 


H(z) = we ae p. 
2+K,<+ kK, 


设计 一 个 11 阶 椭圆 滤波 器 ， 通 带 为 0~150Hz， 通 带 和 阻 带 波动 为 0. 001， 抽 样 频率 为 1000Hz。 
以 该 滤波 器 的 脉冲 响应 (前 30 项 ) 作 为 Prony 法 的 理想 滤波 器 。 利 用 MATLAB 以 Prony 法 构建 数 
字 滤 波 器 ， 其 分 子 与 分 母 有 相同 的 阶 数 ， 且 阶 数 从 8 变化 到 11。 在 同一 图 中 绘制 不 同 阶 数 所 对 应 
滤波 器 的 响应 及 其 理想 滤波 器 的 响应 。 

已 知 RLC 电路 的 脉冲 响应 为 


Ni (z) 


gen N) 相 并 联 ， 相 比 原来 的 两 个 滤波 器 ， 该 并 联 


D: (2) 





, H, Cz) = 





A(t) = e [2coslwat) + 3sin lwat) | 
FE, £.—2000x, r=0. 001, 
(a) 选择 抽样 频率 为 10000Hz， 并 在 时 域 画 出 脉冲 响应 曲线 。 
(b) 利用 MATLAB 的 deconv 函数 求 其 道 滤波 器 的 脉冲 响应 。 并 在 时 域 画 出 逆 滤 波 器 的 脉冲 响应 
曲线 。 
(c) 利用 Prony 法 设计 IIR 逆 滤 波 器 ， 其 中 M= N=2。 
数字 滤波 器 的 实现 方程 由 以 下 表示 式 给 出 
y = X - X2; 
y = y - 1.84*yl - .9678*y2; 
x2 = 
y2 = yljyl = yi 
(a) 求解 此 滤波 器 的 传输 函数 。 
(b) 指出 该 滤波 器 是 全 通 、 低 通 、 高 通 、 带 通 还 是 带 阻 ? 
以 下 MATLAB 代码 生成 长 度 为 1s 的 sinc 脉冲 串 。 该 信号 被 线性 调频 (chirp) 噪 声 干扰 。 
sincl = @(t1) sinc(100*t1); 
fs = 10000;T = 1/fs; 
t = O:T:1; 
d = [(.1:.1:.8); exp(-.5:-.5:-4)]'; 
ptrain = 2*pulstran(t, d, sincl) ; 


x1;x1l = x; 


y = ptrain; 
yn = ptrain + chirp(t, 100, 1, 4500); 

利用 满足 下 列 指标 的 滤波 器 可 有 效 滤 除 噪声 : 通 带 和 阻 带 波动 三 0.01; 通 带 边界 100Hz; BH 
带 边 界 150Hz， 抽 样 频 率 10kHz。 设 计 满足 指标 且 阶 数 最 小 的 滤波 器 。 利 用 MATLAB 中 的 filter 
函数 滤 除 噪声 以 恢复 信号 ， 并 在 同一 幅 图 中 画 出 原始 信号 及 恢复 后 的 信号 。 
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第 / 章 
抽样 速率 转换 


在 进行 模拟 -数字 转换 时 ， 常 在 DSP 系统 的 前 端 使 用 过 抽样 技术 ， 从 而 降低 抗 混 释 滤 
波 器 的 要 求 ， 而 在 DSP 系统 的 末端 ， 通 常 也 会 使 用 过 抽样 技术 (在 4. 2 T P hi EE UE UE 
中 已 有 介绍 ) 以 降低 抗 镜 像 滤 波 器 的 要 求 。 在 信号 只 包含 较 低 频率 信息 的 情形 下 ， 应 降低 
其 抽样 速率 ， 该 操作 称 为 抽取 ， 也 称 为 降 抽样 。 

对 信和 号 进行 降 抽样 时 ， 注 意 不 要 产生 混 堆 ， 当 新 的 抽样 频率 小 于 信和 号 最 高 频率 两 倍 时 ， 
会 产生 频谱 混和 至 现象 。 而 对 信号 进行 升 抽 样 时 ， 新 的 信号 频谱 将 包含 原 信和 号 的 镜像 频谱 。 

在 集成 系统 中 ， 经 常会 出 现 以 某 一 速率 抽样 的 信号 输入 到 另 一 不 同 抽样 速率 的 模块 的 情 
况 ， 因 而 降 抽 样 和 升 抽样 具有 重要 的 作用 。 本 章 将 详细 介绍 抽样 速率 改变 的 频 域 特征 及 其 实 
现 过 程 ， 同 时 探讨 已 抽样 的 输入 信和 号 在 其 抽样 速率 改变 时 将 会 发 生 怎样 的 变化 。 


7.1 整数 抽取 


抽取 一 词 来 源 于 拉丁 文 ， 其 原意 为 “每 十 个 中 去 除 一 个 ”， 正 如 很 多 英文 单词 一 样 ， 由 于 
用 来 表示 其 他 意思 太 久 以 至 于 其 他 意思 已 经 取代 其 原意 。 在 数字 信号 处 理 中 ， 抽 取 的 意思 是 
指 以 某 一 数值 降低 抽样 速率 ， 该 值 通常 为 f 30H: 
整数 。 如 果 降 低 抽样 速率 ， 奈 奎 斯 特 频率 
降低 相同 的 倍数 ， 那 么 之 前 抽样 时 信和 号 频谱 
没有 出 现 混 秋 ， 在 降低 抽样 速率 后 信号 频谱 P 
中 可 能 出 现 混 敌 。 因 而 ， 需 要 在 信号 降 抽样 
前 加 入 低 通 抗 混 秋 滤波 器 ， 称 其 为 抽取 器 。 一 一 一 
整数 倍 抽取 可 通过 去 除 信 和 号 中 部 分 抽样 时 间 CO 
点 来 实现 。 例 如 : 为 实现 3 倍 抽取 ， 则 每 三 f. 10Hz 
个 点 中 去 除 两 个 抽样 点 ， 如 图 7. 1 所 示 。 1 A 
we, san Drawer. os. lea ae ahr 
AE E cu 
5 25 

















个 抽样 点 的 平均 值 作为 新 的 抽样 值 比 直 时 | 
接 删 除 前 D 一 1 个 抽样 点 要 好 。 这 个 处 理 d | 
过 程 等 价 于 将 信号 先 通 过 一 个 长 度 为 D a OR — 
的 滑动 平均 滤波 器 ， 然 后 每 D 个 抽样 点 时 间 (=) 
AER D—1 个 抽样 点 。 正 如 第 5 章 所 述 ， T T 
尽管 滑动 平均 滤波 器 计算 效率 很 高 ， 但 其 图 7.1 每 三 个 点 去 除 两 个 抽样 点 实现 3 倍 抽取 
并 不 是 一 个 很 好 的 低 通 滤波 器 。 

软件 上 ， 可 以 使 用 模 除 运算 实现 抽取 ， 使 用 计数 器 跟踪 需要 保存 哪个 抽样 点 ， 需 要 删 
除 哪 个 抽样 点 。 降 抽样 的 伪 代 码 实现 如 下 : 


unsigned integer count = 0; 
loop every T seconds //T is the original signal period 
if(count mod D is zero) //D is the down-sample factor 
Get this sample — x 
output x 
count = count + 1 
bottom of loop 
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抽取 器 前 端的 抗 混 秋 滤波 器 用 来 滤 除 可 能 产生 混 秋 效应 的 频率 。 这 里 的 抗 混 秋 滤波 器 
是 一 个 数字 滤波 器 一 一 不 是 在 抽样 之 前 滤 除 频率 大 于 f./2 的 那个 模拟 滤波 器 。 如 果 原 信 
号 的 抽样 频率 为 上 六， 进行 卫 倍 降 抽样 ， 则 抗 混 到 滤波 器 需 滤 除 信号 中 大 于 A/(2D) 的 频 
率 。 理 想 的 抗 混 秋 滤波 器 具有 以 下 频率 响应 特性 : 

_ fl, 0x f & f./ (2D) 
Haa(f) = 0， 其 他 

AF, D 为 抽取 倍数 。 

抽取 不 是 一 个 时 不 变 过 程 。 时 不 变 系统 要 求 输入 信号 的 时 移 在 其 输出 端 产生 相同 的 时 
移 。 输 入 信号 xzLnj]， 产 生 的 输出 为 y[z]， 若 系统 为 时 不 变 系 统 ， 则 信和 号 cink] E R 
输出 为 yLn 一 £]。 对 于 抽取 器 ，y[n] 二 xzLnD], 但 是 yLn 一 8 二 xL(n 一 &)D] 并 不 等 于 
ZX[nD 一 k]， 因 此 抽取 不 是 时 不 变 系 统 ， 但 其 是 线性 系统 。 

chirp 信号 的 创建 和 抽样 

使 用 MATLAB 创建 一 个 chirp 信号 ， 其 频率 范围 为 10 ~ 2000Hz, 抽样 率 为 
11025Hz, 不 通过 滤波 分 别 进行 2 倍 和 4 倍 降 抽样 ， 观 察 混 释 效应 。 

解 : 原 信号 使 用 如 下 MATLAB 代码 产生 : 

N= 1000; 

fs = 11025;T = 1/fs; 

t = 0:T: (N-1)*T; 

Y = chirp(t, 10, (N-1)*T, 2000); 

subplot(1, 2, 1); 

stem(t, y, 'MarkerSize', 1); 

title('Chirp signal'); 

subplot(1, 2, 2); 

yDFT - fft(y); 

f = 0:fs/N:fs-fs/N; 

yDFTNorm = abs (yDFT) /max (abs (yDFT) ) ; 

plot(f, yDFTNorm) ; 


在 MATLAB 中 ， 可 以 使 用 downsample 函数 来 不 通过 滤波 降低 抽样 频率 ; 


yDn = downsample(y, 2); *Down-sample by a factor of 2. 


结果 如 图 7.2 所 示 。 4 


7.1.1 降 抽 样 后 信号 的 频谱 


Zz[nT] 为 连续 时 间 信 号 x(2) 的 抽样 后 信号 ， 抽 样 频率 为 ws， 则 zLnT] 的 频谱 为 : 
X(T) = 于 5 X cont Lj (w — nws) ] 


AF, Xon Go) Æ xz CO EO, TL, z[nT A] dde Xon (jw) 的 周期 化 ， 周 
期 为 Ws o 

如 果 对 信号 zxLnTj 进 行 D 倍 降 抽样 ，D 为 整数 ， 新 的 抽样 频率 wp 一 ws/D， 降 抽样 后 
信号 为 xalnTp], 其 中 Tp 二 TXD 为 新 的 抽样 周期 。 

zxdLzTpj] 的 频谱 为 : 


-— 


X, Ce») = oY) Xe[j(o 一 mso)] 


从 以 上 公式 可 见 ， 降 抽样 后 信号 zsLnTpj 的 频谱 仍 是 Xon (jw) 的 周期 化 ， 但 其 周期 为 wsp。 
图 7. 3 所 示 为 一 个 带 限 信号 的 3 倍 降 抽 样 。 
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chirp 信 号 chirp 信 号 的 频谱 
1 
1 
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图 7.2 图 a 为 原始 chirp 信号 ， 其 抽样 率 为 11025Hz， 图 b 为 原始 信号 的 频谱 ， 图 < 和 d 为 2 倍 
抽取 后 信号 的 时 域 和 频 域 表 示 ， 由 于 信号 大 部 分 频率 低 于 fs/2, NADERA. B eM f 
为 4 倍 抽取 后 信号 的 时 域 和 频 域 表 示 ， 频谱 存在 明显 的 混 叠 


Xeont(jo) 连续 时 间 信 和 号 频谱 





a) 连续 时 间 信 号 的 频谱 
以 om 抽样 后 的 信号 频谱 







Xeje7) 
UT 


b) 抽样 后 信号 的 频谱 
以 ws 抽样 后 的 信号 频谱 





So 5 


c) 降 抽 样 后 信号 的 频谱 
图 7.3 带 限 信号 的 3 倍 降 抽样 
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从 图 7. 3 中 可 以 看 出 ， 可 以 将 降 抽 样 后 的 信号 频谱 用 集合 来 表示 ， 每 一 个 集合 包含 D 
个 与 原 信 号 频谱 相同 的 波形 ， 集 合 S 可 写 为 : 


152 XC — mso) 
从 上 式 可 以 看 到 ，ow 平 移 了 now. WARE TE kws 后 相 加 : 
XC») = b 52 Xe DG hs, — nosp)] 
交换 求 和 的 顺序 ， 得 到 : 
Xalto) = iÀ br : HD) XS ho. — no«5)1) 
由 于 


Xe} = y Xeon [Co — nw s) ] 


iM: 


TA 
I. 
得 到 

Xi(Ceierp ) 一 1 LS xte. wnn) ] 


该 公式 给 出 了 降 抽 样 信号 频谱 相对 于 原 信号 频谱 的 数学 表达 式 。 
7.1.2 级 联 抽取 

在 许多 实际 应 用 中 ， 通 常 需要 进行 较 大 倍数 的 抽取 ， 如 大 于 10。 在 该 情况 下 ， 相 比 单 
级 抽取 ， 以 多 级 级 联 的 方式 实现 抽取 更 可 行 ， 计 算 效 率 更 高 。 级 抽取 器 级 联 的 实现 方案 
如 图 7.4 所 示 。 


|o 
a 


== 
-—'"U 


D 


Sp 


2 
x(nT) pud pude e HRE (nT) 
Non ord — Fe (a anan "| BY Nini 
图 7.4 N £R ER hl bod AL E. 8E— ERIS Cl BA A h H iE EE BRE 


二 级 级 联 抽取 器 的 实现 

信和 号 的 通 带 为 0~100Hz， 过 渡 带 为 100~150Hz， 抽 样 频率 为 20000Hz， 和 希望 将 抽样 
频率 降低 到 1000Hz， 也 即 以 D=20 抽取 ， 为 该 抽取 器 设计 抗 混 释 滤波 器 ， 要 求 其 通 带 波 
动 x, 二 0; 01， 阻 带 波动 rs=0. 001, 

解 : 采用 MTALAB 计算 单 级 抽取 时 滤波 器 的 阶 数 ， 当 采用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 滤波 器 
时 ， 计 算 所 得 阶 数 为 339 。 











5 
D,D; -Dy 


fs = 20000; 
fpass = 100; 
fstop 250; 


rpass - 0.01; 
rstop - 0.001; 

F = ([fpass fstopl); 

M = ([1 01); 

Dev - [rpass rstopl; 

[N F A W] = firpmord(F, M, Dev, fs); 
disp(N); 


使 用 二 级 级 联 抽 取 解 决 该 问题 ， 可 以 考虑 的 抽取 器 组 合 有 : 2-10, 10-2, 4-5 mk 5-4. 
图 7. 5 给 出 了 5-4 组 合 的 二 级 级 联 抽取 器 结构 图 。 
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/=4kHz 


x(nT) DER 5 倍 抽取 器 | 了 | PORA 。 | 4 倍 抽取 器 | yn) 
抽样 频率 /=20kHz| 滤波 器 1 + 滤波 器 2 | 抽样 频率 /=1kHz 


图 7.5 二 级 级 联 抽取 器 ， 第 一 个 5 倍 抽取 器 将 抽样 频率 由 20kHz 降 为 4kHz， 第 二 个 4 倍 抽取 器 将 抽样 频率 由 
4kHz 降 为 1kHz 


第 一 个 抗 混 琶 滤波 器 的 输入 信号 抽样 频率 为 20kHz，5 倍 抽取 后 ， 输 出 信和 号 的 抽样 频 
率 降 为 4kHz， 该 滤波 器 需 滤 除 可 能 产生 混 欠 的 频率 ， 即 大 于 2kHz 的 频率 。 因 此 ， 对 于 
第 一 个 抗 混 秋 滤波 器 ， 通 带 F pass = 0~100Hz, 阻 带 faam 2k He~ f./2. 

HL TF DR IS tk 7g SH TOE ae FF TT ice SEO AR — 1 UB UC iY HD HW 


保证 整个 系统 的 波动 满足 设计 要 求 。 级 联 后 抗 混 1 
释 滤 波 器 的 通 带 增益 为 1 一 rm) 二 1 一 r,。， 即 2 ii 
l— 2ra tra = 1-7, à m 














由 于 波动 很 小 ， 忽 略 平方 项 得 到 : wxün) C " 
Ty = ry/2 : 
对 于 此 例 ， 阻 带 波动 无 须 改 变 。 使 用 上 面 的 a 
参数 和 例 7-2 中 的 MATLAB 代码 ， 帕 克 斯 -麦克 ga 
莱 伦 滤波 器 所 需 的 阶 数 为 28。 at are 
第 二 个 抽取 器 的 输入 信号 抽样 频率 为 AE 


4kHz, MUS AOE UE ON LHe, RORE ae re mek ERES ET OR 


UE BL aS Uia A O~100Hz, BAT 500— f./2, 带 仍 保持 在 100Hz， 阻 带 从 fa 二 2kHs 
通 带 波动 二 0. 005， 阻 带 波动 一 0. 001， 此 参数 设 开始 

计 的 FIR 帕克 斯 -麦克 莱 伦 滤波 器 的 阶 数 为 27。 

两 个 抗 混 秋 滤波 器 的 幅度 谱 如 图 7. 6 所 示 。 < 
7.2 整数 内 插 


内 插 与 抽取 相反 ， 其 以 整数 倍增 如 信和 号 的 抽样 频率 。 内 插 通常 为 两 点 之 间 画 一 条 直 
线 ， 沿 着 直线 计算 中 间 点 的 值 。 但 在 数字 信和 号 处 理 中 ， 内 播 滤波 器 是 在 抽样 点 之 间 插 人 零 
以 增加 信和 号 的 抽样 频率 ， 然 后 将 该 结果 通过 低 通 滤波 器 以 消除 产生 的 镜像 效应 。 下 面 将 探 
讨 在 抽样 点 之 间 插 入 零 后 ， 信 号 频 域 的 变化 。 

通过 内 插 零 ， 将 以 10Hz 抽样 后 的 1Hz 的 正弦 信号 升 抽样 到 20Hz， 观 察 抽样 后 正弦 
信和 号 的 时 域 和 频 域 ， 如 图 7. 7 所 示 。 在 频 域 中 ， 可 以 看 到 在 大 /2 一 六 之 间 ， 出 现 了 镜像 
频率 。 图 7.7a 是 1Hz 的 原始 正弦 信号 ， 图 7. 7b 为 以 10Hz 抽样 后 信号 的 频谱 ，1Hz 的 正 
aS HE 9Hz 处 出 现 了 镜像 。 图 7. 7c 中 ， 在 抽样 点 之 间 插 入 零 ， 抽 样 频 率 变 为 原来 的 2 
fi. Ep 7. 7d 为 升 抽样 后 信号 的 频率 响应 ， 所 示 为 原 信 号 和 其 镜像 (9Hz) 的 炙 加 。 

图 7. 7c 所 示 为 抽样 点 间 内 插 零 后 产生 的 效果 ， 图 7. 7d 所 示 为 得 到 的 频率 响应 ， 其 并 
不 直观 。 而 图 7. 8 显示 ， 如 果 将 1Hz 和 9Hz 的 正弦 信号 相 加 ， 并 以 20Hz 的 抽样 频率 进行 
抽样 ， 将 得 到 与 图 7. 7c 相同 的 结果 。 

如 果 信 和 号 z[ 站 如 图 7.9 所 示 ， 在 抽样 点 之 间 内 插 0 后 产生 新 的 信号 yLnj]， 以 数学 形 
式 表达 为 ， 


y[0] = z[0] 
yl1] = 0 
yl2] = 2[1] 


yL3] = 0 
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3L4 = z[2] 





05 

a 0 

8 os 

0 W$- E Se 0 UT 6 8 10 
时 间 (s) 频率 (Hz) f 
. b) 在 频 域 出 现 原始 正弦 信号 的 频率 ， 
) 0.1 1Hz H 

a) 抽样 间隔 为 0.1s 的 1Hz 的 正弦 信号 同时 在 f/2 后 出 现 了 镜像 频率 

f= 20 Hz J, = 20 Hz 





" 


IS —— g Ta 


ati (s) pam "e pz 
c) 在 a 的 抽样 点 之 间 内 播 零 后 d) 内 插 零 后 的 信号 抽样 频率 增加 为 原来 的 2 倍 ， 
的 正弦 信号 ， 抽 样 周 期 降 为 0.05s 且 在 9Hz 的 地 方 出 现 原始 信号 的 镜像 
图 7.7 内 揪 零 后 抽样 正弦 信号 的 时 域 和 频 域 变化 
fsig = 1; signal 


fs = 20;T = 1/fs; 
0:4*fsig/T; 
sin(2*pi*fsig*n*T); 
Xl - sin(2*pi*fsig*9*n*T); 
subplot(2, 1, 1); 
t = 0::05:4; 
plot(t, x); 
hold on; 
plot(t, x1, E); 
xlabel('Time in seconds'); 
ylabel('voltage'); 
title('Sinusoids at 1 Hz and 9 Hz'); 
subplot(2, 1, 2); 
plot(t, x«x1); 
xlabel('Time in seconds'); 
ylabel('voltage'); 
title('Sinusoids added'); 
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Al 7.8 b 所 示 为 1Hz 和 9Hz 的 正弦 信号 ， 图 e 为 二 者 之 和 ， 如 果 以 0. 05s 对 图 c 抽样 ， 
将 得 到 与 以 0. 1s 抽样 的 1Hz 正弦 信号 ， 且 在 抽样 点 间 内 择 零 相同 的 结果 
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"| da fe 
[TS 


7.9 如 果 在 z[nj 抽 样 点 间 内 插 零 得 到 yin], BBA yLn] 可 以 表示 为 x[Lnj 的 延 时 
一 般 形式 为 








ol 





x[n/2]; n= 0,2,4,6,. 


yin] = 0; ey ee ee 





z[n]ff] = 变换 为 
Zíix[n]) = x[0]-- x[1]z! --z[2]z? te 一 2j2607 


一 般 来 说 ， 如 果 信 号 的 抽样 周期 除 以 口 ， 则 其 z 变换 下 (z) 变 为 F(z”")。 在 频率 空间 中 ， 用 
eRe, WU 变 为 频率 乘积 因子 。 实 际 上 ， 对 于 f. 的 抽样 频率 ， 信 号 通 带 为 O~ fs/2, 
如 果 将 抽样 频率 增加 到 Ufs， 则 在 OHz—Uf./2 间 将 得 到 U 个 通 带 频谱 的 重复 。 
内 插 包 含 在 信号 的 抽样 点 间 插 入 零 ， 并 将 结果 通过 低 通 滤波 器 以 去 除 镜 像 效 应 

去 除 镜 像 效 应 的 滤波 器 称 为 内 插 滤 波 器 ， 其 与 抗 混 笃 滤波 器 是 类 似 的 理想 的 内 捅 滤波 器 具 
有 以 下 特性 : f=3000Hz 

U, ORY) 
oiia a fel QD s f fal? 
SH, fs 为 内 插 前 的 信号 抽样 频率 ，U 
为 升 抽样 因子 。 理 想 内 插 器 的 增益 为 U， | eae P id i 
用 于 补偿 内 插 零 后 信号 平均 值 的 降低 。 OO 100 1500. 2000 — 2500 — 3000 





升 抽样 a 
假设 有 两 个 相同 的 信和 号， 其 为 /=3000Hz 


100Hz 附近 带宽 很 窄 的 信和 号， 第 一 个 信 
号 的 抽样 频率 为 1kHz， 第 二 个 信和 号 的 抽 
样 频率 为 1. 5kHz， 如 果 将 两 个 信号 的 抽 
样 频率 提高 到 3kHz， 内 插 后 的 两 个 信号 | 
的 频谱 有 什么 不 同 ? O 500 . 1000 — = 200 250 3000 





8t: 对 于 第 一 个 信号 ， 需 要 3 倍 升 频率 (Hz) 
抽样 ， 在 0 一 3kHz 将 产生 3 个 镜像 。 对 
于 第 二 个 信和 号， 需要 2 倍 升 抽样 ， 在 图 7.10 图 a) 为 以 1kHz 抽 样 后 的 100Hz 信号 ， 又 升 
0 一 3kHz 仅 产生 两 个 镜像 ， 如 图 7:10 所 抽样 为 3kHz 的 频谱 图 ， 图 b) 是 以 gen 

ri OHz Rs, z 

T. WAE EMEN ME, TASANE, EDITORE 
之 前 是 相同 的 ， 但 对 于 内 捅 滤波 器 的 要 器 的 设计 条 件 较 松 
求 而 言 ，2 倍 升 抽样 比 3 倍 升 抽样 要 求 宽 
松 一 些 。 < 


内 播 滤波 器 的 设计 指标 
信号 的 频率 范围 为 0 一 3kHz， 抽 样 频率 为 11025Hz。 如 果 使 用 10 位 的 A/D 转换 器 ， 
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且 和 希望 将 信号 升 抽样 到 22050Hz， 如 何 给 出 合理 的 内 插 滤波 器 设计 指标 ? 

f: 以 11025Hz 抽样 0—3kHz 的 信号 ， 当 对 此 抽样 后 信号 进行 升 抽样 至 22050Hz 时 ， 
会 在 8025—11025Hz 产生 镜像 ， 需 要 将 其 滤 除 。 由 于 A/D 转换 器 是 10 位 ， 可 以 将 频带 边 
缘 限 制 为 半 位 或 更 小 (1 位 对 应 1/27 —0. 000976), ， 即 要 求 O~3kHz 通 带 上 的 增益 为 1. 0 士 
0.000488, 8025Hz~ f./2 阻 带 上 的 增益 为 0.000488 或 衰减 为 66dB， 按 上 述 条 件 ， 设 计 
出 的 椭圆 数字 滤波 器 为 5 阶 ， 帕 克 斯 -麦克 莱 伦 FIR 数字 滤波 器 为 17 Wr. < 
级 联 内 插 器 


与 抽取 器 相似 ， 当 内 捅 倍数 较 大 (如 大 于 10) 时 ， 内 插 器 通常 也 以 级 联 方式 实现 。 采 用 
级 联 方式 的 原因 可 通过 图 7. 11 所 示 级 联系 统 的 频率 响应 来 解释 。U 倍 升 抽样 在 频 域 中 产 
生 U 个 镜像 ， 其 中 只 有 第 一 个 镜像 为 我 们 需要 保留 的 信息 ， 因 而 随 着 UU 值 的 增 大 ， 抗 镜 
像 滤波 器 的 设计 指标 将 会 变 得 更 加 严格 。 级 联 两 个 或 更 多 的 内 插 器 可 以 解决 这 个 问题 。 


/=1000Hz f=2000Hz 





0 10 


200 — 300 
频率 (Hz) 频率 (Hz) 
a) 采样 频率 为 1000Hz b) 升 抽样 至 2000Hz 


J;-4000Hz f=8000Hz 
s LI 





0 «$0 — 100 | 1500 2000 
频率 (Hz) 
c) 升 抽样 至 4000Hz d) 升 抽样 至 8000Hz 


图 7.11 以 1000Hz 抽样 的 100Hz 正弦 信号 频谱 及 其 升 抽样 后 的 频谱 


抗 镜像 滤波 器 设计 指标 

以 500Hz 对 频率 为 100Hz 的 正弦 信号 抽样 ， 现 利用 升 抽样 将 抽样 率 升 至 50000Hz， 
通 带 和 阻 带 波动 为 0.001， 比 较 以 100 倍 内 揪 的 单 级 内 插 器 与 两 级 级 联 内 插 器 所 需 的 抗 镜 
像 滤波 器 的 差别 。 

解 : 首先 使 用 单 级 内 插 滤波 器 来 升 抽样 ， 以 500Hz 对 100Hz 的 正弦 信和 号 抽样 ， 第 一 
个 镜像 将 出 现在 fs —100=400Hz 的 地 方 ， 抗 镜像 滤波 器 的 通 带 范围 为 0 一 100Hz， 通 带 波 
动 为 0.001， 阻 带 范 围 为 400 一 50000/2Hz， 阻 带 波动 为 0. 001， 根 据 该 指标 设计 出 的 帕克 
斯 -麦克 菜 伦 FIR 数字 滤波 器 ， 其 阶 数 为 543 。 

若 使 用 两 级 级 联 内 插 滤 波 器 来 升 抽样 100 倍 内 插 有 多 种 选择 。 为 便于 描述 ， 选 择 两 
个 10 倍 内 插 器 。 对 于 第 一 个 抗 镜 像 数字 滤 波 器 ， 其 通 带 和 阻 带 与 100 倍 的 内 插 器 相同 ， 
但 抽样 频率 由 50000Hz 变 为 5000Hz， 设计 出 的 帕克 斯 -麦克 莱 伦 FIR 数字 滤波 器 ， 其 阶 
数 为 54。 

对 于 第 二 个 抗 镜 像 滤 波 器 ， 抽 样 频率 为 50000Hz， 信 号 为 以 5000Hz 抽样 的 100Hz 1E 
弦 信 号 ， 在 4900Hz 的 地 方 会 出 现 混 矢 ， 因 而 第 二 个 滤波 器 的 通 带 范围 为 0~100Hz， 阻 带 
范围 为 4900 一 25000Hz， 通 带 波动 和 阻 带 波动 保持 不 变 ， 设 计 出 的 帕克 斯 -麦克 菜 伦 FIR 
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数字 滤波 器 ， 其 阶 数 为 33 。 


两 个 抗 镜 像 滤波 器 的 幅度 响应 如 ， 
图 7. 12 所 示 。 大 =5KHz f, = 50kHz 
0 





对 于 100 倍 内 捕 器 ， 还 有 一 些 其 h fa dk 2k 42 T a 2k 2 
他 的 级 联 组 合 ， 如 2+ 50, 4 : 25, OO A als ji od 
5: 20 及 它们 的 反 序 组 合 ， 同 时 也 可 使 a) b) 
用 其 他 方法 设计 低 通 数字 滤波 器 ， 如 图 7.12 ”两 个 抗 镜像 滤波 器 的 幅度 响应 


IIR 数字 滤波 器 ， 其 所 需 的 阶 数 更 低 。 
表 7.1 给 出 了 其 他 级 联 组 合 的 帕克 斯 -麦克 莱 伦 滤波 器 所 需 阶 数 。 


表 7.1 级 联 组 合 内 插 器 和 使 用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 低 通 滤波 器 设计 抗 镜像 滤波 器 所 需 的 阶 数 











7.3 有理数 倍 抽样 速率 转换 


抽取 器 可 以 整数 倍 降低 信号 的 抽样 速率 ， 内 插 器 可 以 整数 倍增 加 信和 号 的 抽样 速率 ， 因 而 
结合 抽取 器 和 内 捅 器 ， 可 以 实现 任意 有 理 数 倍 抽样 速率 的 转换 。 将 数字 音频 磁带 的 抽样 速率 
转换 为 光盘 的 标准 抽样 速率 是 最 常见 的 一 个 应 用 。 光 盘 的 抽样 频率 为 44. kHz， 数 字音 频 磁 
带 的 抽样 频率 通常 为 48kHz、44. 1kHz 或 32kHz, 48kHz 和 44. 1kHz 的 转换 比例 为 48000/ 
44100， 即 160/147， 而 44. 1kHz 和 32kHz 的 转换 比例 为 441/320。 在 实际 系统 中 ， 要 求 抽样 
速率 尽 可 能 与 其 输入 或 输出 相 匹配 ， 因 而 抽样 速率 转换 有 着 广泛 的 应 用 。 

将 抽取 器 和 内 揪 器 相 结合 有 两 种 方法 : 即 U 倍 内 插 后 再 进行 卫 倍 抽取 ， 或 将 二 者 反 
过 来 。 如 果 避 AD 没有 公 因 子 ， 两 种 方法 产生 的 结果 相同 。 然 而 ， 如 果 先 进行 卫 倍 抽取 ， 
在 降低 的 抽样 率 处 会 引入 镜像 频率 。 如 果 先 内 插 ， 在 加 倍 的 抽样 率 处 会 引入 镜像 频率 ， 因 
为 这 些 频 率 在 频率 空间 中 距离 信号 较 远 ， 相 对 容易 处 理 。 一 般 采 取 先 内 插 后 抽取 的 方式 ， 
这 样 可 以 将 抗 混 芭 滤波 器 和 抗 镜 像 滤波 器 结合 为 一 个 滤波 器 ， 但 滤波 器 的 设计 指标 需要 同 
时 满足 两 者 的 设计 指标 。 图 7. 13 给 出 了 二 者 的 组 合 结构 。 

内 揪 器 抽取 器 


a) 
内 插 器 抽取 器 


x(nT) 抗 镜像 、 抗 混 T 


b) 
图 7.13 结合 内 插 器 和 抽取 器 实现 有 理 数 倍 抽样 速率 转换 


USE T pd Lp d pop [pis 

假设 一 带 限 信 号 的 频率 范围 为 0 一 100Hz， 抽 样 频率 为 1000Hz， 设 计 抽 样 速 率 转换 器 
将 抽样 频率 转换 为 2500Hz。 

解 : 2500 和 1000 的 公 因子 为 500， 因 而 内 插 和 抽取 比例 为 5/2， 即 5 倍 内 插 和 2 fl 
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抽取 。 

5 倍 内 插 所 需 的 抗 镜像 滤波 器 : 抗 镜像 滤波 器 的 抽样 速率 为 5X1000 二 5kHz， 原 始 信 
号 的 抽样 频率 为 1kHz， 带 宽 为 100Hz， 第 一 个 镜像 出 现在 1000 一 100==900Hz 处 ， 因 此 通 
带 为 0 一 100Hz， 阻 带 为 900 一 2. 5kHz。 

2 倍 抽取 所 需 的 抗 混和 滤波 器 : 抗 混 到 滤波 器 的 输入 信号 抽样 频率 为 5kHz， 以 2 倍 抽 
取 ， 将 可 能 在 2. 4 一 2. 5kHz 之 间 引 入 混 稚 ， 因 此 通 带 为 0 一 100Hz， 阻 带 为 2. 4 一 2. 5kHz。 

抗 镜像 滤波 器 的 要 求 比 抗 混和 至 滤 波 器 的 要 求 更 加 严格 ， 因 此 无 须 设计 抗 混 琶 滤波 器 ， 
仅 使 用 抗 镜像 滤波 器 即 可 。 如 果 将 通 带 波动 和 阻 带 波动 设置 为 0. 001， 使 用 帕克 斯 -麦克 莱 
伦 滤波 器 设计 抗 镜像 滤波 器 ， 所 需 阶 数 为 19。 图 7. 14 给 出 了 抽样 速率 转换 过 程 中 信号 的 
时 域 和 频 域 变化 。 





图 7.14 使 用 级 联 抽取 器 和 内 插 器 将 抽样 频率 由 1000Hz 变 为 2500Hz 的 抽样 速率 转换 系统 ， 顶 部 为 信 
号 的 时 域 变化 ， 底 部 为 信号 的 频 域 变化 4 


7.4 FIR 数字 滤波 器 的 实现 


抽取 器 由 低 通 滤波 器 和 将 抽样 频率 降低 D 倍 的 降 抽样 器 组 成 。 降 抽样 器 每 了 个 样本 
仅 输出 一 个 样本 信号 ， 其 余 样 本 舍弃 。 因 而 ， 在 低 通 滤波 器 中 不 对 那些 不 被 使 用 的 抽样 
点 进行 运算 ， 将 提高 运算 效率 。 同 样 ， 内 插 器 使 用 升 抽样 器 在 抽样 点 间 插 入 口 个 零 ， 并 
将 结果 通过 内 插 滤波 器 。 在 输入 为 零 的 地 方 ， 内 插 滤 波 器 无 须 做 乘法 运算 ,使 用 升 抽 样 
的 性 质 也 可 以 提高 运算 效率 。 本 节 将 重点 介 
绍 内 插 器 和 抽取 器 中 更 有 效 的 FIR 滤波 器 实 iT) 
现 方 法 。 bo 
7.4.1 抽取 滤波 器 

FIR 滤波 器 的 典型 结构 如 图 7. 15 所 示 ， 
该 结构 实现 了 如 下 通用 的 差分 方程 : 
yln]= b x[n] +6,2[n—1] +++ 4-bux[n — M] 





M 
= DbrLn—&] 图 7.15 5 阶 标准 FIR 滤波 器 结构 
k=0 
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考虑 D=2 的 降 抽 样 和 5 阶 的 FIR 滤波 器 ， 表 7. 2 给 出 了 数据 通过 该 滤波 器 的 过 程 。 

从 该 表 可 以 看 出 ， 在 bo 列 ， 仅 使 用 zL[6]j，z[L8]，zL[10]，…， 其 为 输入 数据 流 的 降 
抽样 。 同 样 ， 在 六 列 中 ， 使 用 的 数据 为 bo 列 数据 的 延 时 ， 即 zxL5]，z[7],，z[9]，…， 其 
为 输入 数据 流 的 降 抽样 和 延 时 。 这 可 使 用 图 7. 15 所 示 的 结构 实现 。 


表 7.2 该 表 显示 了 数据 在 5 阶 FIR 滤波 器 中 如 何 移动 ， 最 右 端 一 列 显示 了 2 倍 降 抽样 时 ， 需 要 使 用 








































哪些 数据 [9 

乘法 系数 pL 
sil bo bi b» bs by bs FIR 输出 降 抽样 

5 z[5] z[4] z[3] z[2] ] z[0] »L5] = 
Se a c Lu ate o ug d aep D EC 

7 z[5] z[4] y[7] 

9 x »L9] = 
s p »tio Ny 

11 z[11] z[10 — 








在 图 7. 16 中 ， 先 进行 降 抽 样 再 进行 乘法 运算 ， 这 样 可 以 降低 运算 复杂 度 ， 但 要 求 降 
抽样 器 将 输出 存储 在 缓冲 器 中 ， 因 此 需要 额外 的 存储 空间 。 图 7. 17 给 出 了 实现 该 算法 的 
C 代码 ， 其 中 不 用 对 每 一 个 输入 计算 输出 。 处 理 器 相关 代码 已 用 注释 代替 。 

在 图 7.17 中 ， 有 两 个 全 局 变量 ， 分 别 
为 count 和 redoFlag， 每 工 秒 产生 一 次 中 
断 , 本 为 抽样 间隔 。 中 断 每 发 生 一 次 ， 平移 
抽样 点 (第 41 行 一 第 42 行 )， 且 增加 一 个 新 
的 抽样 点 (第 44 行 )， 同 时 将 count 加 1， 并 
和 降 抽 样 系数 D 做 模 除 运算 (第 45 7). A 
count A D 的 模 除 为 零 ， 则 复制 输入 且 将 其 
存 人 缓冲 器 ,同时 将 redoFlag Et 1( 第 46 
行 一 第 49 行 )。 在 主 程序 中 ， 如 果 redoFlag 
为 真 ， 则 将 缓冲 器 中 的 值 和 滤波 器 系数 相 。 图) 16 将 库 抽样 吕 放 在 采 法 器 之 前 ， 以 去 际 对 
乘 ， 并 将 其 输出 (第 26 行 一 第 33 行 )。 由 于 结果 没有 贡献 的 抽样 点 
每 吃 个 抽样 点 进行 一 次 乘法 运算 ， 则 仅 需 
每 TD 秒 运行 一 次 乘法 运算 。 该 结构 中 ， 对 输入 进行 滤波 的 同时 降低 了 抽样 速率 。 计 算 效 
率 方面 ， 运 算 比 较 耗 时 的 乘法 器 和 累加 器 仅 需 在 降低 后 的 抽样 速率 上 运行 。 通 过 增加 缓冲 
器 ， 获 得 了 更 多 的 时 间 来 计算 滤波 器 的 输出 ， 此 为 我 们 选择 系数 更 多 、 对 应 的 频率 响应 更 
好 的 滤波 器 提供 了 条 件 。 循 环 结构 中 的 第 29—30 行 用 于 滤波 器 计算 ， 由 于 滤波 器 的 系数 
是 对 称 的 ， 因 而 乘法 器 的 数量 可 降 为 一 半 。 

7.4.2 内 插 滤 波 器 

内 插 滤波 器 要 么 使 用 FIR 滤波 器 实现 ， 要 么 使 用 IIR 滤波 器 实现 ，IIR 滤波 器 的 计算 效率 
更 高 。 如 果 不 要 求 线 性 相位 ，IIR 滤波 器 似乎 是 理想 的 选择 ， 然 而 ， 实 际 情况 并 非 如 此 。 由 于 
内 捅 滤波 器 通常 在 升 抽样 器 之 后 ， 而 升 抽样 器 会 在 抽样 点 间 插 入 零 ， 对 于 TIR 滤波 器 来 说 ， 这 
些 零 和 非 零 的 数据 会 在 滤波 器 的 反馈 中 混合 在 一 起 ， 且 没有 一 个 很 好 的 方法 忽略 这 些 零 值 。 对 
FIR 滤波 器 ， 其 不 包含 反馈 ， 非 零 数 据 和 零 值 不 会 混合 ， 可 以 设计 出 能 够 有 效 忽略 零 值 的 FIR 
滤波 器 结构 。 因 此 FIR 滤波 器 有 更 好 的 计算 效率 : 第 一 ， 零 值 可 忽略 ， 因 而 无 须 对 这 些 项 进行 
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/*FIRDown.c 
This program does down-sampling by a factor of 2. It uses a 13th 
order FIR Parks-McClellan filter as the low pass filter. 

wid 

//Define the filter coefficients 

const float b[] = {-0.01654471035, 0.03359069513, 0.04051543137, 
-0.05097669179, -0.08173283330, 0.14463751667, 
0.4492245433 


worn nau fF WN PB 


const int N = 13; //Filter order 
int count, redoFlag; 
double x[N+1]; //Input and past inputs 


void TimerOISR.irq(void); //Define the ISR 
int main(void) 
{int i; 
double y; 
//Initialize the system clock 
//Set up and initialize the A/D and D/A converter 
//Set up Timer 0 to interrupt every T seconds 
//Initialize adnn start the timer interrupt 
// 
count = 0; 
redoFlag = 0; 
while (1) 
{if (redoFlag == 1) 
{y = 0; 
//This loop calculates the filter 
for (i=0;i< (N+1) /2; i++) 
y += b[i]*(x[i] + x[N - il); 


redoFlag = 0; 


} 
// 
//This is the interrupt service routine. 
void Timer OISR irq(void) 
fint i, val; 
//Clear and restart the timer 
for (i=N;i>0;i--) //Shift the variables 
x[i] = x[i-1]; 
//Start the A/D and wait for it to complete 
// A/D returns in val 
count = (count + 1) : 2; 
if(count == 0) 
{x[0] = val; 
redoFlag = 1; 


} 


//Reset the interrupt 





图 7.17 滤波 器 和 降 抽 样 器 有 效 实现 的 伪 代 码 


乘法 运算 和 加 法 运算 ; 第 二 ， 可 以 采用 并 行 方 式 实现 FIR 滤波 器 。 
为 了 便于 理解 ， 介 绍 一 个 简单 的 例子 。 假 设 内 插 滤波 器 之 前 有 一 个 升 抽样 器 ， 该 升 抽 
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样 器 在 每 两 个 抽样 点 间 插 和 人 一 个 零 ， 将 抽样 频率 增加 到 原来 的 2 倍 。 进 一 步 假设 滤波 器 的 
BRAS, KEEN 6. ABA bo. bi. bo. bs, bi Abs, WA 7.16 所 示 。 输 入 到 升 抽 
样 器 的 数据 流 为 
x[n] — (xL0] x [1]; [215 sxn], 77) 
升 抽样 器 在 每 两 个 抽样 点 间 插 人 零 ， 则 输入 到 内 捅 滤波 器 的 数据 流 为 
Zu[Lzj] 一 (zL0],0,zL1],0,zL2],0,zL3],0，…,zL2], 0，…)》 
KT. 3 给 出 了 数据 通过 滤波 器 的 乘法 运算 。 


表 7.3 抽样 点 间 揪 入 零 后 ， 数 据 在 图 7.15 所 示 的 滤波 器 中 的 移动 ， 表 中 最 右 侧 一 列 为 使 用 的 系数 
乘法 系数 


























时 间 bo bi bz bs bs bs Fin Be 
4 z[2] 0 z[1] 0 z[0] 0 bo, bo, bs 
5 0 工 [ 2] 0 z[1] 0 z[0] bis b3, bs 
6 z[3] 0 z[2] 0 z[1] 0 bo, b2, ba 
7 0 z[ 3] 0 z[2] 0 z[1] by, bs, bs 
8 z[4] 0 z[3] 0 x[2] 0 bo, b», b, 
9 0 z[4] 0 z[3] 0 z[2] by, bs» bs 
10 x[5] 0 ala] 0 六 [3] 0 bo, bzs ba 
11 0 z[5] 0 a4] 0 z[3] bis bz» bs 
12 z[6] 0 x[5] 0 z[4] 0 bos b», ba 
13 0 z[6 0 z[5] 0 z[4] bi, bz, bs 
14 z[7] 0 zx[6] 0 z[5] 0 bo, bz, bs 
15 0 x[7] 0 z[6] 0 z[5] bi, Ges ibs 
16 z[8] 0 z[7] 0 z[ 6] 0 bos bz, ba 
17 0 2[8] 0 z[7] 0 z[6] bi, bs, bs 
18 z[9] 0 z[8] 0 z[7] 0 bo» b», b, 











从 表 7. 3 中 可 以 清楚 地 看 出 ， 在 偶数 编号 的 时 间 周 期 中 ， 仅 对 和 、 包 Fb, 系数 进行 乘法 运 
算 ， 在 奇数 编号 的 时 间 周 期 中 ， 仅 对 乌 、 包 入 系数 进行 乘法 运算 。 在 任何 时 刻 ， 都 无 须 对 6 
个 系数 同时 进行 乘法 运算 。 这 样 ， 可 认为 该 滤波 器 是 两 个 近似 独立 的 滤波 器 在 不 同时 间 周 期 中 
交替 工作 ， 且 任何 一 个 滤波 器 的 长 度 明显 小 于 完整 滤波 器 的 长 度 。 图 7. 18 给 出 了 该 结构 。 在 该 
图 中 ， 两 个 滤波 器 的 输入 相同 ， 但 使 用 不 同 的 系数 来 计算 输出 。 复 用 器 选择 将 哪 一 个 滤波 器 的 
输出 将 作为 真实 的 输出 。 除 了 使 用 相同 的 输入 和 使 用 相同 的 时 钟 以 保证 输出 同步 外 ， 这 两 个 滤 
波 器 相互 独立 ， 每 一 个 滤波 器 均 可 使 用 独立 的 计算 机 系统 或 微 处 理 器 实现 。 





7.18 2 倍 升 抽样 器 后 内 插 滤波 器 的 有 效 实现 原理 图 
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对 于 图 7. 18 中 所 示 的 结构 ， 时 钟 速率 为 升 抽样 速率 ， 且 每 一 个 滤波 器 的 输出 均 采 用 


该 速率 进行 计算 ， 通 过 增加 缓冲 器 存储 延 时 的 输入 
值 ， 可 以 获得 更 多 的 计算 时 间 。 

表 7. 3 所 示 为 2 倍 升 抽样 器 的 数据 ， 其 可 被 扩 
展 为 更 高 倍数 的 升 抽样 器 。 对 于 U 倍 的 升 抽样 器 ， 
可 以 得 到 U 个 独立 的 滤波 器 ， 每 一 次 乘法 运算 所 
需 的 系数 长 度 和 滤波 器 的 长 度 相 关 。 在 例 7-6 中 ， 
升 抽样 器 系数 为 5，Parks-McClellan 滤波 器 的 阶 数 
为 19， 长 度 为 20， 可 使 用 5 个 独立 的 滤波 器 实现 ， 
每 一 个 滤波 器 仅 包 含 4 个 系数 。 

内 插 滤 波 器 也 可 以 通过 软件 实现 ， 软 件 实现 伪 
代码 如 图 7.19 所 示 。 在 图 7.19 中 ， 主 程序 每 T 
秒 循环 一 次 ， 但 每 个 滤波 器 每 TU 秒 计算 一 次 ， 因 
此 降低 了 乘法 和 加 法 运算 次 数 。 

内 插 滤波 器 也 可 以 不 用 分 解 为 多 个 独立 滤波 器 
的 方式 来 实现 ， 尽 管 我 们 可 以 获得 其 由 于 不 对 零 值 
系数 进行 乘法 运算 所 带 来 的 益处 。 

GED 内 插 升 抽样 滤波 器 设计 





Main program 
Initialize variables 
unsigned integer count = 0 
Do forever 
x[0] = Get Next sample 
if count 
y = calculate filter 0 
else if count - 1 
y = calculate filter 1 
else if count - 2 


output y to D/A 
shift variables for next cycle 


x[n] = x[n-1] 
count = count + 1 mod x 
wait for T seconds to pass 
end of loop 


图 7.19 利用 升 抽样 器 内 插 的 补 零 有 效 
实现 内 插 滤 波 器 的 伪 代 码 


已 知 带 限 信号 带宽 为 200Hz， 抽 样 频 率 f. 为 1000Hz， 设计 一 内 插 升 抽样 滤波 器 ， 使 
抽样 频率 提高 为 6000Hz， 使 用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 设计 内 插 滤 波 器 ， 通 带 波 动 和 阻 带 波动 为 


0. 001， 给 出 该 滤波 器 实现 的 伪 代码 。 
解 : 对 于 200Hz 的 信号 ， 对 抽样 后 信和 号 
if; 6000/1000—6 倍 内 插 时 ， 频 域 的 第 一 个 
镜像 出 现在 f, —200Hz=800Hz 的 位 置 ， 则 Fy 
3E O~200Hz, PAA 800~3000Hz, ih F 
带 和 阻 带 波动 为 0.001， BIPM ASE P 
HEE FIR 数字 滤波 器 阶 数 为 32( 长 度 为 < 
33)。 使 用 6 倍 的 升 抽样 且 按照 表 7.3 OY a 
案 ， 得 到 滤波 器 系数 如 表 7.4 Bros CH TE 
表 7.5 中 )。 该 滤波 器 的 幅 频 响应 如 图 7. 20 
所 示 ， 其 C 代码 实现 如 图 7. 21。 


滤波 器 


表 7.4 32 阶 帕克 斯 -麦克 莱 伦 滤波 器 中 6 个 


滤波 器 Fo 一 Fs 及 其 对 应 的 系数 


表 7.5 32 阶 帕克 斯 -麦克 莱 伦 滤波 器 的 系数 


系数 值 
bo 和 baz 0. 001384890316952 
bi 和 bzi 0. 002428494699234 
b; 和 bao 0. 003327947399082 
bs 和 bzs 0. 002960059531253 
bs 和 bzs 0. 000390921038180 
bs FI bo; — 0. 004734090854961 
bs 和 bzs — 0. 11634987865109 
b; 和 bzs —0. 018121238254999 


bs 和 bza —0. 020829321732513 





系数 

bo bs biz bis bos bs0 

bi b; bis bis bos bal 

bz bs bis bzo bzs b32 

bs bs bis bn b27 

b, bio bis b22 bzs 

bs bu bi; b23 bzs 

系数 值 

by 和 bos 一 0. 016036782872540 
bo 和 py — 0. 000904095936805 
bu Al bar 0. 025268634136677 
biz I bzo 0. 060239179319062 
bis fll bis 0. 098867845332791 
bu fill bis 0. 134132972003924 
bis ll biz 0. 158880163206156 
bis 0. 167784990914451 
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图 7.21 


const float bf[] 
0.00296005953, 
-0.01812123825, 
0.02526863414, 
0.15888016321, 


const int N - 

const int U - 6; 

int main(void) 
(int i, count; 
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1 
0.8 
XÉ 0.6 
= 
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0.2 
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000 0 S00 1000 po 2000 2500 3000 
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图 7.20 32 阶 帕克 斯 -麦克 莱 伦 滤波 器 的 增益 频率 图 


/*FIRUp.c 
This is a FIR filter of order 32 which is used in an interpolator to 
up-sample the input by a factor of 6. 


}; 


int val; 
float y; 
float x(N«1]; 


//Set up A/D and D/A converters 


//Define the filter coefficients 

= {0.00138489032, 0. 
0.00039092104, 
-0.02082932173, 
0.06023917932, 


00242849470, 0.00332794740, 
-0.00473409085, -0.01163498787, 
-0.01603678287, -0.00090409594, 

0.09886784533, 0.13413297200, 


0.16778499091 


//Order 


//up- 


sample factor 


//input and past inputs 


//Set up system clock 
//Initialize timer and start it running 
//Start the A/D Converter 


while (1) 


{//Wait for A/D converter to finish conversion 
// A/D returns answer in val 


x[0] = val; 
if (count == 0) 


y = b[0]*x[0] + 


else if (count -- 


y = b[1]*x[1] + 


else if (count -- 


= b[2]*x[2] + 


else if (count == 


y = b[3]*x[3] + 


else if (count == 


y = b[4]*x[4] + 


else if (count == 


y = b[5]*x(5] + 


Pb [6] *x[6] + 


1) 
b[7]*x[7] + 


2) 
b[8]*x[8] + 


3) 
b[9]1*x[9] + 
4) 
b[10]*x[10] 
5) 
b [11] *x [11] 


//send y to the D/A converter 
//Shift variable for next cycle 


for (i=N;i>0;i--) 
x[i] = x[i-1]; 
count = ((count + 


1) & U); 


b[12]*x[12] +b[14]*x[18] + b[8]*x[24] + 
b[2]*x[30] ; 


b[13]*x[13] «b[13]*x[19] + b[7]*x[25] + 
b[1]*x[31]; 


b[14]*x[14] + b[12]*x[20] + b[6]*x[26] + 
b[0]*x(321; 


b[15]*x[15] + b(11]*x[21] + b[5]*x[27]; 
+ b[16]*x[16] + b[10]*x[22] + b[4]*x[28]; 


+ b(15]*x(17] + b[9]*x[23] + b[3]*x[29]; 


//Increment count mod U 


//Wait for timer to run out T seconds 


//Restart A/D converter 





32 阶 帕克 斯 -麦克 莱 伦 内 插 滤 波 器 的 C 代码 实现 ， 处 理 器 相关 代码 用 注释 代替 
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在 图 7.21 中 , 第 6 一 11 行 定义 了 滤波 器 系数 ， 由 于 系数 是 对 称 的 ， 仅 需 定义 一 半 系 数 即 
可 。 第 18 行 定义 的 数组 xLN] 保 存 了 当前 和 过 去 的 输入 值 。 第 2426 行 中 的 模 数 转换 结果 返回 
给 变量 val。 模 数 转换 的 结果 在 输入 到 滤波 器 前 ， 常 需要 将 其 数据 进行 按 比例 地 放大 或 缩小 ( 缩 
放 )， 该 过 程 此 处 不 予以 介绍 。 第 27 一 38 行 是 滤波 器 计算 ， 每 循环 一 次 ，count 变量 加 1 后 与 6 
做 模 除 。 根 据 表 7.4,“ 计 ?语句 执行 差分 计算 。 滤 波 器 的 计算 结果 赋值 给 变量 y Cy 也 可 能 是 缩 
放 后 的 结果 ， 该 处 没有 显示 )， 且 送 往 D/A。 第 40—41 行 中 ,平移 输入 变量 ， 为 下 一 次 循环 做 
准备 。 在 主 循环 的 底部 ， 将 count 加 一 后 与 6 做 模 除 ， 重 启 A/D， 等 待 抽样 时 间 的 结束 。 
7.5 窄带 滤波 器 

现 有 某 数 字 滤 波 器 ， 其 宽带 相 比 于 抽样 频率 来 说 非常 小 ， 通 常 来 说 ， 这 样 的 数字 滤波 
器 需要 高 阶 的 FIR 滤波 器 来 实现 。 例 如 ， 抽 样 频率 为 1000Hz， 通 带 为 0 一 100Hz， 阻 带 为 
150Hz 一 大 /2， 通 带 波 动 和 阻 带 波动 为 0. 01， 帕 克 斯 -麦克 莱 伦 FIR 设计 出 的 数字 滤波 器 
所 需 的 阶 数 为 39。 如 果 抽 样 频 率 变 为 10000Hz， 滤 波 器 的 阶 数 将 为 389。 这 样 的 滤波 器 很 
难 实现 ， 同 时 在 如 此 高 的 抽样 频率 下 ， 可 能 没有 足够 的 时 间 完 成 所 有 的 乘法 运算 。 解 决 这 
类 问题 的 一 个 方案 是 使 用 抽取 器 将 抽样 频率 降低 ， 在 降低 后 的 抽样 频率 下 对 信号 进行 数字 
滤波 ， 然 后 再 通过 内 插 器 还 原 抽 样 频率 ， 该 原理 图 如 图 7. 22 所 示 。 


抽取 器 内 插 器 
x[n] yin) 
抗 混 倒 滤波 器 D 倍 降 抽样 低 通 滤波 器 U 倍 升 抽 样 抗 镜像 滤波 器 


图 7.22 在 该 图 中 ， 使 用 抽取 器 来 降低 抽样 频率 ， 这 样 可 以 在 较 低 的 速率 上 计算 所 需 的 低 通 滤 
波 器 ， 且 滤波 器 的 要 求 也 会 降低 ， 然 后 使 用 内 插 器 恢复 初始 的 抽样 频率 


在 上 述 解 决 方案 中 ， 可 用 三 个 滤波 器 ( 抗 混 秋 数字 滤波 器 、 阶 数 相对 较 低 的 低 通 数字 
滤波 器 和 抗 镜 像 数字 滤波 器 ) 替 代 一 个 高 阶 窄带 的 低 通 数字 滤波 器 。 不 同 于 有 理 数 倍 抽样 
速率 转换 ， 此 处 抗 混 秋 滤波 器 和 抗 镜像 滤波 器 不 能 合 二 为 一 。 

抽取 器 -内 插 器 的 应 用 

以 fs =8000Hz 抽样 的 信号 需要 通过 通 带 为 0~80Hz， 阻 带 为 160 Hz— f. /2 的 低 通 滤 
波 器 ， 要 求 通 带 波动 为 0.01， 阻 带 波 动 为 0. 001， 满 足 该 要 求 的 帕克 斯 -麦克 莱 伦 滤波 器 
的 阶 数 为 255， 试 使 用 抽取 器 和 内 插 器 将 滤波 器 阶 数 降 为 60 以 下 。 

解 : 使 用 内 插 器 和 抽取 器 存在 一 个 不 足 ， 其 将 一 个 数字 滤波 器 转变 为 三 个 数字 滤波 器 
实现 ， 三 个 滤波 器 的 通 带 增益 相 乘 应 为 0. 01， 因 此 相 比 于 使 用 一 个 滤波 器 ， 每 一 个 滤波 器 
的 通 带 增益 要 求 更 加 严格 。 如 果 三 个 滤波 器 中 的 任意 滤波 器 的 增益 为 1 一 r,。， 级 联 之 后 的 
Aa Om n. BET r 的 值 很 小 ， 忽 略 (1 一 x,)? 中 的 高 阶 项 ， 得 到 : 

A-r) 221— 3r, 
因此 ， 每 一 个 滤波 器 的 通 带 波动 为 0. 01/3 一 0. 0033, 
使 用 如 下 MATLAB 代码 计算 帕克 斯 -麦克 莱 伦 低 通 数字 滤波 器 的 阶 数 。 


fs = 8000; 
fpass = 80 
fstop 
rpass 
rstop - 0.001; 

F = ([fpass fstop]); 

M = ([1 0]); 

Dev = [rpass rstop] ; 

[N F A W] = firpmord(F, M, Dev, fs); 
disp (N); 








coe c oj 
eo 
o - 
nee 
w 
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为 了 使 N<60, 使 用 多 个 新 的 fs 值 测试 后 ， 确定 f: 二 1648。 如 果 令 D—5,. Bia 
抽样 频率 f, 二 1600， 其 对 应 的 帕克 斯 -麦克 莱 伦 滤波 器 的 阶 数 为 58， 该 过 程 见 图 7. 23。 


抽取 器 内 插 器 
fn] = yin) 
sS [e| smee Lol eae Le setae Lol ianea 
低 通 滤波 器 


图 7.23 使 用 降 抽样 来 降低 低 通 滤 波 器 的 阶 数 ， 然 后 使 用 升 抽样 还 原 抽样 频率 


如 果 抗 混 释 滤波 器 和 抗 镜像 滤波 器 也 使 用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 滤波 器 ， 甚 参数 和 所 需 的 
阶 数 见 表 7. 6。 


表 7.6 抗 混 又 滤波 器 和 抗 镜 像 滤波 器 的 参数 








指标 抗 混 生 滤波 器 m S RES 
通 带 0 一 100Hz 0 一 100Hz 
通 带 波动 0. 0033 0. 0033 
阻 带 800Hz~ f, /2 1500Hz~ f. /2 
阻 带 波动 0. 001 0. 001 
帕克 斯 -麦克 菜 伦 滤波 器 阶 数 32 15 


7.6 任意 数值 的 抽样 速率 转换 


有 时 ， 需 要 对 抽样 速率 做 无 理 数 转 换 ， 例 如 x， 或 者 数值 很 大 的 有 理 数 。 对 于 这 种 情 
况 ， 将 采用 与 传统 内 插 滤 波 器 不 同 的 内 插 方 式 。 本 节 考 虑 两 种 近似 的 内 插 技 术 。 第 一 个 技 
术 中 ， 使 用 上 一 个 抽样 点 值 而 不 是 使 用 零 值 作为 抽样 点 间 的 内 插值 ， 我 们 称 该 技术 为 保持 
内 插 (hold interpolation) 。 另 一 种 技术 更 符合 直觉 ， 称 为 线性 内 择 (linear interpolation), 
即 在 两 个 抽样 点 间 画 一 条 直线 ， 内 插值 为 该 直线 上 的 值 。 
7.6.1 保持 内 插 

保持 内 插 的 算法 见 图 7.249, AE n 一 1 个 抽样 点 到 第 个 抽样 点 间 画 一 条 水 平 线 ， 
则 新 的 信号 变 为 连续 信号 ， 可 使 用 任意 的 抽样 速率 重新 进行 抽样 。 

保持 抽样 器 的 一 个 最 显著 的 优点 就 是 很 容易 实现 ， 其 要 求 很 少 运算 或 者 不 需要 运算 。 
在 软件 实现 时 ， 第 一 个 中 断 每 了 秒 产 生 一 次 ， 得 到 x[nj 的 一 个 抽样 值 ， 并 将 其 储存 在 一 
个 缓冲 器 中 ， 第 二 个 中 断 每 Ts。 秒 产 生 一 次 ， 其 仅 将 缓冲 器 中 的 值 输出 到 y[Lzzj 即 可 。 

保持 抽样 器 的 缺点 为 精度 较 低 ， 图 7. 25 比较 了 10 倍 保持 内 插 器 与 理想 内 插 器 的 频率 响应 。 
保持 抽样 器 的 理想 频率 响应 





增益 





7.24 原始 信号 zx[m] 被 重新 抽样 为 yLmj] 7.25 10 倍 理想 抽样 器 和 保持 抽样 器 的 频率 响应 
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7.6.2 线性 内 插 


对 于 线性 内 插 ， 在 两 个 抽样 点 间 画 一 条 直线 ， 将 直线 上 的 值 作为 新 的 内 插值 。 在 图 7. 26 
中 ， 在 信号 xzLnj 的 第 个 抽样 点 与 第 nn 一 1 个 抽样 点 间 进 行内 插 ， 
内 插 后 的 抽样 点 值 zs 为 

Zs = mQGS/ To) + wil —ts/To) 
该 公式 中 一 个 明显 的 问题 是 计算 ts 时 刻 的 抽样 值 需要 知道 z, 的 
值 ， 然 而 z, 是 未 来 时 刻 的 值 ， 如 果 x 的 值 储 存在 存储 器 中 ， 该 
问题 可 以 解决 ， 但 在 需要 实时 计算 时 ， 需 要 在 缓冲 器 中 存储 足 
够 多 的 工 值 ， 以 输出 上 一 个 周期 的 zs fA. 


5 倍 线性 内 插 滤 波 器 的 脉冲 响应 和 频率 响应 如 图 7. 27 
所 示 。 图 7.26 线性 内 插 


线性 内 插 器 的 频率 响应 


Xa: 





—6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 





a) 


图 7.27 内 插 滤波 器 的 脉冲 响应 和 频率 响应 


7.7 带 通 抽样 


带 通 抽样 ， 又 称 为 欠 抽 样 (under-sampling)， 是 可 用 于 改变 抽样 频率 的 另 一 种 技术 。 
当 信号 的 带宽 在 某 频 带 范围 内 ， 可 以 使 用 该 技术 改变 抽样 速率 ， 如 载波 调制 后 的 信号 。 在 
图 7. 28 中 ， 对 带 通 信号 进行 频率 为 的 ， 
抽样 ， 将 在 抽样 频率 整数 倍 处 产生 原 信号 
频谱 的 复制 。 如 果 带 通信 号 的 上 下 边 频 为 
fo WM fis PRR .二 nf。， 以 ;进行 4 -- 
抽样 ， 将 得 到 完全 相同 的 频谱 。 3 rs * ^is irt 
这 个 概念 可 以 在 抽样 频率 小 于 两 倍 最 图 7.28 通 带 信号 抽样 后 的 频谱 
高 频率 ( 即 2 Fu) 的 情况 下 ， 人 恢复 调 制 后 的 信号 信息 ， 例 7-9 给 出 了 MATLAB 实现 过 程 。 
GEE) 带 通信 号 的 欠 抽 样 
现 有 一 单 边 带 模拟 信号 如 图 7. 29 所 示 ， 其 中 fp =10kHz, fu—10.2kHz, 希望 以 f. 
对 该 带 通信 号 进行 抽样 ， 以 使 该 信号 的 通 带 移 到 起 
始 频 率 0Hz。 信 和 号 带宽 为 200Hz， 为 保证 恢复 信号 
信息 ， 抽 样 频率 应 大 于 400Hz。 同 时 要 求 将 A.B 
动 到 0Hz 处 ， 则 f. 应 为 f. 的 整数 倍 。 为 满足 上 面 ——— 
两 个 条 件 ， 选 取 f.— kHz. 
在 MATLAB 中 ,利用 一 组 正弦 信号 之 和 来 表示 图 7.29 ” 带 通 模拟 信号 
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带宽 在 fl. 和 所 之 间 的 信号 ， 正弦 信 和 号 的 频率 分 别 为 10kHz、10. 05kHz、10, 1kHz、10. 15kHz 
和 10. 2kHz， 抽 样 频 率 为 lkHz, WF: 


fs = 1000;T = 1/fs; 
BW = 200; 
fL = 10000; 
fU = fL + BW; 
t = 02T*.1; 
xd = zeros(1, length(t)); 
for fr = fL:50:fU 
xd = xd + sin(2*pi*fr*t); 
end 


f FH Do (8 HL AE EFFET kHz 抽样 后 的 带 通信 号 频谱 ， 结 果 如 图 7. 30 所 示 。 
fftxd = fft (xd)/length (xd); 

k = 0:length(t)-1; 

stem(k*fs/(length(t)-1), abs(ftxd)); 

axis([O fs1/2 0 11); 


带 通信 号 的 快速 传 里 叶 变 换 





频率 (Hz) x 108 





频率 (Hz) 
b) 


7.30 图 a 为 频率 范围 在 10—10. 2kHz 之 间 的 原始 信号 频谱 ， 
图 b 为 以 1kHz 抽样 后 的 信号 频谱 


对 于 带 通 抽样 ， 抽 样 频率 应 至 少 为 带宽 的 两 倍 。 此 外 ， 如 果 希 望 将 信号 的 下 边 频 移动 
到 0Hz 处 ， 还 需 下 边 频 为 抽样 频率 的 整数 倍 。 < 
带 通 抽样 也 存在 一 些 问题 ， 欠 抽样 信号 既 包 含 原始 信号 的 通 带 ， 也 包含 了 空白 频带 ， 
这 些 空白 频带 通常 会 包含 噪声 ， 导 致 信 
噪 比 下 降 。 g Co ra 
一 般 来 说 ， 下 边 频 通常 不 是 抽样 频 | 
率 的 整数 倍 ， 如 图 7.31 Bros. XXX e t 





种 情况 ， 下 边 频 Er woof fe ifs Us 
频率 
in —1 图 7.31 带 通 抽样 的 一 般 形 式 ， 下 边 频 fi 不 是 fe 
GAUL < f TBH pee 
i< b5 (7.1) 
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同样 ， 对 于 上 边 频 ， < II 可 写 为 
fs fu (7. 2) 
2 n 
组 合式 (7.1) 和 式 (7. 2), ， 得 到 带 通 抽样 定理 ， 表 达 如 下 : 
2fu f 
n fex 
Hp, n—2, 3, =, int(fu/#R). 


7.8 过 抽样 在 音频 中 的 应 用 

人 了 丁 听 力 的 频率 范围 为 20 一 20kHz， 数 字音 频 系 统 的 标准 抽样 频率 为 44. ]kHz。 为 了 
正确 地 记录 高 质量 的 数字 音频 ， 在 A/D 的 前 端 需 放置 一 个 “ 砖 墙 >(brick wall) ISIE E 
滤波 器 。 在 记录 过 程 中 ， 如 果 不 通过 该 滤波 器 进行 过 滤 ， 由 任意 元 件 产生 的 高 于 22050Hz 
的 噪声 将 会 混 人 到 信号 中 。 在 实际 中 ， 仅 能 得 到 截止 频率 为 22050Hz”“ 砖 墙 ?滤波 器 的 近似 
形式 ， 且 价格 昂贵 。 除 此 之 外 ， 受 温度 、 湿 度 和 老化 的 影响 ， 模 拟 元 件 会 发 生变 化 。 过 抽 
样 技术 提供 了 一 种 蔡 代 模拟 抗 混 又 滤波 器 的 方法 ， 且 对 滤波 器 的 要 求 更 宽松 。 当 过 抽样 和 
A/D 结合 使 用 时 ， 系 统 通常 称 为 过 抽样 模 数 转换 器 。 

为 了 更 好 地 理解 其 工作 原理 ， 以 2 倍 过 抽样 模 数 转换 系统 为 例 。 希 望 该 系统 输出 的 数 
字 信 号 抽样 频率 为 六 一 44. lkHz， 因 此 过 抽样 系统 的 抽样 频率 应 为 2f, 二 88. 2kHz。 抽 样 
频率 提高 了 2 倍 ， 则 通 带 范围 变 为 0Hz 一 六 /2， 阻 带 范围 变 为 1. 5fs 到 无 穷 ， 如 图 7. 32 
所 示 。 通 带 波动 和 阻 带 波动 均 为 0. 01， 满 足 上 述 条 件 的 巴特 沃 斯 滤波 器 的 阶 数 为 6。 

抗 混 又 滤波 器 的 输出 信号 将 通过 频率 为 2 太 的 抽样 保持 电路 ， 然 后 转换 为 数字 序列 。 
模 数 转换 之 后 使 用 低 通 数 字 滤 波 器 且 将 抽样 速率 降 到 44. IKHz, 图 7. 33 给 出 了 完整 的 
过 程 。 


1 
X8 
= a T2 
XC) | 模拟 抗 混 低 通 抽取 
—+ 


42 大 15f, fy WR | y(n7) 





Al 7.32 ”模拟 滤波 器 的 通 带 和 阻 带 ， 如 果 通 过 该 图 7.33 过 抽样 模 数 转换 ， 将 信号 进行 2 倍 升 抽 


滤波 器 的 模拟 信号 以 2fs 被 抽样 ， 则 低 样 ， 转 换 为 数字 序列 ， 再 通过 抽取 滤波 器 
于 fs/2 频率 的 信号 不 会 产生 混 释 将 抽样 频率 降低 到 fs 且 阻 止 大 于 fs/2 的 
频率 通过 


输出 端的 抽取 滤波 器 不 仅 将 抽样 率 降低 为 f:， 而 且 是 抗 混 释 滤 波 器 ， 阻 止 大 于 f:/2 
的 频率 通过 。 更 高 倍数 的 升 抽样 将 进一步 降低 对 模拟 滤波 器 的 要 求 ， 但 同时 对 模 数 转换 的 
转换 速率 要 求 提高 。 

在 音频 系统 的 输出 端 ， 数 模 转换 后 的 抗 镜 像 滤波 器 也 存在 类 似 的 问题 。 对 于 这 种 情 
况 ， 可 以 在 将 信号 输入 到 数 模 转 换 前 对 信号 进行 升 抽样 ， 降 低 对 模拟 抗 镜像 滤波 器 的 要 求 
和 元 件 成 本 。 

理想 的 抗 镜 像 滤波 器 是 一 个 低 通 滤波 器 ， 在 OHz— f./2 之 间 ， 增 益 为 1， 其 他 频率 
处 ， 增 益 为 零 。 信 号 通过 数 模 转换 前 ， 对 其 进行 升 抽样 ， 可 通过 使 用 数字 低 通 内 插 滤波 器 
来 降低 对 模拟 抗 镜像 滤波 器 的 要 求 ， 图 7. 34 为 其 工作 原理 。 在 该 图 中 ,输入 信号 的 抽样 
频率 为 f/:， 升 抽样 后 再 通过 内 插 滤波 器 将 镜像 频率 移 到 更 高 的 频率 范围 ， 降 低 对 模拟 抗 镜 
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图 7.34 升 抽样 降低 对 模拟 抗 镜像 滤波 器 的 要 求 


小 结 


不 同 于 其 他 章节 ， 本 章 处 理 的 信号 为 已 抽样 信号 ， 观 察 抽样 频率 改变 后 信号 的 变化 。 
降 抽 样 过 程 是 以 某 一 规则 删除 某 些 抽样 点 以 降低 抽样 频率 ， 如 果 新 的 较 低 的 抽样 频率 低 于 
奈 奎 斯 特 抽样 频率 则 会 产生 混 生 。 在 大 多 数 情况 下 ， 降 抽样 前 使 用 低 通 滤波 器 去 除 高 于 奈 
奎 斯 特 抽样 频率 的 频率 ， 低 通 抗 混 生 滤波 器 和 降 抽样 器 称 为 抽取 器 。 

为 了 增加 信号 的 抽样 频率 ， 可 以 在 信号 抽样 点 间 插 入 零 ， 这 种 方法 的 优点 是 增加 了 抽 
样 频率 ， 缺点 是 引入 了 镜像 频谱 。 升 抽样 器 和 去 除 镜像 频谱 的 低 通 滤波 器 称 为 内 插 器 。 

一 般 来 说 ， 对 于 范围 较 大 的 内 插 和 抽取 ， 采 用 级 联 的 方式 实现 会 相对 容易 ， 例 如 ， 采 
用 两 个 10 倍 抽取 的 抽取 器 实现 100 倍 抽 取 ， 比 直接 实现 100 倍 抽取 容易 实现 一 些 。 

抽取 器 和 内 揪 器 均 以 整数 倍数 来 改变 抽样 频率 ， 将 内 插 器 和 抽取 器 结合 使 用 ， 可 实现 
有 理 数 倍 的 抽样 速率 转换 。 在 这 种 情况 下 ， 可 将 抗 镜像 滤波 器 和 抗 混 释 滤波 器 合并 为 一 个 
数字 滤波 器 。 

通过 考虑 在 某 个 特定 周期 中 使 用 哪些 滤波 器 系数 ， 可 以 更 加 有 效 地 实现 内 插 器 和 抽取 
器 。 例 如 ， 内 播 器 中 很 多 抽样 点 的 值 为 零 ， 因 此 没有 必要 对 这 些 零 值 做 乘法 运算 ， 基 于 这 
个 事实 ， 可 以 改变 滤波 器 的 结构 ， 大 幅度 提高 效率 。 

实现 任意 数值 的 抽样 速率 转换 也 是 可 行 的 。 为 实现 这 个 目的 ， 需 以 某 种 近似 方法 重建 模拟 
信和 号， 对 重建 后 的 模拟 信号 进行 重新 抽样 。 保 持 内 插 和 线性 内 插 是 实现 重建 模拟 信和 号 的 两 种 
方法 。 
习题 
概念 题 
. 通过 删除 某 些 抽样 点 实现 降 抽样 ， 很 明显 ， 这 种 方法 删除 了 信号 信息 ， 这 些 信 息 是 元 余 信 息 吗 ? 该 过 
程 是 否 丢失 了 一 些 信 息 ? 
当 对 信号 升 抽 样 时 ， 通 常 在 抽样 点 间 插 入 零 ， 然 后 再 通过 低 通 滤波 器 ， 这 种 方法 是 否 创建 了 新 的 信 
息 ? 如 果 是 ， 其 是 否 真实 地 反映 了 信号 的 信息 ?以 1kHz 抽样 频率 对 范围 在 0 一 100Hz 间 的 信号 进行 
抽样 和 以 500 Hz 抽样 该 信号 后 再 使 用 内 插 器 将 抽样 频率 升 高 为 1 kHz， 两 者 结果 有 什么 差别 ? 
. 相 比 于 抽取 前 信和 号， 列举 抽取 过 程 中 引入 的 误差 。 
. 相 比 于 内 插 前 信和 号， 列举 内 插 过 程 中 引入 的 误差 。 
在 不 要 求 线 性 相位 的 前 提 下 ， 为 什么 不 采用 IIR 滤波 器 实现 内 插 滤波 器 ? 
. N 级 级 联 抽 取 滤 波 器 ， 若 每 一 个 滤波 器 的 通 带 波动 为 Rs， 证 明 抽 取 后 信号 的 波动 R, ~ NRa. 
. 图 P7.7 中 ,信号 z 以 U 倍 升 抽样 后 再 进行 D MERA, ER ons xz 以 DD 倍 降 抽样 后 再 进行 U 倍 升 抽 


样 获得 信号 ys. WE z 为 以 10Hz 抽样 的 频率 为 1Hz 的 正弦 信和 号， 绘制 z 的 pl 
草图 ， 并 证 明 当 U=D=2 时 ， yi 和 yz 不 同 ， 当 U=3， D=2 时 ， yi 和 ye a n" 
. 在 第 5 章 中 ， 下 面 的 公式 给 出 了 帕克 斯 -麦克 莱 伦 FIR 滤波 器 的 阶 数 估计 ， 


在 该 公式 中 ，e! 是 通 带 波动 ，e 为 阻 带 波动 ， 过 渡 带 宽 为 Af，fs 为 抽样 图 P7.7 升 抽样 和 降 抽 样 
频率 ， 使 用 下 面 的 公式 证 明 ， 对 窄带 信和 号 滤波 前 进行 降 抽样 是 合理 的 。 


gr ans = 20lgC ere.) — 13 
14. 6Af/ fs 


— 


MO 0 BO N 


co 
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9. 设 100Hz 的 正弦 信号 ， 抽 样 率 为 1200Hz， 和 希望 通过 保持 内 插 技 术 ， 对 该 信号 进行 3 倍 升 抽样 ， 将 抽 
样 频率 提高 到 3600Hz。(a) 应 用 保持 内 插 后 ， 估 计 信 号 的 频率 分 量 有 什么 变化 ; (b) 使 用 MATLAB ij 
出 两 个 信号 的 DFT， 验 证 (a) 中 的 估计 。 

10. 当 采 用 升 抽样 和 降 抽 样 对 抽样 频率 进行 有 理 数 倍 转换 时 ， 一 般 先 做 升 抽样 ， 后 做 降 抽样 。 如 果 先 做 


降 抽样 后 做 升 抽样 ， 得 到 的 结果 相同 吗 ? 解释 为 什么 。 


11. 假设 有 一 通过 合适 的 抗 混 秋 滤波 器 的 方 波 ， 其 谐 波 混 释 已 经 不 是 问题 ， 对 该 信号 进行 升 抽 样 有 什么 困难 ? 
分 析 设 计 题 
7.1 节 


7.1 


7.2 


7.3 


7.4 


7:5 


7.6 


信号 包含 两 个 正弦 信号 ， 频 率 分 别 为 1000Hz 和 3000Hz， 抽 样 频率 为 10000Hz。 
(a) 如 果 按 照 每 隔 一 点 删除 一 抽样 点 的 方法 对 信号 进行 2 倍 降 抽 样 ， 估 计 信 和 号 频谱 。 
(b) 在 MATLAB 中 产生 两 个 正弦 信号 ， 使 用 downsample 函数 ， 验 证 (a) 中 的 估计 。 
以 44100Hz 对 信号 抽样 ， 该 信号 在 0—100Hz 范围 内 包含 一 些 低频 传感器 数据 ， 需 要 设计 一 个 抽取 
器 将 抽样 频率 降 为 11025Hz， 同 时 要 求 传感器 数据 所 处 的 频带 范围 波动 不 大 于 0.01， 设 计 该 抽取 
器 。 利 用 MATLAB 证 明 设 计 的 抽取 器 满足 上 述 要 求 ， 注 意 , 混 伙 到 通 带 中 的 阻 带 频 谱 不 能 引起 通 
带 波动 超出 设计 指标 。 
下 面 的 公式 使 用 伟 里 叶 序 列 拟 合 方 波 
x)= >) E sinkut) 
PII 

在 附录 D 中 ， 该 公式 利用 MATLAB 函数 已 实现 。 
function sq = fourier sq(fs, pts, f0, terms) 
T = 1/fs; 
n = 1:pt8; 
nT - n*T; 
w = 2*f£0*pi; 
sq = zeros(1, length(nT)); 
for k = 1:2:2*terms 

sq = sq + (4/(k*pi))*sin(k*w*nT); 
end 

编写 MATLAB 代码 调用 该 函数 ， 其 中 f/.— 8000, pts=1024, fy 二 100，terms 二 5。 增 加 必要 
的 代码 ， 对 该 拟 合 的 方 波 进行 D 倍 降 抽样 ， 并 画 出 结果 。 确 定 产生 混合 信号 的 最 小 DD 值 ， 描 述 当 
DD 增加 时 ， 由 混 倒 现象 引起 的 信号 失真 。 
例 7-1 生成 了 频率 范围 为 10 一 2000Hz 的 扫 频 信和 号， 抽样 频 
率 为 11025Hz， 当 对 信号 进行 4 倍 降 抽样 时 ， 降 抽样 后 信 。 HAE 22050H 


号 的 奈 夺 斯 特 频率 变 为 1378. 1Hz， 由 于 该 频率 低 于 信号 的 。 a itc eg 
最 高 频率 ， 出 现 了 混合 并 引起 信号 的 严重 失真 。 设计 低 通 通 带 波动 “0.02 

滤波 器 改善 混 到 问题， 该 滤波 器 满足 下 列 设计 指标 : 阻 带 波 动 ”0.01 

在 4 倍 降 抽 样 前 ， 利 用 MATLAB 的 filter 函数 ， 将 原始 信号 “1 

通过 该 滤波 器 ， 画 出 下 图 : (a) 原始 信号 的 时 域 图 ; (b) 原 J i 

Se FFT OR IR SCR DEL FO eB AB Be 研一 二 一 省 一 + 站 

器 的 频 域 图 与 该 图 画 在 一 张 图 上 )，(c) 4 倍 降 抽 样 后 信号 ie 

的 FFT (d) 使 用 巴特 沃 斯 滤波 器 滤波 后 ， 降 抽样 信号 的 a) 

FFT; (e) 使 用 椭圆 滤波 器 滤波 后 ， 降 抽样 信号 的 FFT。 $ Tn 
在 例 7-2 中 ， 对 信号 进行 4 倍 和 5 倍 的 降 抽样 ， 且 使 用 通 带 100 ^^ 200 300 400 S00 2000 
和 阻 带 如 图 APT. 5 所 示 的 两 个 低 通 滤波 器 ， 如 果 两 个 滤波 fo 频率 (Hz) 

器 的 通 带 波动 和 阻 带 波 动 均 为 0.01， 计算 滤 波 器 最 终 输出 b) 

结果 的 通 带 波动 和 阻 带 波动 。 图 AP7.5 低 通 滤波 器 频带 


现 有 一 个 信号 ， 通 带 为 0~500Hz， 噪 声 范围 在 800— 10000Hz, 
抽样 频率 为 22050Hz， 希望 对 该 信号 进行 20 售 降 抽样 ， 为 实现 该 目的 ， 设计 4X5 的 级 联 抽取 器 ， 若 
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N 


通 带 波动 和 阻 带 波动 均 为 0.01， 计 算 两 个 低 通 滤波 器 的 通 带 和 阻 带 范围 。 画 出 最 终 的 降 抽样 信号 ， 
TERM RAR, BAP IRE. 
输入 信号 创建 : 使 用 三 角 波 的 傅 里 时 级 数 展开 ， 将 求 和 项 的 频率 限制 在 500Hz 及 以 下 。 


5 


. 8 
r= X 
tri(nT) 2 Cex? 008(200xnT) 





奇数 
增加 噪声 : 使 用 方 波 的 伟 里 叶 级 数 展 开 ， 将 求 和 项 的 频率 限制 在 800 ~ 10k Hz, 
sq(nT) = 0.2 >) Esin(200rnT) 
‘ak 
信号 的 通 带 为 0 一 100Hz， 抽 样 频 率 为 40000Hz， 和 希望 将 抽样 频率 降 到 1000Hz, BU D=40, BRAM 


取 器 的 通 带 波动 六 为 0.01， 阻 带 波动 rs 为 0.001， 如 果 该 抽取 器 按照 2-4-5 的 级 联 方式 设计 ， 给 出 
使 用 Parks-McClellan 设计 该 滤波 器 的 指标 要 求 。 


APT. 8 给 出 了 将 抽样 频率 降低 D 倍 的 抽取 器 ,证 明 输 出 结果 y 可 以 写成 yn] = >)&z[nD — i]. 


其 中 , b 是 抽取 滤波 器 的 系数 。 
三 级 级 联 抽取 器 ， 每 一 级 滤波 器 的 通 带 波动 为 r,， 则 滤波 器 最 终 的 通 带 波 动 是 多 少 ? 证 明 滤波 器 最 
终 的 通 带 波动 约 为 37,。 


.2 节 


.10 


MATLAB 中 的 函数 upsample 通过 在 信号 抽样 点 间 内 插 零 提高 抽样 频率 ， 假 设 正 弦 信 号 的 频率 为 

1000Hz， 抽 样 频率 为 5000Hz， 估 计 使 用 upsample 函数 后 信号 的 频谱 。(a)2 倍 升 抽样 ; (b)3 倍 升 

抽样 ， 利 用 MATLAB 验证 你 的 估计 。 

假设 正弦 信号 的 频率 为 As ， 对 其 进行 2 倍 升 抽样 。 

(a) 证 明 升 抽样 后 的 信号 频谱 与 频率 为 As 十 (六 一 Ase) 的 正弦 信号 的 频谱 是 相同 的 ， 其 中 fs 为 原 
抽样 频率 。 

(b) 证 明 3 倍 升 抽样 后 的 信号 频谱 与 频率 为 [fss 十 (fs 土 /se)] 的 正弦 信号 频谱 是 相同 的 。 

AP7.12 所 示 是 将 抽样 频率 增加 U 售 的 内 插 器 , 证 明 输 出 结果 y 可 以 写成 y[n] = 


M 3 
Diez ("7 olni], SEH, b PTE RAR 


feo} PT | | 
图 AP7.8 抽取 滤波 器 和 降 抽 样 器 图 AP7.12 ” 升 抽样 器 和 内 择 滤 波 器 


假设 有 两 个 完全 相同 的 信号 ， 其 为 1000Hz 附近 的 窄带 信号 ， 第 一 个 信号 的 抽样 频率 为 11025Hz， 
第 二 个 信号 的 抽样 频率 为 22050Hz。 如 果 将 两 个 信号 均 升 抽样 为 44100Hz， 两 个 信号 的 频谱 特征 
有 什么 差别 ? 

信号 的 带宽 为 0 一 4kHz， 抽 样 频率 为 11025Hz， 如 果 使 用 8 位 模 数 转换 器 ， 同 时 希望 将 抽样 频率 
升 高 到 22050Hz， 使 用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 数字 滤波 器 ， 设 计 一 个 合理 的 内 择 滤 波 器 。 
信号 的 带宽 为 2kHz， 抽 样 频率 为 11025Hz， 设计 一 内 插 升 抽样 滤波 器 将 抽样 频率 升 高 为 
44100Hz， 使 用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 数字 滤波 器 ， 通 带 波动 和 阻 带 波动 为 0. 001, 利用 MATLAB 的 
chirp 函数 产生 0. 9s 的 输入 信号 ， 其 幅度 为 1， 频率 范围 为 10 一 2kHz。 

产生 一 个 持续 时 间 至 少 为 0. 4s， 频 率 为 80Hz 的 正弦 信号 ， 抽 样 频率 为 500Hz， 对 该 信号 进行 2 
倍 升 抽样 ， 采 用 满足 下 列 指 标的 帕克 斯 -麦克 莱 伦 内 插 滤 波 器 ， 画 出 一 个 周期 内 的 结果 。 





通 带 0—110Hz 
通 带 波动 © 0.01 

阻 带 250~500Hz 
阻 带 波动 — 0.01 


创建 另 一 个 信号 ， 其 为 原始 信号 的 2 倍 升 抽样 ， 但 使 用 两 个 抽样 点 的 平均 值 而 不 是 零 值 进行 
内 插 ， 画 出 一 个 周期 的 结果 ， 将 其 与 内 插 滤波 器 的 输出 结果 进行 比较 。 
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7.35 
7.V 用 以 下 倍数 转换 抽样 速率 ， 找 到 满足 该 条 件 的 最 小 的 内 插 器 /抽取 器 的 整数 值 。 
(a) 0. 65625000 
(b) 0. 52 
(c) 2.375 
7.18 ”假设 某 带 限 信号 的 频率 范围 为 0~400Hz， 抽 样 频 率 为 1500Hz， 设计 一 有 理 数 倍 的 抽样 速率 转换 
器 将 抽样 频率 增加 到 3500Hz， 若 要 求 通 带 和 阻 带 波动 为 0.001， 使 用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 方法 设计 该 
数字 滤波 器 ， 则 该 滤波 器 的 通 带 截 频 和 阻 带 截 频 分 别 是 多 少 ? 使 用 如 下 输入 信号 和 MATLAB 中 
的 函数 filter 验证 上 述 结果 。 
fs = 1500;T = 1/fs; 
Pts = 1024; 
t = O:T: (Pts = 1)*T; 
s = chirp(t, 0, Pts*T, 100); 
7.19 假设 某 带 限 信号 的 频率 范围 为 0 一 100Hz， 抽 样 频率 为 500Hz， 设 计 一 个 有 理 数 倍 的 转换 器 将 抽样 
频率 增加 到 800Hz， 要 求 通 带 和 阻 带 波动 为 0.001， 利 用 下 面 MATLAB 代码 产生 的 信和 号 测试 该 系 
统 ， 并 验证 该 抽样 频率 转换 器 将 抽样 频率 变 为 800Hz。 
fs = 500;T = 1/fs; 
Pts = 1024; 
= 0:T: (Pts - 1)*T; 
s = chirp(t, 0, 1, 100); 
7.4055 
7.20 现 有 一 带 限 信号 ， 其 频率 范围 为 0 一 100Hz， 以 500Hz 对 该 信号 进行 抽样 ， 要 求 对 该 信号 进行 12 
倍 的 升 抽样 ， 
(a) 设计 一 个 内 插 滤波 器 ， 其 通 带 波动 和 阻 带 波 动 均 为 0. 01， 使 用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 设计 滤波 器 。 
(b) 按 3X4 的 级 联 方式 设计 该 内 插 滤波 器 ， 重 复 上 述 问 题 。 
7.21 图 7.17 给 出 了 设计 降 抽样 器 的 C 代码 ， 该 代码 中 的 每 一 行 前 面 都 有 参考 编号 ， 回 答 下 面 的 问题 : 
(a) redoFlag 变量 的 作用 是 什么 ? 
(b) 第 30 行 用 于 滤波 器 计算 ， 为 什么 该 方程 写成 
y += bl[i]*(x[i] + x[N-i]) 
而 不 是 
y += b[il*x[i] 
(c) 第 45~46 行 中 count 变量 的 作用 是 什么 ? 
(d) 中 断 服务 程序 多 长 时 间 发 生 一 次 ? 以 抽样 时 间 表 示 。 
(e) 解释 为 什么 在 第 10 行 中 滤波 器 的 阶 数 设 为 13， 而 在 第 6 一 8 行 中 ， 仅 使 用 7 个 参数 。 
(f) 该 代码 为 2 倍 降 抽 样 ， 如 变 为 3 倍 降 抽样 ， 程 序 的 哪些 地 方 需要 改动 ? 
(g) 在 新 抽样 点 准备 好 前 ， 第 29—30 行 的 主 循环 有 多 长 时 间 完 成 运算 ? 
7.22 将 升 抽样 倍数 由 2 变 为 3， 重 画 表 7. 2 和 图 7. 16 。 
7.23 设计 一 个 内 插 器 ， 其 使 用 线性 内 插 将 输入 信号 的 抽样 率 提高 5 倍 ， 利 用 如 下 MATLAB 代码 产生 
输入 信号 : 
fs = 1500;T = 1/fs; 
n = 0:1/T; 
nT = n*T; 
x = chirp(nT, 10, 0.2, 500); 
注意 ， 该 程序 中 的 chirp 函数 产生 的 信号 在 0. 2s 时 刻 达 到 500Hz， 但 该 函数 将 运行 到 1s. A 
而 信号 的 频率 持续 增加 。 当 频率 高 于 f:/2 时 ， 将 产生 混 琶 。 使 用 线性 内 插 对 信号 进行 5 倍 升 抽 
样 ， 我 们 希望 原始 信号 与 升 抽样 后 信号 的 样 点 数 相 同 ， 因 而 升 抽样 后 信号 时 间 范 围 为 0.2s， 比 较 
时 间 范 围 在 0 一 0. 2s 内 的 原始 信号 与 升 抽 样 后 信号 。 相 比 于 传统 的 低 通 内 插 滤 波 器 ， 使 用 线性 内 
插 的 升 抽 样 技 术 是 否 更 有 优势 ? 
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7.24 


7.25 


7.7% 


7. 26 


7.27 


7. 28 


现 有 一 个 抽样 频率 为 11025Hz 的 信号 ， 需 将 其 通过 通 带 为 0 一 100Hz， 阻 带 为 200Hz 一 天/2 的 低 


通 滤波 器 ， 要 求 通 带 波动 为 0. 01， 阻 带 波动 为 0. 001， 参 考 例 7-8， 设 计 一 个 抽取 器 /内 插 器 结构 。 
7.6 节 


设 带 限 音频 信号 的 带宽 为 3kHz， 抽 样 频率 为 gkHz， 通 过 升 抽样 将 抽样 频率 提高 为 11025Hz， 以 
(a) 保 持 内 插 和 (b) 线 性 内 插 做 升 抽样 ， 利 用 如 下 MATLAB 代码 产生 输入 信号 : 
fs = 8000;T = 1/fs; 
n= 0:4096; 
nT = n*T; 
x = chirp(nT, 10, nT(length(nT)), 3000); 
比较 在 0. 0055 时 间 范 围 内 ,保持 内 插 信 号 与 线性 内 插 信 号 的 区 别 ， 注 意 保持 内 插 中 的 阶梯 
效应 。 


如 下 MATLAB 代码 创建 了 一 个 调频 信号 ， 其 频率 范围 为 40 一 40. 25kHz， 抽 样 率 为 2kHz， 增 加 
必要 的 代码 ， 画 出 该 信号 的 奈 奎 斯 特 频率 范围 。 
fs = 2000;T = 1/fs; 


fL = 40000; 
fU - 40250; 
t = 0:T:3; 


x = chirp(t, fL, 3, fU); 

如 下 MATLAB 代码 创建 了 一 个 调频 信号 ， 其 频率 范围 为 20000 一 20050Hz， 抽 样 率 为 80kHz， 在 
频带 范围 为 1100 一 19000Hz 处 加 入 振幅 为 0. 01 的 噪声 ， 以 f.—1000Hz 降 抽 样 该 信号 ， 证 明 降 抽 
样 后 ， 带 外 噪声 变 为 带 内 噪声 ， 画 出 加 噪声 后 的 信号 和 降 抽 样 后 信号 的 FFT A. 

fsh = 80000;Tsh = 1/fsh; 

fL = 20000; 

fU = 20050; 

tsh - 0:Tsh:.5; 

x = chirp(tsh, fL, .5, fU); $signal 

$Add in noise 

xn = .01*chirp(tsh, 1100, .5, 19000); tnoise 

X = X + Xn; 

如 图 AP7. 28 所 示 的 单 边 带 信号 , 设 fL — 50kHz, fu—50.3kHz, WRA SkHz 对 该 信号 抽样 ， 该 
信和 号 被 搬 秒 到 0Hz 一 大 /2 之 间 的 哪个 频率 范围 ? 多 大 的 抽样 频率 可 以 将 fi 搬移 到 0Hz 处 ? 


pu f fı fu 
nf, 


图 AP7.28 单 边 带 信号 


第 岛 章 
数字 滤波 器 的 实现 


由 设计 指标 求解 传输 函数 的 数字 滤波 器 设计 是 一 个 易于 理解 的 过 程 ， 根 据 设计 指标 ， 
可 以 设计 出 一 个 优化 的 ( 某 种 准则 下 )IIR 或 者 FIR 滤波 器 。 但 是 ， 如 果 根 据 传输 函数 去 获 
得 一 个 最 优 的 实现 ， 这 个 过 程 往往 较为 复杂 ， 并 且 可 能 仅 是 特定 技术 条 件 下 的 最 优 。 换 言 
之 ， 今 天 通过 优化 设计 获得 的 传输 函数 在 将 来 可 能 仍然 是 一 个 优化 的 传输 函数 ， 但 对 于 当 
前 最 优 的 实现 未 必 适 用 于 将 来 。 

本 章 假定 我 们 已 经 完成 了 数字 滤波 器 的 设计 ， 将 重点 讨论 滤波 器 的 实现 问题 。 滤 波 器 
设计 完成 ， 意 味 着 我 们 已 有 该 滤波 器 的 传输 函数 ， 并 且 该 传输 函数 的 响应 满足 特定 的 设计 
要 求 。 滤 波 器 的 实现 分 为 两 个 层面 ， 一 是 模型 实现 (Realization， 以 后 简称 实现 )， 典 型 的 
表示 形式 是 传输 函数 对 应 的 方 框图 或 者 信号 流 图 。 二 是 工程 实现 (Implementation， 以 后 简 
称 实 施 )， 其 按照 模型 实现 给 定 的 形式 生成 一 个 “真实 ”的 滤波 器 ， 该 真实 的 滤波 器 接收 输 
入 并 产生 对 应 的 输出 。 实 施 过 程 中 不 可 避免 地 将 在 真实 滤波 器 与 传输 函数 描述 的 滤波 器 之 
间 产 生 误 差 。 

由 相同 的 传输 函数 可 以 派生 出 多 种 不 同 的 实现 与 实施 ， 假 如 利用 无 限 精度 运算 且 计算 
速度 不 受 限制 ， 则 多 种 变化 形式 将 通 向 相同 的 滤波 器 。 某 些 实现 对 误差 比较 不 敏感 ， 某 些 
计算 效率 较 高 ， 这 就 导致 了 在 实施 过 程 中 对 于 相同 的 传输 函数 却 产 生 多 种 不 同 的 滤波 器 。 

首先 ， 我们 将 从 滤波 器 实施 的 描述 方式 开始 ， 包 括 描 述 抽样 值 以 及 从 框图 描述 传输 函 
数 如 何 产 生 输出 。 然 后 ， 讨 论 实施 过 程 中 出 现 的 主要 误差 .包括 量化 误差 和 舍 入 误差 。 最 
后 ， 研 究 说 明 软 件 实现 过 程 ， 并 给 出 一 些 C 语言 的 实例 。 


8.1 实施 问题 


实施 的 广义 定义 包括 了 信号 抽样 过 程 ， 将 信号 由 电压 转变 为 数字 流 的 A/D， 计 算 机 
《或 者 数字 信和 号 处 理 (DSP) 芯 片 )， 运 行 滤波 器 算法 的 软件 ， 以 及 最 终 将 计算 机 的 输出 转变 
为 连续 时 间 信 号 的 D/A 和 重建 电路 。 沿 着 这 条 由 输入 到 输出 的 路 径 ， 存 在 着 多 处 产生 误 
差 的 地 方 。 某 些 误 差 无 法 避免 ， 以 至 于 实施 所 得 到 的 滤波 器 仅 是 传输 函数 的 近似 ， 所 以 ， 
滤波 器 的 实施 过 程 是 在 物理 限制 条 件 下 的 误差 最 小 化 。 最 基本 的 限制 是 成 本 和 速度 ， 其 他 
的 限制 包括 能 耗 限制 、 空 间 限 制 以 及 使 用 软件 和 硬件 带 来 的 限制 。 实 施 过 程 中 产生 的 误差 
可 以 归纳 为 以 下 几 类 。 

1. 输入 量化 误差 : 数字 滤波 器 的 输入 信和 号 一 般 是 连续 时 间 信 号 ， 需 要 经 过 A/D 抽样 
后 输入 系统 。A/D 抽样 将 连续 时 间 信 和 号 转换 成 有 限 长 的 二 进 制 数 ， 所 以 ， 量 化 后 的 输入 信 
号 是 连续 时 间 抽 样 值 的 近似 。 

2. RAR: 就 其 本 质 而 言 ， 连 续 时 间 信 号 是 非 带 限 信号 ， 任 何 高 于 奈 奎 斯 特 频率 
的 频率 分 量 都 将 与 低 于 奈奈 斯 特 频 率 的 频率 分 量 相 混 释 。 

3. 系数 量化 误差 : 与 输入 量化 相似 ， 滤 波 器 的 系数 也 存在 量化 ， 原 因 来 自 利 用 有 限 长 
位 数 表示 滤波 器 的 每 个 系数 。 所 以 ， 所 实施 的 传输 函数 仅 是 所 设计 的 传输 函数 的 近似 。 

4. 乘积 量化 误差 : 乘积 运算 中 ， 两 个 ”位 的 数字 相 乘 结果 应 为 2” 位， 乘积 运算 需 调 
整 位 数 以 适应 寄存 器 ， 从 而 导致 误差 。 

5. 溢出 误差 : 当 一 个 数字 过 大 而 超出 系统 位 数 表 示 的 范围 时 ， 就 会 产生 溢出 误差 ， 
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经 常 发 生 于 输入 信号 的 A/D 抽样 ， 或 者 运算 过 程 中 。 

6. 重建 误差 : 将 离散 系统 的 输出 重建 为 连续 时 间 、 连 续 幅 度 的 模拟 信和 号 时 ， 将 产生 
重建 误差 。 

系统 输入 量化 需 在 硬件 级 处 理 ， 滤 波 器 设计 者 需要 选择 抽样 器 和 B 位 A/D 转换 器 以 适 
合 应 用 的 需要 。 在 一 些 应 用 中 至 少 需要 6 位 描述 信号 ， 如 视频 信号 的 灰 度 级 ; 另 一 些 应 用 
中 ， 有 可 能 需要 利用 10—12 位 ， 如 语音 信号 处 理 ;， 某 些 应 用 可 能 需要 14—20 位 ， 如 用 于 音 
乐 的 CD 通常 利用 16 位 记录 数字 音频 。 在 涉及 计算 机 计算 时 ， 双 精度 浮 点 数 可 用 64 位 表示 ， 
16 位 表示 的 信号 看 起 来 似乎 是 一 个 很 小 的 数字 。 然 而 ， 考 虑 到 16 位 的 数字 表示 了 65536 的 
分 级 ， 所 以 一 个 16 位 表示 意味 着 我 们 已 知 这 个 信号 的 5 位 (十 进 制 ) 有 效 数字 ，12 位 表示 了 
4096 的 分 级 ， 意 味 着 已 知 近似 3 个 半 有 效 数 字 。 对 于 大 多 数 类 型 的 数据 ， 获 得 16 位 精度 的 
测量 值 是 十 分 困难 的 ， 常 常 超过 10 位 将 变 成 无 效 。 例 如 ， 温 度 、 压 力 、 湿 度 以 及 亮度 的 8 
位 测量 值 对 大 多 数 消费 类 产品 已 经 足够 。 

混 秋 误差 可 通过 在 DSP 系统 前 端 放置 抗 混 释 滤 波 器 来 处 理 。 理 想 的 抗 混 释 滤波 器 将 所 有 
高 于 系统 奈 奎 斯 特 速率 的 频率 增益 降低 至 小 于 量化 误差 (最 低 有 效 位 的 1/2)。 实 际 应 用 中 ， 
通过 过 抽样 滤波 器 或 者 限制 有 效 频率 范围 低 于 奈 奎 斯 特 速 率 的 方式 ， 有 望 达到 理想 的 效果 。 

系数 量化 误差 、 乘 积 误差 和 溢出 误差 需要 在 硬件 选 型 后 进行 处 理 ， 硬 件 肯 定 会 影响 这 
三 种 误差 。 

其 他 必须 面 对 的 设计 问题 包括 抽样 速率 的 选择 (直接 与 量化 误差 相关 )、 滤 波 器 类 型 
CIR, FIR 或 者 其 他 算法 )、 系 统 数量 以 及 滤波 器 算法 运行 精度 问题 等 。 


8.2 数字 表示 
一 个 如 位 二 进 制 数 可 以 表示 为 
2 yk, 28-128-228-3.222120 
二 进 制 位 : bp_1bp_zbs3*…bzbibo 
其 中 ,6 表示 所 ”或 者 “0”。 
这 个 数字 可 以 写 为 如 下 形式 


b; + 2! (8. 1) 


RP, n BRE n WEWER., YER n, IH—462:0—1 的 范围 内 ， 随 着 B 的 增 大 ，n。 fH 
越 近 似 n 真实 值 。 

RE. 1) 称 为 二 进 制 形式 或 者 正 的 二 进 制 形式 ， 其 他 建立 在 这 个 基础 上 的 二 进 制 形式 
使 得 我 们 可 以 表示 有 符号 数 和 浮 点 数 。 

8.2.1 二 进 制 补 码 表示 

在 DSP 应 用 中 ， 我们 经 常 处 理 缩放 的 、 有 符号 的 二 进 制 数 ， 例 如 ，A/D 转换 器 将 范 
围 为 一 10 一 十 10V 的 连续 信和 号 转变 成 10 位 二 进 制 数 。 三 进 制 数 可 以 表示 一 1 一 1 之 间 的 实 
数 ， 利 用 二 进 制 数 与 比例 因子 乘积 表示 其 他 范围 的 数值 。 二 进 制 补 码 系统 可 用 来 表示 正 数 
和 负数 。 

对 于 B 位 的 二 进 制 补 码 系 统 ， 二 进 制 数 的 一 半 用 于 表示 正 数 ， 而 另 一 半 用 来 表示 负 
数 。 正 数 的 表示 方式 与 二 进 制 表示 相同 ， 负 数 的 补 码 就 是 对 其 对 应 的 正 数 取 反 码 再 加 1。 
所 以 ,在 8 位 二 进 制 补 码 系统 中 ， 一 43 的 表示 可 以 从 十 43 的 二 进 制 表 示 开 始 。 

+43= 00101011 


取 反 一 11010100 
加 1 一 11010101— —43 
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该 系统 中 ， 对 于 正 数 ，1 承载 了 数字 的 “权重 ”， 添 加 更 多 的 1 可 增 大 正 数 的 值 ， 而 正 
数 前 面 补 零 不 改变 正 数 的 值 。 对 于 负数 而 言 ， 情 况 恰 好 相反 ， 所 以 一 43 的 16 位 表示 可 以 
写 为 1111 1111 1101 0101 。 

表 8.1 给 出 了 4 位 系统 的 二 进 制 补 码 。 


表 8.1 二 进 制 补 码 系统 中 的 4 位 二 进 制 数 











利用 4 位 可 以 表示 一 8 一 十 7 之 间 的 整数 ， 最 高 位 0 代表 正 数 ，1 代表 负数 。 所 以 ， 最 
高 位 称 为 符号 位 。 
二 进 制 补 码 系统 的 两 个 重要 特征 ， 其 在 DSP 应 用 中 十 分 有 用 。 
1. 正 数 加 上 负数 相当 于 减法 。 
2. 对 于 结果 处 于 表示 范围 内 的 情况 ， 中 间 洲 出 不 影响 结果 精度 。 
第 一 个 特征 似乎 是 我 们 对 于 任何 数字 表示 所 期 望 的 ， 但 不 完全 是 这 样 ， 例 如 一 些 其 他 
的 表示 ， 包 括 二 进 制 反 码 (17s Complement) 表 示 法 5 和 符号 /数值 CSign and Magnitude) 表 
示 法 。 为 了 说 明 第 二 个 特征 ， 这 里 考虑 如 下 问题 ，4 位 二 进 制 补 码 系统 如 表 8-1 所 示 。 
“eign” SE OMe SC OR rd 
+7 0111 
=11 1011 ch [8] dai H 


一 5 1011 
一 6 10110—0110 4 位 正确 结果 


该 问题 中 ， 十 4 加 十 7 结果 为 11， 这 将 无 法 在 4 位 二 级 制 补 码 系统 中 表示 ， 结 果 1011 
在 二 进 制 补 码 系 统 中 表示 一 5， 如 果 在 这 里 结束 运算 ， 将 产生 溢出 误差 。 如 果 在 该 中 间 结 
果 上 加 一 5， 得 到 答案 为 10110， 经 截 尾 至 4 位 生成 正确 结果 。 换 言 之 ， 一 个 二 进 制 补 码 系 
统 在 正确 的 设计 输入 输出 表示 中 ， 中 
间 滋 出 误差 对 处 理 结 果 将 不 会 产生 
影响 。 

二 进 制 补 码 可 以 写 为 


B—2 
ro = A(— bsi + 33,27) 
i=0 


PRES rn agp eH —165 3 —1« 
Zz 过 十 1 的 范围 内 。 

这 个 公式 中 ，r。 表示 实数 r 的 量 
化 值 ， 常 数 A 表示 幅度 或 者 缩放 因 
子 。 对 于 接受 输入 电压 范围 为 十 10V 
的 A/D 来 说 , 这 里 的 A 为 10。B 是 
式 中 二 进 制 位 的 数目 ，6bs -1 为 最 高 有 
效 位 (符号 位 )。 图 8.1 二 进 制 补 码 计 数 映射 图 ;rr 表示 实数 ，ro 表示 量化 


图 8. 1 给 出 了 实数 到 二 进 制 补 码 的 二 进 制 补 码 ，A 为 缩放 因子 








O 二进制 反 码 用 正 数 取 反 来 表示 负数 ， 这 种 方法 的 0 有 两 种 表示 方式 。 


255 
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Miroir 其 中 横 坐 标 表示 实数 ， 纵 坐标 表示 对 应 实数 的 离散 (量化 ) 的 二 进 制 补 
码 数字 

使 用 B 位 可 以 表示 2° 个 离散 电压 值 ， 若 这 些 电 压 的 范围 是 一 A 一 十 A， 则 最 小 的 电压 
表示 为 

Q = 24/7"? = ajo 

Sli, B@AMIOV, BH12 位 ， 则 最 小 量化 值 即 为 Q=20/4096=4. 8828mV , 

图 8.1 中, r 和 ro 之 间 的 45" 直 线 为 > 的 真实 值 ， 所 以 量化 产生 了 士 Q/2 的 误差 。 
8.2.2 符号 /数值 表示 

二 进 制 补 码 表示 法 是 目前 常用 的 一 种 方法 ， 但 也 还 有 其 他 的 表示 方法 。 符 号 /数值 表 
示 法 就 是 其 中 的 一 种 ,通过 在 正 的 二 进 制 值 表示 前 面 增 加 1 位 符号 位 构成 ， 如 图 8.2 
所 示 。 


与 二 进 制 补 码 计数 系统 相同 ， 符 号 位 1 表示 负数 ， 数值 
0 表示 正 数 。 例 如 ， 在 8 位 数值 系统 中 ， 数 字 十 9 可 以 1f0000101 


表示 为 符号 /数值 形式 十 9 一 00001001， 而 一 9 可 以 表 

示 为 一 9 一 10001001， 其 中 最 高 有 效 位 为 符号 位 。 在 此 
= KI 8.2 a 

数值 系统 中 ， 对 于 数字 0 有 两 种 表示 方式 ， 十 0 一 ekt ge ae 

00000000 和 一 0 一 10000000。 和 一 个 负 的 符号 位 组 成 

在 符号 /数值 表示 法 中 ， 对 于 一 个 正 数 加 上 一 个 负 
数 不 等 同 于 相 减 ， 为 了 实现 正 数 和 负数 的 加 法 运算 ， 可 以 通过 从 正 数 上 减 掉 对 应 负数 的 数 
值 后 调整 结果 的 符号 实现 。B 位 符号 /数值 表示 法 可 以 表示 的 数值 范围 为 士 2 :。 所 以 8 
位 数字 系统 可 以 表示 一 127 一 十 127 范围 的 数字 。( 二 进 制 补 码 系统 中 0 的 表示 只 有 一 种 表 
示 方 式 ， 所 以 可 以 表示 的 范围 为 一 128 一 十 127。) 

对 于 符号 /数值 表示 法 ， 经 常 使 用 到 的 是 饱和 溢出 。 饱 和 溢出 中 ， 可 以 将 所 有 溢出 值 
设置 为 可 以 表示 的 最 高 值 。 例 如 ，8 位 数值 系统 中 ， 所 有 大 于 十 127 的 数 都 将 映射 到 
十 127， 所 有 小 于 一 127 的 数 映射 到 一 127， 图 8. 3 给 出 说 明 。 

8.2.3 ZART 

在 实现 数字 滤波 器 时 浮 点 数 是 常 
用 类 型 。 一 般 而 言 ， 浮 点 数 的 运算 常 
常 占用 比 整 型 运算 更 长 的 计算 时 间 。 
计算 时 间 是 确定 最 高 抽样 频率 的 一 个 
决定 性 因素 ， 多 数 系统 采用 整 型 或 者 
更 恰当 地 说 是 定点 型 运算 。 由 于 整 型 
表示 范围 的 限制 ， 使 得 溢出 是 其 应 用 
中 最 严重 的 问题 。 近 些 年 来 ， 随 着 处 
理 器 速度 的 不 断 加 速 ， 滤 波 器 实现 中 
出 现 了 大 量 的 浮 点 型 DSP 器 件 。 浮 


符号 位 






2 3457767 8 9 10j 
1001 » 


点 表示 方法 以 增加 计算 复杂 度 为 代 1111 

价 ， 真 正 地 消除 了 实际 应 用 中 溢出 的 

问题 。 图 8. 3 ”实数 的 符号 /数值 表示 ， 具 有 饱和 溢出 功能 ， 访 
为 了 表示 一 个 浮 点 数 ， 需 要 同时 图 为 4 位 计数 系统 


表示 其 尾数 部 分 和 指数 部 分 。 计 算 机 
应 用 中 从 20 世纪 50 年 代 开始 使 用 浮 点 数 ， 存 在 多 种 不 同 格式 的 表示 方法 。 计算 机 制造 商 
选择 合适 的 浮 点 数 格式 去 适用 特定 的 应 用 程序 和 计算 机 结构 。 通 过 逐渐 演变 得 到 一 种 标准 
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的 表示 格式 ， 绝 大 多 数 支持 浮 点 运算 的 DSP 器 件 遵守 IEEE 754/854 标准 。 该 标准 同时 支 
持 单 精度 (32 位 ) 和 双 精 度 (64 位 ) 格 式 ， 表 示 方 1 et 23 位 
法 如 图 8.4 所 示 。 = 

对 于 图 8.4 中 单 精度 格式 ，S 为 符号 位 ， 
“0" 表 示 正 尾数 ,“1? 表 示 负 尾数 。 尾 数 部 分 归 
一 化 至 0—1 的 范围 ， 归 一 化 表示 尾数 的 最 高 有 ras 
效 位 始终 为 1。 也 就 是 说 ， 执 行 运算 时 平移 尾数 PIE. 
部 分 使 得 最 高 有 效 位 为 1， 并且 对 指数 部 分 作 相 
应 调整 。 由 于 最 高 有 效 位 始终 为 1， 因此 不 需要 mn Te GE Ae 
对 它 进行 记录 ， 该 位 将 被 省 略 。M 表示 尾数 ，E 表示 指数 ， 数 字 下 可 表示 为 下 面 的 格式 

F= (—1)§1.Mx 2" 

注意 ， 指 数 部 分 已 偏 移 一 个 因子 127。 所 以 ， 真 实 的 指数 在 二 进 制 补 码 中 处 于 一 127 一 十 128 
之 间 。 通 过 指数 真实 值 加 127 可 以 获得 偏 置 指数 。 指 数 部 分 为 8 位 ， 可 以 表示 256 个 值 。 
其 中 的 两 个 值 (全 1 和 全 0) 用 于 保留 表示 特殊 的 数 ， 如 表 8. 2 所 示 。 








双 精 度 格式 与 单 精度 相似 ， 双 精度 浮 点 数 可 由 Fo 二 (一 1)51. Mx 25-19, 

设计 者 在 数字 滤波 器 实现 中 如 何 表 8. 2 IEEE 单 精度 浮 点 表示 中 的 特殊 数字 
ERRERA SERRA. 一 一 7 一 
包括 运算 速度 和 成 本 。 一 般 来 说 , 高 ”0<E<255 任意 (一 DS1.MX2E 127 一 般 值 
速 低 成 本 的 系统 可 以 采用 定点 处 理 。 255 TAE ONAN 未 定义 的 数 
器 ， 也 就 是 说 ， 由 于 仅 可 表示 小 范围 。 -A Ud 


的 数字 ， 此 时 滤波 器 需要 特殊 设计 以 
保证 不 受 溢出 的 影响 。 使 用 泽 点 型 表示 方法 虽然 可 以 屏蔽 某 些 溢出 问题 ， 但 是 会 使 得 成 本 
更 高 且 计 算 更 加 复杂 。 

设计 中 需要 考虑 的 另 一 个 因素 是 实际 应 用 中 的 溢出 特征 ， 对 于 某 些 系统 ， 洲 出 特征 
(饱和 或 者 二 进 制 补 码 ) 可 能 导致 不 利 的 非 线 性 效果 ， 使 得 系统 出 现 振荡 。 


8.3 实现 结构 

一 个 因果 DSP 系统 可 由 z 域 传输 函数 表示 ， 对 应 时 域 为 差分 方程 。 差 分 方程 的 实现 ， 
仅 需 要 三 种 固定 的 运算 : 常数 乘法 、 加 法 以 及 时 间 延 迟 ， 因 此 可 以 利用 这 三 种 运算 表示 传 
输 函 数 的 实现 结构 。 结 构 操 作 等 同 差分 方程 的 操作 ,结构 以 框图 显示 ， 可 以 展示 变量 间 的 
关系 ， 具 有 视觉 上 的 优势 。 结 构 在 形式 上 与 信号 流 图 近似 ， 因 此 某 些 作者 也 使 用 信号 流 图 
ago 例 8-1 中 的 结构 框图 将 使 用 三 种 符号 。 








5 8-1 传输 函数 的 方 框图 表示 
描述 某 离散 系统 的 传输 函数 为 
H(z) = xg 
— 0.9 09 
利用 常数 乘法 、 RARE Po a 的 方 框图 a) 差分 方程 的 方 框图 表示 
表示 。 
解 : 由 离散 系统 的 传输 函数 ， 可 以 获得 差分 方程 的 MAILS NI. YG) 
z 变换 形式 >(z) 一 z 'xlz) +z ?x(z) +0. 9z 2y(z)。 一 ^" 
种 形式 的 方 框图 表示 如 图 8. 5 所 示 。 b) 对 等 的 信号 流 图 
为 验证 这 一 点 ， 可 以 写 出 如 下 4 个 等 式 : 图 8.5 例 8-1 图 


= X(z) 十 0. 9n3 
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n2 -— 2 nl 
n3 = z n2 
Y(z) = n2 4- n3 
从 这 四 个 等 式 ， 去 除 中 间 节 点 nl. n2 和 mn3， 可 以 得 出 = 域 输入 与 输出 之 间 的 关系 
Y(z) —z?!XG) -z*X() +0. 9z?Y(z) 


=} =2 
YG) = 天- 2 X(2) LE ao ;XG) < 





8.3.1 FIR 结构 


FIR 滤波 器 的 差分 方程 可 以 改写 为 多 种 不 同 的 实现 形式 ， 这 里 主要 分 析 直 接 型 、 转 置 
型 、 对 称 型 、 级 联 型 、 并 联 型 和 格 型 6 种 类 型 的 实现 结构 。 每 一 种 实现 结构 具有 各 自 的 优 
缺点 ， 如 何 选择 合适 的 实现 结构 类 型 是 滤波 器 设计 过 程 中 的 一 部 分 。 

直接 型 实现 图 8.6 所 示 带 有 抽 头 的 延迟 线 构成 的 FIR 滤波 器 ， 我 们 称 这 种 结构 为 
FIR 滤波 器 的 直接 型 实现 。 





图 8.6 N 阶 FIR 滤波 器 的 直接 型 实现 ， 脉 冲 响应 为 h[n]— (bos bis ots bn} 


转 置 型 实现 ”直接 型 结构 的 另 一 种 形式 可 由 流 图 转 置 定理 生成 。 依 据 该 定理 ， 将 所 有 
分 支 逆转 ， 输 入、 输出 交换 即 可 获得 转 置 型 。 对 于 一 个 单 输入 单 输出 的 LTI 系 统 ， 转 置 系 
E TOT 图 8. 7 给 出 了 图 8. 6 中 直接 型 FIR 滤波 器 对 应 的 转 置 

结构 。 





图 8.7 NN ffr FIR 滤波 器 的 转 置 型 实现 


直接 型 和 转 置 型 需要 相同 数量 的 乘法 器 、 加 法 器 和 存储 位 置 。 转 置 型 存在 较 小 的 缺 
点 ， 在 于 其 通过 的 延迟 线 平 移 的 数值 是 一 个 乘积 。 如 果 采 用 保护 位 以 确保 乘积 运算 的 精 
度 ， 将 需要 更 大 的 存储 空间 。 

对 称 型 实现 ”对 于 具有 线性 相位 的 FIR 数字 滤波 器 ， 滤 波 器 的 系数 要 人 么 对 称 要 人 么 反对 
称 。 图 8. 8 给 出 的 对 称 型 结构 采用 了 系数 对 称 的 特点 ， 降 低 了 乘法 器 的 数量 。 





图 8.8 FIR 滤波 器 的 对 称 结构 ， 其 中 bo =bn, by Sbn, 
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图 8. 8 中 ， 滤 波 器 的 阶 数 为 奇数 阶 ， 长 度 N 为 偶数 ， 所 以 差分 方程 可 以 写 为 

yUn]9 bo Ge[n] + z[n — N — 1D +6,(2[n—1]4+ 2[n—N)]) 9 7 + bye (an — N/2] 
+ x[n — N/24- 2 D + by xl n — N/2 2-1] 

对 称 结构 具有 明显 的 优点 ， 可 以 有 效 地 减少 乘积 运算 ， 乘 积 运算 比 加 法 运算 常 需 要 占 
用 更 多 的 处 理 时 间 ， 因 此 该 结构 可 以 明显 节省 运算 时 间 。 

级 联 型 实现 将 FIR 滤波 器 传输 函数 的 分 子 部 分 分 解 成 一 系列 二 次 项 ， 每 个 二 次 项 对 
应 一 个 二 阶 子 系统 ， 级 联 这 些 二 阶 子 系 xz) 
统 ， 其 实现 结构 可 以 由 图 8. 9 表示 。 

GED 设 计 一 个 9 WH FIRB 
波 器 

利用 MATLAB 中 的 firl 函数 生成 一 
个 9 阶 的 FIR 滤波 器 ， 窗 函数 为 汉 明 窗 ， 
抽样 频率 为 22050Hz， 截 止 频率 为 
3000Hz， 求 该 滤波 器 级 联结 构 实 现 的 图 8.9 级 联 型 FIR 滤波 器 实现 结构 ， 共 有 M 十 1 个 





系数 二 阶 系统 
f: 下 面 的 MATLAB 命令 生成 滤波 器 的 系统 ， 并 将 分 子 系数 存储 在 num 向 量 中 。 
fs = 22050; 
fc = 3000; 
N = 9; 


num = firl(N, fc/(fs/2), hamming (N+1) ) 
为 了 获得 各 个 二 阶 子 系统 的 系数 ， 可 以 利用 MATLAB 中 的 tf2sos 函数 求 取 num 的 
以 如 下 命令 实现 。 
sos = tf2sos(num, 1); 
[r c] = size(sos); 
for i= 1:7 
for j s i:c 
fprintf(1, '$2.6f', sos(i, j)); 


E 


end 

fprintf(1, '\n'); 

end 

以 上 命令 输出 如 下 结果 : 


—0. 003974 0. 021105—0. 000000 1. 000000 0. 000000 0. 000000 

1. 000000 0. 811702—0. 188298 1. 000000 0. 000000 0. 000000 

1. 000000 1. 677041 1. 986063 1. 000000 0. 000000 0. 000000 

1. 000000 1. 284306 1. 000000 1. 000000 0. 000000 0. 000000 

1. 000000 0. 844405 0. 503509 1. 000000 0. 000000 0. 000000 

即 为 sos HM, AUT —BTAE DURS IG, BA MAK BAA TENITA, A 
半 部 分 为 三 个 分 母系 数 ， 与 图 8.9 对 应 的 二 阶 节 如 下 所 示 。 
一 0.003974z 十 0.021105 


Section] = m boo =— 0. 003974 +001 = 0. 21105 » Doz =0 
2 = 
Section? = CO SL M02 — 0. UME — y i 1 ba. = 0, 811 102 bu — 0. 188298 
z 
2 —_ 
Sections — ÉL-E0:8444052-- 0.503509 pg = Ueda = 0: B44405 D; 370; 808509 





z 
< 


将 FIR 滤波 器 分 解 为 二 阶 子 系统 在 计算 上 可 以 模块 化 实现 。 例 8-2 中 ， 可 以 利用 5 个 
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微 控 制 器 分 别 单独 计算 各 二 阶 子 系统 以 实现 整个 滤波 器 。 模 块 化 可 以 任意 调整 前 后 顺序 ， 
而 不 改变 整个 传输 函数 ， 这 样 具有 一 个 优点 就 是 可 以 将 低 增益 的 模块 放置 于 高 增益 的 模块 
之 前 ， 以 有 助 于 缩放 增益 。 

并 联 型 实现 ”对 于 一 个 6 ffr FIR 滤波 器 传输 函数 

H(z) = b bz!dbzrobz?cbz*-4bz4b5z^ 
将 该 传输 函数 分 成 两 个 表示 式 ， 分 别 包含 其 中 的 奇数 项 和 偶数 项 : 
H: (z) = bs thet +biz* Hbr’ 
H: (z) = bz +b: ?bz = z! (b bz? +627) 
传输 函数 HOD H a), H; (2 之 和 ， 实 现 结构 如 图 8.10 所 示 。 该 并 联结 构 通常 称 为 多 
相 结 构 。 

图 8.10 中 的 实现 结构 仅 包 含 了 两 
相 ， 显 然 我 们 可 以 利用 该 技术 至 更 多 相 ， 
从 而 实现 高 阶 的 滤波 器 。 每 一 相 可 与 其 
他 相 平 行 实现 ， 使 得 该 结构 可 以 利用 多 
个 微 控制 器 实现 ， 每 个 微 控制 器 在 每 个 
周期 中 仅 须 处 理 少量 的 乘积 运算 。 

格 型 实现 格 型 结构 可 以 用 来 实现 
a ct A 图 8.10 并 联 或 者 多 相 实 现 的 6 Br FIR 滤波 器 
传输 函数 的 系数 ， 其 中 的 系数 这 里 称 为 m;， 可 由 传输 函 














数 系数 推导 得 出 。 
对 于 图 8. 11， 可 以 写 出 如 下 式 子 : 
y; = yn miz wer (8. 2) 
d 一 】 i 
Wi = Mya wi (8. 3) 图 8.11 FIR 滤波 器 的 单 级 格 型 结构 


N Br FIR 滤波 器 的 格 型 结构 如 图 8. 12 所 示 ， 输 入 
连接 至 第 一 级 的 输入 yo 和 rw 。 由 式 (8.2) 和 式 (8.3)， 可 以 得 到 该 FIR 格 型 滤波 器 的 传输 
函数 。 
yı/ z= 1] 二 mz 


1 


1 


w,/x=m +z 
yo/x= 1+ Ond mium;z!--m;z* 

w,/x= m + (m Hmm )z' +1 

y3/x= 1+ On; + mm, +mm z” + (mmm +mm +m)z? +m” 


wi/r— m, + (mmm + mgm, +m) + Cm, + mm, 十 m mz * + 2% 





WN 


8.12. N Br FIR 滤波 器 的 型 格 结构 


通过 式 (8.2) 和 式 (8. 3) 以 及 上 面 的 推导 公式 ， 可 以 得 出 : 
ls Cy; / x) Al (w,/ORA TH [8] AR. 只 是 顺序 相反 。 
2. w: 的 z" 系数 总 是 m. 
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求解 式 (8. 3) 得 出 w;-1 并 代入 式 (8. 2) ， 结 果 为 
j= (8. 4) 
m; 
若 已 知 传输 函数 yw/z， 通 过 式 (8. 40 BT WAGE ARR ABW m. MATLAB 中 的 tf2latc K 
数 利 用 该 流程 实现 滤波 器 格 型 结构 ， 如 例 8-3 所 示 。 
通过 传输 函数 绘制 格 型 结构 滤波 器 
画 出 对 应 如 下 三 阶 FIR 滤波 器 传输 函数 的 格 型 结构 
Ht) = z? + 2. 2182* + 1. 996z + 0. 779 


23 
8: Pii) MATLAB 命令 可 求解 出 m: 

num = [1 2.218 1.996 .729]; 

m = tf2latc (num); 

disp (m); 


0. 900050375337556 

0. 809029385840417 

0. 729000000000000 4 

相 比 直接 型 结构 ，FIR 滤波 器 的 格 型 结构 没有 特殊 的 优点 ， 但 是 对 于 IIR 滤波 器 ， 格 
型 结构 在 某 些 应 用 中 确实 具有 较 好 的 性 能 。 
8.3.2 IIR 结构 

IIR 滤波 器 存在 可 能 的 不 稳定 性 ， 由 于 其 存在 反馈 回路 使 系统 中 误差 得 到 反馈 ， 其 对 
系数 量化 误差 和 舍 人 误差 更 为 敏感 。 在 IIR 滤波 器 实现 中 关注 的 不 仅 是 计算 效率 ， 还 关注 
实现 结构 对 误差 的 响应 。 本 节 将 涉及 IIR 滤波 器 的 直接 型 、 转 置 型 、 并 联 型 、 级 联 型 、 格 
型 ， 以 及 状态 变量 等 实现 。 

直接 型 实现 IR 数字 滤波 器 的 传输 函数 一 般 可 表示 为 

yz) Taz ylz) + Hanz Ny Cz) = bix(z) hz elz) + + bye rz) 

公式 的 两 侧 类 似 于 FIR 滤波 器 的 形式 ， 可 以 分 别 实现 ， 共 同 生成 输出 ， 如 图 8.13 所 示 。 











图 8.13 IIR 滤波 器 的 直接 1 型 实现 ， 该 系统 为 非 正则 系统 ， 一 般 来 说 N 宇 M 


在 图 8. 13 P, 分子 的 阶 数 为 M， 分 母 ( 反 馈 项 ) 的 阶 数 为 N。 对 于 因果 系统 ， 需 要 满 
Æ NSM. 分子 中 有 M 个 单位 延迟 ， 分 母 为 N 个 单位 延迟 ， 共 需 N 十 M 个 。 一 个 系统 称 
为 正则 的 (canonic)， 指 系统 实现 所 需 的 单位 延迟 的 数量 等 于 系统 的 阶 数 。 因 此 ， 上 述 系统 
为 非 正 则 系统 (上 述 系统 阶 数 为 N)。 可 以 通过 寻找 某 种 途径 实现 单位 延迟 的 共享 ， 来 实现 
系统 正则 以 降低 系统 计算 的 复杂 度 。 

对 于 IIR 数字 滤波 器 的 差分 方程 


xod = Doain i] Jasini] 
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由 = 变换 的 平移 特性 ， 有 
YG) = XG) Dbz” — YGO > az 
AF WAU b 项 之 和 , 7 





N 
Y ok 
YU oye etr 
M z) M 
oz" ED me 
i=0 i=0 
定义 中 间 变 量 T(z) 
Tix) = I9 
> 62- 
i=0 
可 以 得 到 以 下 两 个 等 式 
M 
Y(z) = T(z) > ba^ (8.5) 
N 
TG) = XG) — TG) Ma^ (8. 6) 


8. 14a 给 出 了 以 上 两 个 公式 的 实现 。 图 a 中 存在 单位 延迟 的 重复 ， 通 过 单位 延迟 的 
复 用 可 以 转换 成 b 的 形式 ， 即 TIR 数字 滤波 器 的 正则 直接 型 实现 。 

转 置 型 实现 : 图 8. 15 给 出 了 IIR 数字 滤波 器 的 转 置 型 结构 ， 可 由 正则 直接 型 转 置 得 
到 。 该 实现 形式 对 比 直接 型 在 计算 上 不 存在 优势 ， 类 似 FIR 滤波 器 实现 形式 ， 单 位 延迟 的 
输入 是 乘积 项 而 非 输入 变量 。 





a) XX (8.5). X (8.6) 的 实现 ， b) IR 滤 波 器 的 正则 直接 型 
包含 中 间 变 量 7 实现 ,一般 NM 


图 8.14 IIR 滤波 器 的 正则 直接 型 实现 图 8.15 IR 数字 滤波 器 的 转 置 型 结构 


并 联 型 实现 : 对 于 DR 数字 滤波 器 ， 可 利用 部 分 分 式 展 开 方 法 将 传输 函数 表示 为 各 项 
之 和 的 形式 从 而 获得 并 联 型 实现 。 如 果 IIR 数字 滤波 器 在 原点 处 存在 极点 ， 需 要 去 除 极 点 
并 以 延迟 形式 单独 对 待 。 假 设 分 母 不 存在 重 根 ， 也 是 经 常 出 现 的 情况 。 对 于 z 域 传输 函数 
表示 式 ， 其 分 子 阶 数 为 M， 分 母 阶 数 为 N，N 宇 M， 并 且 不 存在 重 极点 ， 部 分 分 式 展开 可 
写 为 
_ NG) _ S A 
H(z) = ym = ET 2j SEV 
AF, b 为 分 母 多 项 式 的 根 ，A, AK 为 常数 。 
当 上 且 仅 当 M 二 N 时 ，K 为 非 零 值 ， 且 可 由 分 子 和 分 母 直 接 相 除 得 到 。A; 的 值 为 
A; = (z— p) HG) |x», 
如 果 p. 为 复数 ， 则 A; HARM. AA R AT H E E a R AMHR [8] 28. £r ME AM 
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的 二 阶 子 系统 。 如 果 A; 二 Ra 十 jI4，p; 二 a 十 jB8， 那 么 对 应 的 实 系数 二 阶 子 系统 为 
A; K: A? _ 2Raz + eR, + I9) 
e= pr xX— pF 2 — 2az tae -- E 
GED 切 比 雪夫 滤波 器 的 并 联 型 实现 
4 阶 切 比 雪夫 低 通 数字 滤波 器 如 下 
= zt J- Az? 十 6z? -- Az 4-1 
He) = 8, 3972 X10 * — 3. 42562? + 4. 491582* — 2. 6639z + 0. 60205 

试 利用 部 分 分 式 展 开 法 求解 滤波 器 的 并 联 型 实现 。 

解 : MATLAB 中 的 residue 函数 可 用 于 求解 部 分 分 式 展 开 项 。 


num = 0.00023972*[1 4 6 4 1]; 
den - [1 -3.4256 4.49158 -2.6639 0.60205]; 
[A P K] = residue(num, den); 


RG K 值 为 





(8. 7) 


K — 2.39717e — 004 
A. 系数 及 极 值 见 表 8. 3 所 示 。 
对 于 复数 极点 项 ， 根 据 式 (8.7)， 可 以 求 出 对 应 的 实 系数 二 阶 子 系统 ， 该 数字 滤波 器 
的 并 联 型 实现 如 图 8. 16 所 示 。 


表 8. 3 4 阶 切 比 雪夫 滤波 器 部 分 分 式 展开 的 A, Mp, 值 





-0. +0, 7 
H(z) = 0.13338z + 0.09683 















E irer 
i A; P; 

1 —0.066690--j0. 037434 0. 885166 十 j0. 283515 Hye) = i DOTT... OY 
2  —0. 066690—j0. 037434 0. 885166—j0. 283515 

3 0. 067580— j0. 156334 0. 827749---j0. 108329 

4 0. 067580-+j0. 156334 0. 827749+ j0. 108329 


图 8.16 4 阶 Chebyshev 数字 
滤波 器 的 并 联 型 实现 < 
并 联结 构 实 现 的 优势 在 于 每 个 二 阶 子 系统 均 可 由 单独 的 控制 器 独立 计算 而 实现 ， 量 化 
误差 得 到 降低 ， 这 部 分 内 容 将 在 下 一 节 说 明 。 但 是 ， 对 于 并 联 型 结构 ， 分 子 和 分 母 组 合 不 
能 互 换 。 也 就 是 说 ， 如 果 交 换 子 系统 1 与 子 系统 2 的 分 子 而 不 交换 分 母 ， 将 得 到 一 个 不 同 
的 数字 滤波 器 。 我 们 将 会 发 现 ， 级 联 型 结构 确实 可 以 任意 交换 子 系统 的 分 子 。 
di a 
N(z) Aiz 
HG) = p = KM 
这 种 形式 利用 MATLAB 中 的 residuez 函数 实现 。 
级 联 型 实现 : 将 传输 函数 的 分 子 和 分 母 因 式 分 解 为 二 级 子 系统 ， 通 过 级 联 这 些 二 阶 子 
系统 即 可 得 到 IIR 数字 滤波 器 的 级 联 型 实现 。 系 统 输入 X 是 第 一 个 子 系统 的 输入 ， 后 面 的 


每 一 子 系统 都 从 前 一 个 子 系统 的 输出 得 到 x 


为 了 获得 每 个 二 阶 子 系统 的 传输 函数 ， 
我 们 将 分 子 和 分 母 因 式 分 解 为 二 次 项 。 如 果 图 8.17 级 联 的 二 阶 子 系统 
为 奇数 阶 ， 将 会 出 现 一 个 一 阶 子 系统 。 级 联 的 子 系统 可 以 任意 调换 分 子 二 次 项 的 位 置 ， 级 联 
型 实现 在 这 方面 优 于 并 联 型 实现 ， 因 为 这 可 以 有 效 地 组 合 极点 和 零点 以 更 有 利于 控制 溢出 。 

GED 6 阶 数字 滤波 器 的 级 联 型 实现 

试 将 以 下 6 阶 椭圆 低 通 数字 滤波 器 以 二 阶 子 系统 级 联 型 实现 。 


Fite) = 0. 0421825 + 0. 036712? +0. 09747z* +0. 7462* + 0. 097472 +0. 03571z + 0. 04218 
z^ — 2. 320272° + 3. 57862* — 3. 251412* + 2. 043552? — 0. 75926z + 0. 14353 
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解 : 我 们 可 以 求解 分 子 和 分 母 多 项 式 的 根 ， DOB Su GEOP RAL Wr ER AE. 
MATLAB 中 tf2sos 的 函数 可 以 实现 上 述 计 算 。 以 下 是 MATLAB 代码 : 


num = [0.04218 0.03671 0.09747 0.07496 0.09747 0.03671 0.04218]; 
[1.00000 -2.32027 3.57586 -3.25141 2.04355 -0.75926 0.14353]; 
tf2sos(num, den); 


矩阵 sos 将 有 3 行 6 列 。 每 一 行 表示 一 个 二 阶 子 系统 。 前 面 三 列 是 分 子 系数 ， 后 三 列 
为 分 母系 数 。sos 的 内 容 如 表 8.4 所 示 。 


表 8.4 传输 函数 转换 为 二 阶 子 系统 后 的 sos 内 容 


L3 
B 
"ow 1 


子 系统 bo bi b; do a; az 
1 0. 042184 0. 058486 0. 042184 1. 000000 — 0. 828188 0. 253422 
2 1. 000000 —0. 057559 1. 000000 1. 000000 — 0. 758492 0. 627054 
3 1. 000000 — 0. 458728 1. 000000 1. 000000 —0. 733589 0. 903236 


默认 情况 下 ，MATLAB EB Bj 88 fv Bl oe ifc BO 6 S RC AES HETIL. REX 
WH AAA KHC. KARZ Cscaling) — ACIE 2S — i., KARAAT RE 
顺序 都 可 以 通过 功能 选项 来 改变 。 图 8. 18 展示 了 二 阶级 联 子 系统 的 完整 示意 图 。 


0.42184z2+ 0.058486z + 0.042184 z? 一 0.057559z+1 z? 一 0.0458728z+1 
z? —0.828188z+ 0.253422 z? — 0.758942 + 0.627054 z? —0.733589z + 0.903236 
图 8.18 6 阶 椭圆 数字 滤波 器 的 级 联 二 阶 子 系统 < 


格 型 实现 : IIR 滤波 器 的 格 型 实现 与 FIR 滤波 器 相似 ， 构 建 IIR 数字 滤波 器 的 格 型 结 
构 需 要 增加 反馈 通路 。 图 8. 19 给 出 了 一 个 典型 的 带 有 反馈 的 格 型 部 分 ， 由 图 8. 19 可 得 
yi = Yen — Z mg, (8. 8) 





Wa = my, +z wi (8. 9) 

此 种 TIR 数字 滤波 器 格 型 结构 的 所 有 零点 都 在 原点 位 置 ， 因 此 通常 称 为 全 极点 格 型 滤 

波 器 。 全 极点 滤波 器 的 结构 与 FIR 滤波 器 相似 ， 且 系数 m; 与 FIR 的 系数 相同 。 图 8. 20 给 
出 了 3 阶 全 极点 格 型 结构 。 





图 8.19 带 有 反馈 的 格 型 结构 ， 图 8.20 3 阶 全 极点 格 型 结构 
可 组 成 全 极点 IIR 数字 
滤波 器 
如 果 将 式 (8. 8) 和 式 (8. DRAK 8. 20 中 的 结构 ， 可 以 得 到 如 下 6 个 等 式 : 
yo = Xm ws w = Myo +z w 
y: y:— m2z w w: = my +z w 
Yo = yı — m z` w w, = m y: +z w 


推导 以 上 6 个 等 式 ， 可 以 求解 出 wi/ Wo 和 yi/ Zo 由 于 Yo All Wo 有 相同 的 信号 ， 因此 可 求 
出 wi /Uo 由 此 得 出 以 下 关系 : 





Wi: NO as 
x x D(z) 

2 
UA zim, +z yı z +z’ m 
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w _ zim, + 2! (mm, +m) +z ye x +2? (mm, +m) + 2m, 
x D(z) x£ D(z) 

w z^m; + z (mmm, + mm, + mm) + z(m, +mm,) 4-1 

x D(z) 








KB. Doz) = z +z (mm, +m )+z(m m m, +m m +m:m,) +m. 
由 于 D(z) 为 期 望 的 格 型 滤波 器 的 分 母 ， 因 此 利用 D(z) 的 系数 可 以 写 出 wy/z 项 。 
如 果 D(z)= 二 aox’ 十 qjz 十 azsz 十 a3， 那 么 
roo/ 工 一 aoz /D(z) 
w,/x = (aoz’ +27)/DC(z) 
Uw;/x = (az + aiz + 2z)/DCz) 
w;/x = laz +a? +a,zt+a)/D(z) 
从 以 上 公式 ， 可 以 得 出 以 下 结论 : 
1. w;/r 和 yi/z 具有 相同 的 分 母 ，D(z)。 
2. wi/x Al y:/x 的 分 子 相 同 ， 但 系数 反 转 。 
3. rwy/z 的 分 子 与 D(z) 相 同 ， 但 系数 反 转 。 
同时 注意 ，zow/r 为 N 阶 FIR 格 型 滤波 器 的 传输 函数 。 因 此 ， 若 需要 将 全 极点 传输 
函数 转换 为 格 型 结构 ， 我 们 可 以 先 求 传输 函数 的 倒数 (即将 所 有 极点 当 作 零点 )， 然 后 当 作 
FIR 格 型 滤波 器 以 计算 出 对 应 的 系数 。MATLAB 中 的 tf2latc 函数 用 于 计算 IIR. 全 极点 格 
型 滤波 器 的 系数 。 下 面 的 MATLAB 命令 产生 了 IIR 数字 滤波 器 的 全 极点 格 型 系数 ， 其 与 
例 8-3 中 系统 函数 互 为 倒数 。 
den = [1 2.218 1.996 .729]; 
K = tf2latc(1, den); 
在 全 极点 格 型 结构 中 ， 通 过 在 每 个 子 系统 上 添加 一 个 环 路 即 可 添加 零点 ， 如 图 8.21 
所 示 。 





a) 1 阶 b) 2 阶 
8.21 WAS. RAW IIR 格 型 实现 子 系统 


对 于 图 8. 21， 数 字 滤 波 器 的 传输 函数 可 以 写 为 
H(z) = cow + cw; 十 … 十 cNzON (8. 10) 
通过 对 于 全 极点 格 型 滤波 器 的 分 析 ，w; 具有 相同 的 分 母 多 项 式 ， 其 也 为 数字 滤波 器 
HOHDE H (G2) 的 分 子 由 c; Xw; 之 积 的 和 而 构成 。c; 的 推导 将 不 在 这 里 详 述 D 。 
MATLAB 中 的 tf2latc 函数 可 用 于 c; Alm; 系数 的 求解 ， 如 例 8-6 所 示 。 
转换 椭圆 数字 滤波 器 为 格 型 结构 
下 面 为 三 阶 低 通 椭圆 滤波 器 的 传输 函数 ， 请 利用 MATLAB 将 其 转化 为 格 型 结构 。 


ay = 0. 11292? 4-0. 2191z* +0. 2191z+0.1129 _ NC22 
z? — 0. 90152? + 0. 7608z — 0. 1955 D(z) 
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解 : 

num = [0.1129 0.2191 0.2191 0.1129]; 
den = [1 -0.9015 0.7608 -0.1955]; 

[n c] = tf2latc (num, den); 

给 出 如 下 格 型 系数 : 

格 型 系数 m 

ml = —0.4868, m2 — 0.6078, m3 — —0.1955 
格 型 系数 c 


cl = 0.1270, c2 = 0.3843, c3 = 0.3208, c4=0.1129 


格 型 结构 的 数字 滤波 器 如 图 8. 22 所 示 。 





图 8.22 3 阶 椭圆 格 型 滤波 器 

8.3.3 状态 空间 表示 

许多 实现 结构 表明 系统 差分 方程 可 以 重新 组 织 ， 以 便于 系统 实施 。 一 般 来 说 ， 对 于 给 
定 的 实现 我 们 期 望 获得 某 些 计算 上 的 优势 ， 如 速度 、 空 间或 者 降低 误差 。 以 上 各 种 实现 都 
可 以 利用 状态 空间 系统 (state space system) 表 示 。 根 据 状 态 空间 的 观点 ,一 个 系统 可 以 由 
表征 系统 特征 的 独立 状态 集合 ( 亦 称 状态 空间 ) 来 描述 。 我 们 定义 系统 的 状态 为 所 需 的 基本 
信息 ， 这 些 信 息 与 系统 输入 一 起 ， 可 用 来 确定 特定 时 刻 后 的 任意 点 的 输出 。 状 态 通常 通过 
一 系列 称 为 状态 变量 (state variable) 的 变量 表示 ， 状 态 变量 不 是 指 输出 ， 而 和 输出 通常 是 一 
个 或 者 多 个 状态 变量 的 函数 。 | 

系统 在 某 些 时 间 点 上 的 信息 存储 在 系统 存储 器 中 ， 对 于 DSP 系统 来 说 ， 这 些 存 储 器 
元 件 就 是 单位 延迟 器 。 因 此 ， 可 利用 单位 延迟 器 的 输出 作为 系统 的 状态 变量 。 

对 于 一 个 由 差分 方程 描述 的 二 阶 系统 ， 

yin] = box[n] + bix[n — 1] 4- »a[n — 2] — a1y[n —1] — a2 yn — 2] 

该 差分 方程 可 由 直接 2 型 实现 ， 如 图 8.23 所 示 。 

利用 z 域 的 状态 变量 w 和 内， 通过 下 面 的 公式 可 





表征 该 系统 
ZU; = V2 (8. $4) 
ZU2 =— 4204 — A, V2 +2 (8. 12) 


y= (b: — byas)w + (bi — boai) Hoor (8.13) 
HK (8. 11) 和 式 (8. 12) 称 为 系统 的 状态 方程 ， 式 (8. 13) 
称 为 系统 的 输出 方程 。 一 般 地 ， 对 于 N 阶 单 输入 单 输出 ”图 8.23 2 阶 直接 2 型 ， 具 有 状态 
系统 ， 将 有 六 个 状态 方程 和 1 个 输出 方程 。 需 要 指出 的 变量 mm 和 ve 
是 ， 这 些 方程 与 差分 方程 表示 了 相同 的 信息 ， 因 为 通过 求解 其 中 一 个 方程 的 代入 其 他 两 
个 方程 ， 再 通过 其 余 两 个 方程 之 一 求解 v 代入 另 一 个 方程 中 ， 即 可 得 到 原始 的 差分 方程 。 
利用 矩阵 形式 表示 ， 状 态 方 程 和 输出 方程 可 写 为 
zy = Av + Bx (8. 14) 
y= C + Dx (8. 15) 
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AP, v 为 状态 变量 向 量 


0 1 0 


— az 一 QI 
对 于 ON 阶 单 输 入 单 输出 系统 ， 可 有 NN 个 状态 方程 和 一 个 输出 方程 ,矩阵 A 为 NXN,，B 为 
NX1, CH1XN, D¥®1X1, 
为 了 得 到 和 矩阵 形式 的 传输 函数 ， 求 解 式 (8. 140 PHY v. 
v = (zl — A) Bx 
ALA SK (8. 15) n] f8 
y = [CI — A)?! B + D]x 
传输 函数 定义 为 
H(z) = [Cil — A)! B +D] (8. 17) 
通过 状态 空间 表示 求解 系统 传输 函数 
利用 式 (8. 17) 求 解数 字 滤 波 器 的 传输 函数 ， 其 状态 空间 表示 为 


0 1 07 
a=| | B=| ， C= [(0.1) (32], D= [1] (8. 18) 





一 0.9 1.2 1J 
解 : 

[zx — il T*ro 

H(z)= [0.1 .8.2]| "EM Nu 
re—1.2 d 
x. 0 

H(z)= [0.1 r St. 

Hin= z!--2z4-1 





z!—1.2z4-0.9 

T8 Se 4g IB AIRE | zI—A| =z? —1. 22-0. 9, 7; E |zE- A | —0 称 为 特征 方程 ， 特征 方程 的 根 
决定 了 系统 的 稳定 性 和 瞬 态 响应 。 4 

假如 我 们 将 矩阵 形式 的 传输 函数 进行 转 置 ， 可 以 得 到 转 置 系统 的 传输 函数 。 和 矩阵 的 转 
置 利用 T 的 上 标 表示 ， 如 47 ， 三 个 相 乘 的 抢 阵 的 转 置 具有 如 下 性 质 

(XYZ)" = (Z YTX") 
可 以 得 到 
Transpose( H(z)) = [B'(zI — A7)! C" + DT] 

对 比 式 (8. 17)， 可 以 看 出 通过 转 置 所 有 矩阵、 交换 转 置 B 矩阵 和 转 置 C 矩阵 可 以 表示 转 
置 系统 。 转 置 系统 的 矩阵 方程 为 


o6 — 
a=| b B= |" ed C=[0 1], p= 1} (8.19) 
1 — ĝi b; — boa, 


不 难 验证 ， 通 过 给 定 图 S. 15 中 转 置 系统 的 状态 变量 就 可 以 求 出 系统 的 状态 变量 方程 。 转 
置 系统 公式 的 数学 推导 凸显 了 状态 空间 表示 的 一 个 优点 : 即 对 应 相同 的 系统 可 以 生成 多 种 
不 同 的 表示 方法 ， 其 中 一 些 具 有 很 好 的 计算 优点 ， 或 者 较 小 的 数值 误差 。 
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通过 状态 变量 的 线性 变换 ， 可 以 改变 式 (8. 14) 和 式 (8. 15) 所 示 状 态 方 程 中 矩阵 A、B、 
C, D. WEHR, 定义 新 的 时 域 状态 变量 向 量 q， 其 对 应 的 z 域 状态 变量 向 量 为 G， 使 得 


Q=T'v 
AF, EE TAN XN 的 变换 矩阵 。 
aX C8. 14) AER (8. 15) 变 为 
2TQ = ATQ + Bx (8. 20) 
y = CTQ + Dx (8. 21) 
式 (8. 20) 两 边 同 乘 T ' 
:0 = T^ ATQ —- T! Bx (8. 22) 
y = CIQ + Dx (8. 23) 


将 式 (8. 22), 3X (8. 232 与 式 (8. 14) 、 式 (8. 15) 对比 可 以 看 出 ， 如 果 定 义 NXN 的 非 奇 异 矩 
阵 工 ， 则 可 以 实现 坐标 变换 ， 并 做 如 下 抢 阵 替换 : 


A-—T'AT (8. 24) 
B-—TB (8. 25) 
C 一 CT (8. 26) 
D<D (8. 27) 

< 


求解 变换 的 状态 矩阵 
对 于 例 8-7 中 状态 矩阵 描述 的 系统 ， 利 用 变换 矩阵 求解 变换 后 的 状态 矩阵 


—1.3608 0 
es ite j 

证 明 ， 坐 标 变换 一 般 不 会 改变 传输 函数 。 

解 : 原始 的 矩阵 A、B、C 和 DD 为 


a=] : Hr B= (if C= [0.1 3.2], D= [1] 


—0.9 1.2 1 
利用 式 (8. 24) BsK(8. 27), ， 可 以 得 到 
A--Tar-[ 1550 NI 0 1 js °| 0.6 ea! 
—0.8165 1] L—0.9 1.2]L—0.8165 1 0. 7348 0. 6 
— p 1. 3608 "|["]- i2] 
— 0.8165 1JL1 1 
— 1.3608 0 


C -- CT = [0.1 3.2] $ [— 2.7489 3.2] 


— 0.8165 1 
D -D= [1] 
为 证 明 传 输 函 数 一 般 保持 不 变 ， 根 据 式 (8. 17) HT 
H(z) = [C(zI — A) ^ B + D] 
将 矩阵 的 变换 形式 代 人 该 方程 
Hr(z) = [C(zl — T'AT) 'T `B +D] 
这 个 方程 可 以 写 为 
Hr(z) = (CIT (z1 —A) "TT 'B+D] 
HFT’ =I, A 
H4(z) = [C1 — A) "B+ D] = H(z) E 


8.4 系数 量化 误差 
实际 系统 只 能 利用 有 限 位 来 表示 所 设计 的 滤波 器 系数 ， 量 化 误差 是 由 于 对 滤波 器 系数 
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进行 截 尾 或 伟人 处 理 产 生 的 误差 。 有 两 种 方法 可 降低 量化 误差 带 来 的 影响 ， 第 一 种 方法 是 
增加 位 的 数量 。 通 常 这 种 方法 并 不 总 是 可 行 ， 因 为 位 的 增加 总 是 有 限度 的 。 该 方法 将 会 增 
加 成 本 和 计算 时 间 。 第 二 种 方法 是 采用 受 量 化 误差 影响 较 小 的 实现 结构 ， 正 如 我 们 所 见 ， 
对 给 定 的 系统 选择 合适 的 实现 结构 是 滤波 器 设计 过 程 中 的 关键 部 分 。 
为 了 更 好 地 理解 量化 ， 这 里 考虑 一 个 二 阶 系统 的 极点 ， 其 传输 函数 的 分 母 为 
D(z) = 2X 二 az 十 as 
— Yt SE SE WR RA 
Bus rZ +0,4} r= Was ,0 = arccosla,;/(—2 Jaz) ] 
当量 化 a Ala. 时 , r 和 9 值 被 限制 取 z 平面 上 一 系列 离散 的 点 上 。 图 8. 24 给 出 了 量化 级 
为 6 位 时 的 离散 点 位 置 。 





图 8. 24 2 +azta,=0 的 根 在 极 坐标 系 中 的 取 值 点 ， a, 和 as 量化 为 6 位 
图 8. 24 中 对 于 特 低频 和 特 高 频 ( 对 应 的 角 频 率 0 很 小 或 者 很 大 )， 可 能 的 极点 位 置 之 
间 存 在 较 大 的 空间 ， 这 意味 着 小 相 角 或 大 相 角 的 极点 (或 零点 ) 对 量化 误差 将 非常 敏感 。 
进一步 考虑 一 个 系统 ， 其 分 母 有 三 个 实 极点 
D(z) = (x— pi) (2— pr) (2 ps) = zi tae tazta; 


-p Cz — pr) (z — p3) = 2? 




















或 者 

| 全 

9a; z—pi (pi — po) (pi — ps) 
同样 ， 

9b: - — p 

9a; z— p, Chs — Pr) Cp: — ps) 

Ops 三 — pi 

Oa, |.—5, Cp. — pi) (ps — p2) 
极点 pi 总 的 偏 移 为 

Ap = BE a; + SP Aa: T SP nas 
为 不 失 一 般 性 ， 对 于 六 人 
xm ING 
Ap, = EE Al (8. 28) 


269 


270 数字 信号 处 理 及 MATLAB 4 


从 这 个 公式 我 们 可 以 看 出 ， 为 了 使 系数 量化 带 来 的 极点 偏 移 最 小 化 ， 需 要 使 得 分 母 最 大 。 
分 母 为 pi FI p. 间距 离 向 量 幅 值 的 乘积 ， 这 就 意味 着 需要 让 极点 相互 之 间 离 得 更 远 。 经 大 
量 的 数学 推导 ， 对 于 复数 极点 可 以 得 到 相同 的 结论 号 。 

图 8. 25 给 出 了 两 个 10 阶 巴 特 沃 斯 低 通 滤波 器 ， 其 中 一 个 滤波 器 的 抽样 频率 为 另 一 个 
的 2 倍 ， 其 余 的 设计 指标 相同 。 结 果 显 示 抽 样 频率 的 加 倍 使 得 截止 频率 移动 到 更 低 的 角 
度 ， 导 致 极点 更 为 集中 ， 这 些 极点 对 系数 的 量化 误差 更 为 敏感 。 与 多 数 认 为 的 相反 ， 抽 样 
频率 的 上 升 会 带 来 更 多 的 噪声 。 


/=44100Hz f=22050Hz 





a) 抽样 频率 为 44100Hz b) Vs NN 
图 8.25 10 阶 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 零 极 点 分 布 图 ， 两 图 具有 相同 的 设计 指标 
采用 级 联 或 者 并 联结 构 可 以 降低 系数 量化 误差 。 考 虑 一 个 具有 复数 共 轿 极点 的 二 阶 子 
系统 ， 其 传输 函数 的 分 母 多 项 式 如 下 
D(z) = 2 Harz +a 
MRR rlo, WA 








Yh == (r/2)cos(@) 9 ag = r? 
若 量 化 误差 很 小 ， 由 链 式 法 则 (chain rule) uf 4 
| or or E Aa: _ Aa, 
Ar aa, A1 + 2a; Aaz 2. m 
由 于 cos(0) = ai/(2 ai) ， 等 式 两 边 同 时 求 导 有 


— Aa, à» 

LS a An iA L Aa - eum "a oem 
当 极点 (或 零点 ) 接 近 原 点 时 使 得 ~ 非常 小 ， 或 者 说 极点 频率 低 使 得 0 非常 小 ， 此 时 二 阶 子 
系统 具有 较 大 的 系数 量化 误差 。 该 结果 与 式 (8. 28) 相 符 ， 当 0 WIN E18 He Be E 
的 距离 增 大 。 

下 面 的 例题 说 明 级 联 型 二 阶 子 系统 如 何 降 低 量化 误差 的 影响 。 

设计 满足 指标 的 巴特 沃 斯 带 阻 滤波 器 

设计 一 个 满足 给 定 指 标的 巴特 沃 斯 带 阻 滤波 器 ， 滤 波 器 系数 采用 12 位 量化 ， 利 用 
MATLAB 中 的 freqz 函数 画 出 滤波 器 的 频率 响应 曲线 ， 并 与 采用 二 阶 子 系统 表示 的 滤波 
器 频率 响应 曲线 进行 比较 ， 其 系数 量化 也 采用 12 位 。 

设计 指标 : 

抽样 频率 : 11025Hz 

通 带 、 阻 带 波 动 : 0. 02 

通 带 范围 : O~600Hz, 2500Hz~ fs /2 





阻 带 范围 ， 1100~2000Hz 
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fü: 下 面 的 MATLAB 代码 生成 带 阻 滤波 器 : 


fs = 11025; 
Rp = .02;RpDB = -20*10g10(1-Rp); 
Rs = .02;RsDB = -20*1log10(Rs) ; 


flp = 600;fls = 1100;fus = 2000;fup = 2500; 


[flp fup]/(fs/2); 
[fls fus]/(fs/2); 


Wp 
Ws 


[N Wc] = buttord(Wp,Ws,RpDB,RsDB); 
[num den] = butter(N, Wc, 'stop'); 


为 了 量化 滤波 器 系数 num 和 den 为 12 位 ， 首 先 采 用 quantize 函数 ， 将 最 大 系数 归 一 
化 至 1， 然 后 乘 以 2*， 通过 舍 和 人 操作 截断 结果 ， 除 以 2*， 最 后 再 归 一 化 。 例 如 ， 当 最 大 
系数 值 为 2 时 ， 量 化 某 系数 1. 234567 为 12 位 字 长 ， 量 化 过 程 如 下 : 

归 一 化 : 1. 234567/2=0. 6172835 

FEV, 27 =4096, FFB: 2528. 393216 


& ABER: 2528.0 


除 以 27? (BN 4096) :2528/4096=0. 6171875 

归 一 化 : 2X0. 6171875 =1. 234375 

分 子 、 分 母系 数量 化 完成 后 ， 可 利用 freqz 函数 得 到 频率 响应 并 画 出 结果 图 。 

为 了 得 到 二 阶 子 系统 的 结果 ， 利 用 MATLAB 函数 tf2sos 将 num 和 den 分 解 为 2 KIT 


程 ， 求 出 零 极点 对 。 


sos = tf2sos(num, den); 


经 过 该 操作 ，sos 为 二 阶 子 系统 的 和 矩阵， 可 得 到 每 一 个 二 阶 子 系统 的 幅度 响应 ， 通 过 
相 乘 得 到 最 终 的 结果 。MATLAB 程序 如 下 : 


num2 = sos(1:1,1:3); den2 = sos(1:1,4:6); 
[H2 fd] = freqz(num2,den2,1024,fs) ; 


H = abs(H2); 
for i © 2:N 


num2 = sos(i:i,1:3); den2 = sos(i:i,4:6); 
[H2 fd] = freqz (num2,den2,1024,fs); 


H = H.*abs (H2) ; 
end 
plot(fd,abs(H2),'k'); 


图 8. 26 给 出 了 两 种 方法 的 结果 。 

由 图 8. 26 可 见 ， 当 截 尾 量化 二 
阶 子 系统 的 系数 为 12 位 时 ， 并 没有 
明显 地 改变 滤波 器 的 频率 啊 应 。 然 
而 ， 当 将 18 阶 滤波 器 看 作 两 个 系数 
都 为 12 位 的 18 阶 多 项 式 进行 分 析 
时 ， 累 计 误 差 使 得 滤波 器 几乎 无 法 
使 用 。 

通过 在 MATLAB 中 不 断 增 加 系 
数 的 量化 级 求解 频率 响应 ， 多 数 情况 
下 可 以 找到 系统 容许 的 量化 级 。 
图 8. 27 给 出 了 5 阶 低 通 椭圆 滤波 器 的 
通 带 随 着 量化 级 由 18 位 到 10 位 的 


变化 。 


频率 响应 图 





频率 (Hz) 


图 8.26 18 阶 巴特 沃 斯 带 阻 滤波 器 频率 响应 曲线 ， 所 有 系 
数 截 尾 为 12 位 ， 其 中 一 根 曲线 为 二 阶 子 系统 表示 
的 滤波 器 的 频率 响应 < 
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5 阶 椭圆 滤波 器 





频率 (Hz) 
图 8.27 5 阶 低 通 椭圆 滤波 器 的 通 带 随 量化 级 的 变化 ， 其 中 最 小 的 两 个 量化 级 得 到 的 滤波 器 不 满足 
设计 指标 


8.5 输入 量化 产生 的 输出 误差 


连续 时 间 信 号 x(D) 经 抽样 后 生成 x(n 了 二 zxLn]， 将 其 作为 数字 系统 的 输入 并 通过 A/D 量化 生 
成 量化 信号 xnl. fas xsLnj 仅 为 信号 zLnj 的 近似 ， 因 而 抽样 信号 与 量化 信号 存在 误差 
en] = xln]— zn] 
HP, e 称 为 粒状 误差 。 
一 个 范围 为 一 A 一 十 A 的 信号 ， 量 化 为 2 位， 量化 级 之 间 的 最 小 步 长 为 


A = 2A/2* 
粒状 误差 如 图 4.22 所 示 ， 其 总 是 小 于 或 等 于 A。 图 8. 28 画 出 了 归 一 化 的 粒状 误差 随 表示 


抽样 值 的 位 数 变化 的 函数 曲线 。 粒状 误差 随 位 数 变化 
第 4 章 中 ， 我们 证 明了 如 果 输 入 正弦 l eee 
信号 幅度 为 A， 利 用 9 位 进行 量化 ， 量 化 on 
信号 的 信 噪 比 为 anb 
QSNR ~ 6. 025 + 1. 76 4 | 
为 得 到 该 公式 ， 假 设 噪声 为 服从 均匀 分 布 gU FA CULTUM 
的 随机 信号 ， 可 以 利用 样本 间 一 A/2 一 十 Sow A 一 
A/2 的 直线 表示 (如 图 4.23 所 示 )， 可 以 ® | 
求 得 量化 噪声 功率 (或 方差 ) 为 [ | 
o = NA2 0.00 Peete ented d ue 
具体 过 程 参见 4.4.5 节 的 推导 及 其 结论 。 b> eee one 
下 面 分 析 量 化 误差 噪声 ee 的 通过 线 4 . es T M Wt Tas 
性 非 时 变 系统 后 ， 输 出 噪声 与 输入 噪声 之 
间 的 关系 。 经 量化 的 输入 信号 za[z] 通 过 图 8506 ARACEAE ERE GER 
系统 产生 输出 信号 ysLn]， 利 用 卷 积 公式 有 
yaln] = xn] * AEn] 
Zza[nj 可 以 写 为 包含 粒状 误差 ss 的 形式 
yaln] = Gin] — enD *h[Ln] 





或 
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yaln] = x[n] «hln]—e, * h[n] 
S eoLnj 二 esLnj]x*h[Ln]，eoLnj] 为 仅 与 粒状 误差 相关 的 系统 输出 。 
Yalan] = yin] — e[n] 
由 卷 积 公式 ，eoLn] 可 以 求 出 
e [n] = b hL[&]e, Ln — k] 
如 果 esLnj 的 方差 ( 即 功 率 ) oz CA, 那么 输出 噪声 的 方差 (功率 ) 为 
ei =o = A*[&] 

由 以 上 公式 ， 可 以 计算 输出 噪声 的 功率 。 

CEND 计算 噪声 功率 

输入 信号 噪声 方差 为 a = A:/12 ，A/D 采 用 8 位 ， 信 号 范围 为 一 1 一 十 1， 求 解 下 列 
传输 函数 所 描述 系统 的 输出 信号 的 噪声 功率 。 

H(z) = LBB D? 

? — 1. 6z 4-0. 95 

f: 由 传输 函数 可 以 写 出 对 应 的 差分 方程 

yLn] = 0. 08752[n] +0. 175x[n — 1] + 0. 0875x(n — 2] + 1. 6y[n — 1] — 0. 95y[n — 2] 

利用 MATLAB 计算 脉冲 响应 ， 然 后 求 其 平方 之 和 

fs = 1;T = 1/fs; 

num = 0.0875*[1 2 1]; 

den - [1 -1.6 0.95]; 

[h nT] = impz(num, den, 200, fs); 

figure (1) ;clf; 

plot (nT, h); 

h2 = sum(h.^2); 

disp (h2) ; 


以 上 程序 求 出 脉冲 响应 Lnj 前 200 uA ET. 
Y k [k] ~ wt) - — 3. 1936 


k=—00 


ci = oj >) kè [k] = 3.19364? /12 = 0. 266134? 


k=—00 


本 例 中 A=2/256=0. 0078125，A? 二 0. 00006104。 由 量化 带 来 的 输出 噪声 功率 为 1. 624X 1075, 

利用 MATLAB 验证 该 结果 ， 可 通过 对 量化 为 8 位 的 信号 采用 filter 函数 计算 输出 。 
选择 输入 频率 为 0.075Hz 的 正弦 信号 ， 输 出 幅度 近似 为 1。 

以 下 命令 可 生成 输入 信和 号 

fsig = 0.075; 

b = 8; 

t - 0:T:1/fsig; 

x = sin(2*pi*fsig*t) ; 
利用 quant 函数 量化 输入 信和 号 为 8 位 ， 函 数 说 明 参 见 附录 D。 量 化 信号 采用 filter 函数 
滤波 。 


xq = quant(x, b, -1, 1); 
hold on; 
plot(t, xq, r"); 

- filter(num, den, 


为 确定 量化 噪声 ， FA RCRD y (it 可 将 未 量化 输入 信号 通过 滤波 器 来 获得 


y = filter(num, den , x); 
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输出 信号 的 量化 噪声 功率 为 


N = length(t); 
Pn = (sum((y-yq) .^2) ) /N; 


输出 信号 功率 为 
Ps = (sum(y.*2))/N; 

从 以 上 两 个 计算 结果 ， 可 以 计算 输出 信号 的 信 噪 比 。 
str = ['Pn = 'num2str(Pn) 'Ps =' num2str(Ps) '\n']; 
fprintf(1, str); 
str = ['QSNR -' num2str(10*10g10(Ps/Pn))]; 
fprintf(1, str); 

得 到 如 下 输出 : 


Pn = 1.5081e-005 Ps = 0.71174 
QSNR = 46.7389 


可 见 输出 噪声 功率 P, 5 YER oo 相当 。 输 出 量化 信号 的 信 噪 比 为 46.7， 与 经 验 法 则 
的 每 位 约 6dB 相 接近 。 < 

上 面 的 方法 可 用 来 计算 由 量化 带 来 的 噪声 功率 ， 但 该 方法 最 多 为 合理 近似 。 主 要 困难 在 
于 以 上 所 做 的 假设 得 到 的 结果 未 必 适 用 于 实际 信号 ， 比 如 我 们 假设 量化 噪声 服从 均匀 分 布 且 
与 信号 独立 。 缓 慢 变化 的 信号 和 低 电 平 信号 就 不 适用 于 以 上 假设 。 同 样 ， 若 量化 步 长 相对 于 
信和 号 较 大 ， 该 假设 也 不 成 立 。 复 杂 信 和 号 如 语音 和 音乐 信号 只 有 某 些 片段 适用 于 以 上 假设 。 


8.6 乘积 量化 

差分 方程 的 求解 往往 通过 一 系列 的 乘积 和 累加 (MAC) 运 算 而 实现 。 由 于 两 个 召 位 的 
数字 相 乘 生成 2B 位 的 结果 ， 在 运算 的 某 个 阶段 ， 累 积 结果 必须 再 次 4 % 
缩减 至 B 位 。 这 可 由 截 尾 或 者 舍 人 操作 实现 。 而 无 论 哪 种 方法 ， 都 | bats 
可 能 产生 误差 ， 此 称 为 乘积 量化 误差 。 对 于 IIR 数字 滤波 器 ， 这 种 误 


差 可 被 反馈 回来 造成 潜在 的 误差 累积 。 图 8. 29 乘积 量化 误 
. 由 于 乘积 量化 误差 是 乘积 的 量化 导致 的 结果 ， 因 而 可 把 它 表示 为 差 可 以 表示 
乘积 与 量化 误差 之 和 的 形式 ， 如 图 8. 29 所 示 。 为 每 个 乘积 
图 8.30 显示 了 图 8. 23 直接 2 型 结构 增加 乘积 量化 误差 模型 后 的 与 误差 之 和 
结构 图 。 
图 8. 30a 对 应 的 状态 变量 方程 为 
ZU|-— V2 
ZU: =— 420, — aiv 十 立 十 eo 十 el 


y= (b, 一 azpbo)mi + (bı — arbo ) vz 十 poz 十 po(eo 十 et) 十 es 十 es 





8.30 带 有 乘积 量化 误差 的 直接 2 型 结构 ，a 与 b 功能 上 等 同 
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如 果 令 es 一 eo 十 el， es = by Ces tei) tHe; Te, 则 图 8. 30a 可 以 转化 为 图 b 的 线性 图 。 
需要 注意 的 是 噪声 e, 来 自分 母 且 通过 滤波 器 ， 噪 声 es 来 自分 子 且 不 通过 滤波 器 。 若 用 p. 
表示 由 单个 量化 源 产生 的 平均 噪声 功率 ， 那 么 直接 2 型 结构 的 噪声 功率 为 

Pan = Np, | HC) |? --CM- Dj, (8. 29) 
其 中 ， 对 于 该 系统 N=M=2, 
求解 p. 值 需要 对 伟人 误差 特性 进行 假设 。 假 设 含 人 误差 在 一 9/2 一 十 /2 范围 内 均匀 


变化 ， 从 而 其 概率 密度 函数 可 由 图 8. 31 描述 。 14 
Tm pr — q/2 « x KX 4- q/2 
Ppat 0, 其 他 -qn +q/2 
误差 的 均 方 值 ， 也 称 方差 ， 定 义 为 图 8.31 舍 人 误差 的 概 
Da = o E | ba GOde 率 密度 函数 


式 中 ， H 是 平均 值 或 期 望 值 ， 这 里 A70, 


vL x g 
Pa = ee: (1/q)dz = 12 


将 b. 代 人 式 (8.29) 中 有 

Pag 一 (qz/6) | HCe?) |? + q? /4 
”一 种 最 大 限度 地 降低 乘积 伟人 误差 的 方法 是 在 一 系列 乘积 和 加 法 运算 后 只 进行 一 次 伟人 操 
作 ， 而 非 在 每 个 乘积 之 后 进行 伟人 操作 。 所 以 ， 这 需要 对 乘积 累加 单元 增加 保护 位 或 者 以 
双 精 度 进行 运算 ， 并 在 最 后 进行 伟人 。 某 些 现代 的 DSP 芯片 和 计算 机 系统 正 是 如 此 ， 人 多 
许 乘积 累加 单元 在 双 倍 宽度 的 寄存 器 中 累加 结果 。 


8.7 ”量化 和 拌 动 

抖动 是 一 个 违背 直觉 的 概念 ， 如 有 时 可 能 需要 在 离散 信号 中 加 入 噪声 以 降低 来 自 A/D 
的 量化 误差 。 考 虑 图 8.32 中 标 有 S 的 信号 ， 该 信号 将 被 量化 至 标 有 (n 一 1)q、ng 或 者 
(2z 十 1)g 的 量化 级 中 的 一 个 。 若 未 作 特 殊 处 理 ， fü SE 
则 信号 应 量化 为 ng。 设置 为 (n+1)g 

若 实现 抖动 ， 可 在 信号 上 增加 一 个 随机 数 
r， 这 里 7 服从 均匀 分 布 ， 范 围 为 一 ‰[/2<r 扫 十 
q/2。 当 信号 Str 的 值 大 于 或 者 等 于 ng 十 q/2 
时 ， 信 号 将 落 入 下 一 个 量化 级 ， 其 值 可 以 表示 
Avg. WR S+r 低 于 ng 十 g/2， 可 用 量 
化 电 平 ng 表示 。 

图 8.32 +, FREE A 为 ng 十 g/2 一 S， 距 离 B 
Ai q/2. Str<ngt+q/2 的 概率 为 (A 十 B)/q。 即 图 8. 32 信号 S 量 化 前 添加 随机 数 > 进行 抖动 

p(s 二 +r 二 ng 十 gq/2) = ng -q/2 — Sc g/2 _ at Dq—S 


q q 
Str >nq+q/2 的 概率 为 
p(S+r>ng+q/2) = jo = mE 


因为 当 S<nqgt+q/2 时 ， 量 化 信号 为 nge 4 S7nq-q/2 时 ， 量 化 信号 为 (z 十 1)g， 所 以 S 
的 平均 值 为 





S 的 均值 一 CEDE SEM Ge 10g = S 
下 面 举例 说 明 抖动 。 
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正弦 信号 的 抖动 
利用 MATLAB 生成 半 个 周期 的 正弦 波 ， 频 率 为 0. 1kHz， 抽 样 率 为 44. 1kHz。 利 用 4 
位 进行 正弦 信号 量化 并 画 出 曲线 。 在 原始 信号 上 增加 持 动 后 再 次 利用 4 位 进行 量化 ， 对 比 
两 者 的 区 别 。 
解 : 下 面 的 MATLAB 程序 产生 0. IkHz 的 正弦 波 并 利用 4 位 进行 量化 。 拌 动 信 号 加 
至 正弦 信号 后 再 次 利用 4 位 进行 量化 。 两 次 的 曲线 对 比 图 如 图 8. 33 所 示 。 
原始 信号 量化 为 4 位 





0 05 1 i5 2 25 3 35 ^4 45 5 
时 间 (s) x 107 
a) 4 位 字 长 量化 的 半 个 周期 正 弱 波 信和 号 
拌 动 后 的 信号 量化 为 4 位 





0 05 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5 


时 间 (s) x 107 
b) 添加 抖动 后 的 正弦 波 
图 8.33 


sDither.m 

$This program illustrates dithering using a sine wave 
fs 44100;T - 1/fs; 

£0 100;TO = 1/£0; 

Bits = 4; 

* Create a full cycle of a sine wave at f0. 

time = 0:T:T0/2; 


u = .501*sin(2*pi*fO*time); 

suquant is the quantized version of u. 
uquant = (u+.5)*2*Bits; 

uquant = fix(uquant) ; 

uquant = (uquant/2*Bits) - .5; 

% 


figure (1);clf; 

subplot (2,1,1) 

stem(time, uquant, 'MarkerEdgeColor', 'w'); 
* rand produces a flat distribution between 0 and 1. 
dither - (rand(1,length(u))-.5)/2^Bits; 
ditherU = u + dither; 

$dquant is the quantized dithered signal 
dquant = (ditherU+.5)*2*Bits; 

dquant = fix(dquant) ; 

dquant = dquant/2^Bits - .5; 

subplot (2,1,2) 

stem(time,dquant, 'MarkerEdgeColor', 'w'); 
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抖动 通过 对 信号 增加 半 位 的 随机 噪声 而 实现 。 信 号 越 接近 于 下 一 个 量化 电 平 ， 编 码 为 
该 量化 电 平 的 可 能 性 就 越 高 。 尽 管 信 号 边缘 出 现 大 量 “ 锯 齿 ”， 事 实 上 这 是 对 信号 更 好 的 一 
种 平均 表示 。 


8.8 溢出 和 缩放 


对 于 DSP 系统 来 说 ， 溢 出 是 指 操作 数 不 能 被 所 用 系统 表示 或 者 硬件 寄存 器 没有 足够 
的 有 效 空 间 存储 而 造成 的 现象 。 溢 出 造成 系统 错误 的 输出 ， 对 于 IIR 数字 滤波 来 说 ， 通 过 
反馈 通道 将 这 种 错误 再 次 输入 系统 ， 具 有 持续 的 影响 。 对 任何 系统 输入 足够 大 的 数据 都 会 
造成 溢出 ， 而 且 ( 后 面 会 看 到 ) 有 些 系统 即使 输入 的 是 零 也 会 产生 溢出 。 

缩放 是 指 通过 增益 因子 调整 信号 以 降低 溢出 的 几率 。 经 过 适当 比例 缩放 的 系统 ， 在 输 
人 定义 范围 内 的 信号 时 将 不 会 出 现 溢出 误差 。 由 于 浮 点 数 系统 的 数值 范围 远 远大 于 定点 数 
系统 的 数值 范围 ， 因 而 溢出 对 于 浮 点 运算 的 系统 影响 较 小 。 以 下 绝 大 多 数 的 讨论 都 基于 定 
点 系统 的 缩放 进行 。 

对 于 构成 级 联 型 系统 的 二 阶 子 系统 ， 乘 积 缩放 因子 可 以 添加 在 二 阶 子 系统 之 间 以 修改 
输入 信号 的 范围 ， 溢 出 将 不 会 出 现 ， 如 图 8. 34 所 示 的 系统 。 


SN2+1 


Snn 
TO one 


图 8.34 具有 缩放 因子 的 级 联 的 二 阶 子 系统 


需要 指出 的 是 ， 乘 积 缩放 不 会 增加 计算 量 ， 因 为 
二 阶 系统 传输 函数 要 进行 归 一 化 处 理 ， 以 使 得 bo 为 


乘法 。 
图 8. 35 所 示 为 单个 二 阶 子 系统 的 缩放 因子 计算 。 
图 8.35 的 二 阶 系统 中 ， 标 有 Ni AN, 的 两 个 节 
点 有 可 能 出 现 滋 出 误差 ， 从 输入 到 每 个 节点 的 传输 函 





图 8.35 单个 二 阶 子 系统 中 的 缩放 


因子 计算 
数 为 
2 
H, (z) -D=s, "T. XH HEFT 
biz +b: 
Byte) -*-s z+azta, 
为 了 阻止 溢出 ， 需 要 
| Ni (A) |<1 
其 中 ， 
IN: | = | Drk noh GO |< ta >) lhi | ,这 里 ,i = 1,2, 
从 而 有 ， 
Saas S aia ant e ud (8. 30) 
> | | A; Cm) | 


确定 缩放 因子 
为 下 面 的 二 阶 子 系统 确定 合适 的 缩放 因子 
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0. 227 十 0.4z 十 0.2 


H = 
te) Z= 42 +08 





AP, Cmax KA 1. 
解 : 缩放 之 前 ， 首 先 确 定 内 部 两 个 点 的 传输 函数 及 其 脉冲 响应 


N E 
H (aye A H ë 
lap a da 


hi (m) = &(m) +1. 4h (m — 1) — 0. 8h; (m — 2) 
_ Nz _ 0.22 --0.4z4- 0.2 
ker zi —1.4z4-0.8 
hs Cm) = 0. 28(m) + 0. 48(1) + 0. 28(2) 
+1. 4h(m—1) — 0. 8h(m — 2) 
利用 MATLAB 近似 求 和 hi。 


num = 1; 
den = [1 -1.4 0.8]; 
S = sum(abs(impz(num, den, 200))); $200 terms 


200 


2) [h Gm) | = 10.1345 
利用 MATLAB 近似 求 和 he. 


num = [0.2 0.4 0.2]; 
den = [1 -1.4 0.8]; 
S = sum(abs(impz(num, den, 200))); %200 terms 


求 出 
200 
> | he (m) | = 7. 4286 


因此 ， 如 果 xu =l. 0, 那么 缩放 因子 Si 王 1/10.1345 王 0.09867。 同 理 可 求 缩放 因子 S,= 
1/7. 4286 一 0. 13461 。 4 


co lp 
数学 上 ， 公 式 lel, = p | x; i] 称 为 向 量 z 的 p 范 数 (p-norm)， 或 者 范 数 (norm)。 


式 (8.30) 中 ， 对 于 >) |hOD | ， 可 以 看 出 当 p 为 1 时 有 


m=0 
Ail, = » |hiCm) | (8. 31) 
=0 


式 (8. 31) 称 为 Li 范 数 。 利 用 工 ; 范 数 可 以 生成 缩放 因子 以 确保 不 出 现 溢出 ， 使 得 输入 保持 
在 设 定 范围 内 。 但 是 ，Li 范 数 有 一 个 相当 保守 的 限制 ， 缩 放 因子 降低 了 信号 的 大 小 ， 但 
不 能 减 小 量化 误差 或 者 含 人 误差 的 大 小 ， 所 以 过 多 地 缩放 会 降低 信号 的 信 噪 比 。 另 外 还 有 
两 种 实现 缩放 的 方法 ， 其 允许 有 可 能 的 少量 溢出 ,但 不 严格 受 Li 范 数 的 限制 。 第 一 种 方 
法 为 Ls 范 数 方法 ， 其 表达 式 为 


lale = >) dh: m) |?” 
m=0 


第 二 种 方法 为 L- 范 数 方 法 ， 通 过 求解 当 p BMA |r|, 的 极限 来 实现 。 利 用 传 里 叶 变 
换 ， 可 以 证 明 存 在 下 列 关 系 式 
|^]. = max {|HiCf)|} 
oc f« f, /2 
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L- 范 数 可 通过 画 出 幅度 响应 曲线 并 寻找 最 大 值 求解 。 对 于 正弦 输入 可 确保 没有 洲 出 。 
在 三 种 方法 的 限制 方面 ，Li TETAS RO EAA), TL. 范 数 缩放 受 限 最 弱 。 
求解 缩放 因子 
利用 工 ; 范 数 和 工 - 范 数 两 种 方法 求 例 8-12 中 二 阶 系统 的 缩放 因子 ， 并 与 例 8-12 的 结 

果 进 行 比 较 。 

解 : 例 8-12 中 系统 的 传输 函数 和 脉冲 响应 为 

Hed z 
X z —1.4z4-0.8 

hı Gn) = (m) + 1. 4h, (m — 1) — 0. 8h; (m — 2) 
N: 0. 2z? +0. 4z +0. 2 

Heure at dee 

h; Cm) = 0. 28(m) + 0. 48C1) + 0. 28(2) 
+1. 4A Cn — 1) — 0. 8h Cm — 2) 


利用 MATLAB 求解 节点 1 处 的 Lo 383 La 为 
num =,1; 
den - [1 -1.4 0.8]; 
L21 - sum((abs(impz (num, den, 200))).^2); 
节点 2 处 的 工 ; 范 数 工 2 为 
[.2 .4 .2]; 
[1 -1.4 0.8]; 
L22 - sum((abs(impz(num, den, 200))).^2); 
整个 系统 的 Lo 范 数 为 
L2 = max(L21, L22); 
求 出 系统 的 L 范 数 为 3. 65， 缩 放 因子 为 1/3. 65=0. 3771, 
计算 两 个 节点 的 范 数 ， 首 先 求 出 HA 互 ; (2 对 应 的 频率 响应 。 设 fs 二 2Hz 有 
[HL f] = freqz(num, 1, 1024, 2); %Node 1 
[H2 f] = freqz(num, den, 1024, 2); %Node 2 
系统 的 工 - 范 数 Linf 为 
Linf = max(max(abs(H1)), max(abs(H2))); 
求 出 的 工 - 范 数 为 5. 7474， 缩 放 因子 为 1/5. 7474=0. 1740, 


图 8. 36 给 出 了 系统 三 种 缩放 因子 下 的 频率 响应 曲线 。 
ee 











oe oan ee! 
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增益 


图 8.36 RH Li YER. Le 范 数 和 工 - 范 数 缩放 得 到 的 传输 函数 的 频率 响应 曲线 < 
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8.9 极限 环 


对 于 一 个 稳定 的 数字 滤波 器 ， 在 输入 为 零 量 具有 任意 初始 状态 下 ， 可 能 会 产生 一 个 短 
暂 的 输出 ， 但 最 后 一 定 会 趋 为 零 。 在 某 些 舍 人 误差 或 溢出 情况 下 ， 系 统 会 变 为 非 线 性 ， 即 
使 输入 保持 为 零 输出 也 会 无 限 振 荡 。 这 种 振荡 通常 称 为 极限 环 。 
状态 变量 表示 给 出 了 一 个 产生 并 观察 极限 环 的 简单 方法 。 对 于 二 阶 系统 ， 状 态 变量 表 
示 为 
zy = Av + Bx 
y= C+ Dx 


式 中 , y= i] 表示 系统 状态 。 如 果 输 入 为 零 ， 状 态 方程 式 变 为 (时 域 ) 


js 15.825 
v; Ck +1) v; (k) 


式 (8. 32) 称 为 轨迹 方程 ( 亦 称 状 态 转 移 方程 )， 表 示 在 时 间 b Rl 时 的 状态 映射 。 因 为 仅 
有 两 个 状态 变量 ， 所 以 可 以 在 二 维 空间 可 视 化 状态 转移 的 轨迹 ， 如 图 8. 37 所 示 。 简 单 起 
见 ， 这 里 限制 状态 变量 的 有 效 值 范围 为 一 1 一 1。 











图 8. 37 状态 变量 轨迹 ， 输 入 为 零 ， 所 以 下 一 个 状态 由 Av 给 
出 ， 其 中 阴影 区 域 表示 溢出 
根据 矩阵 A 中 元 素 的 值 ， 轨 迹 方 程 可 能 会 导致 在 下 一 状态 出 界 即 落 入 图 8. 37 中 阴影 
区 域 。 因 为 不 能 表示 这 些 阴影 区 域 的 数字 ， 所 以 需要 应 用 溢出 规则 来 确定 怎样 将 一 个 不 合 
法 状态 映射 回 有 效 区 域 。 对 于 定点 算法 ， 可 以 处 理 两 种 类 型 的 溢出 : 饱和 溢出 和 二 进 制 补 
码 溢出 。 在 饱和 溢出 中 ， 任 何 超出 有 效 界 限 的 状态 变量 将 返回 边界 。 例 如 ， 如 果 下 一 个 状 
态 为 ww、v 二 1. 3、0.8， 饱 和 溢出 规则 将 其 重新 映射 到 vi 、w; 一 1. 0、0. 8。 在 二 进 制 补 码 
溢出 中 ， 任 何 超出 有 效 值 的 状态 变量 将 绕 回 其 映射 的 男 一 边 。 应 用 二 进 制 补 码 溢出 规则 ， 
状态 v1. 0,—1.3, 0.8, ASR BPRS v, v, — —0.7, 0.8, Al 8. 38 给 出 了 这 两 种 溢 
出 规则 应 用 于 正弦 曲线 时 的 结果 。 
考虑 如 下 传输 函数 表示 的 二 阶 系统 
z!--2z--1 
Bike) = z —2z+0.8 
这 是 一 个 稳定 的 二 阶 系统 ， 其 中 极点 在 0. 5 士 j0. 7416 ， 两 个 零点 在 z— —1. DIS AEGRIS 


B CES JERC 
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由 式 (8. 32) 得 轨迹 方程 为 ， 
| 0 se 
v(k+1)] L—0.8 Ollw() 


饱和 溢出 





rr 


0 Q2 04 06 08 1 
时 间 Cs) 
a) 举例 说 明了 超过 1.SV 的 饱和 溢出 

二 进 制 补 码 溢出 





时 间 Cs) 
b) 二 进 制 补 码 溢出 的 示例 


图 8.38 溢出 示例 


图 8. 39 展示 了 所 有 可 表示 数值 的 区 域 是 如 何 通过 轨迹 方程 而 映射 。 注 意 ， 两 个 三 角 
区 域 代表 溢出 。 当 应 用 二 进 制 补 码 滋 出 规则 时 ， 把 溢出 区 域 映 射 回 可 表示 的 数值 区 域 。 从 
这 张 映 射 图 上 可 以 清楚 看 到 ， 任 何 接近 拐角 2 的 状态 将 通过 溢出 规则 映射 到 接近 拐角 4 的 
地 方 ， 反 之 亦 然 。 因 此 ， 当 这 组 方程 被 初始 化 为 一 个 接近 拐角 4 的 状态 ， 比 如 ， 在 vi、 
过 一 0.95、 一 0.95， 其 将 交替 地 映射 至 接近 拐角 2 和 4 两 处 ， 而 不 会 衰减 为 零 。 结 果 是 这 
两 个 状态 变量 将 总 是 有 非 零 数 值 ， 而 这 些 值 将 导致 一 些 输出 不 为 零 。 输 出 变量 y 可 通过 
y=Cv 计算 出 来 。 图 8. 40 给 出 了 零 输 入 ， 状 态 变 量 被 初始 化 为 v 、vs 二 0.95、 一 0.95 时 
的 输出 。 





a) 标准 数 空间 表示 b) 标准 数 空间 映射 经 4 c) 应 用 二 进 制 补 码 溢出 规则 ， 滋 出 
到 平行 四 边 形 区 域 被 绕 回 可 表示 区 域 


图 8.39 通过 轨迹 方程 映射 的 区 域 
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5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 
样本 
bo ERAH vo v=0.95, —0.95, 
没有 输入 信号 时 的 输出 信号 y 





v 


1 
a) 轨迹 的 9 次 迭代 ， 起 始 状 态 为 
vj» v=0.95, -0.95 


图 8.40 系统 的 输出 


有 两 种 方法 可 以 消除 极限 环 振荡 。 第 一 个 是 利用 饱和 溢出 ， 第 二 个 是 进行 坐标 变换 并 
找到 适当 的 A 和 矩阵。 
饱和 游 出 主要 消除 极限 环 振荡 ， 但 由 于 每 次 乘法 和 加 法 都 需要 检查 是 否 溢出 ， 所 以 其 
软件 实现 的 运算 量 较 大 。 现 代 某 些 专用 的 处 理 芯 片 利用 硬件 实现 饱和 溢出 ， 从 而 占用 较 少 
或 者 不 占用 计算 成 本 。 
当 饱 和 溢出 不 可 实现 ,或 者 其 引入 的 非 线 性 影响 无 法 接受 时 ， 修 改 A 矩阵 是 一 个 可 行 
的 解决 方法 。 
通过 观察 轨迹 图 中 的 溢出 振荡 ， 可 以 获知 如 何 预测 溢出 振荡 的 发 生 。 从 轨迹 图 中 可 以 
看 出 ,为 了 使 系统 输出 衰减 至 0， 需 使 得 当前 状态 比 前 一 状态 更 靠近 原点 。 所 以 ， 如 果 测 
量 原 点 到 当前 状态 的 距离 ， 可 以 利用 该 信息 作为 预测 游 出 振荡 的 依据 。 原 点 到 状态 
(v1 ，wvs) 的 距离 为 Vvi 十 。 如 果 输 入 为 0， 那 么 下 一 个 状态 为 
ay = e. En 
az 0 + dz; V; 
所 以 ， 为 了 使 得 下 一 状态 至 原点 的 距离 小 于 当前 状态 至 原点 的 距离 ， 需 要 满足 
V Cai i Haru) + (anv Hanv)’ < Jv + vi 
以 保证 不 出 现 溢出 振荡 。 
该 式 可 变 为 
ai; vi + 2v wanar + aiv + a vi + 20 vanan + ai vi < vi + vi (8. 33) 
4 az 一 一 aa ，ami 一 az 时 ， 式 (8. 33) 易 于 求解 ， 这 种 情况 下 可 得 
(ai, tai.) Coi +) < vi d vi 
如 果 Cai tah) 二 1， 则 该 式 成 立 。 对 于 根 为 士 jp 的 二 阶 滤波 器 系统 ， 稳 定 的 条 件 为 
a Fg -—1. MAES aa 一 wc，a 一 8， 则 可 以 保证 滤波 器 是 稳定 的 ， 并 且 不 存在 溢出 振荡 。 
滤波 器 的 矩阵 A 为 
dies | " Å (8. 34) 


—B a 
由 于 极 少 的 滤波 器 本 身 具 有 式 (8. 34) 的 矩阵 4 的 形式 ， 从 而 问题 归结 为 如 何 将 矩阵 A 进行 
变换 以 使 得 系统 免 于 溢出 振 葛 中 。 回 顾 式 (8. 24) 一 式 (8. 27) ， 可 定义 一 个 转换 矩阵 工 并 生 
成 一 个 具有 相同 传输 函数 的 系统 ， 其 矩阵 A 为 
A<- T^AT 








为 寻找 矩阵 工 使 得 
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TAT = ha i] 
或 者 
l-r m de lr arlie] e9 
矩阵 4 的 特征 值 为 特征 方程 |A — A| = 0. AA 
ET tar a= (ail 一 azz) — 4aizan 


代入 式 (8.35)， 将 有 (经 大 量 推导 ) 
一 1/8 0 i —p 0 
due E i} dici k il M dad 
利用 式 (8. 24) ~ 3X (8. 27) RISK C8. 36)， 任 何 带 有 复 根 的 二 阶 滤波 器 都 可 转换 成 无 溢出 振荡 
的 滤波 器 。 需 要 特别 注意 的 是 ， 该 变换 不 能 保证 不 发 生 溢出 一 一 除非 原点 到 下 一 状态 的 向 
量 长 度 小 于 原点 到 当前 状态 的 向 量 长 度 。 
系统 变换 避免 溢出 振荡 
利用 式 (8. 24) 一 式 (8. 27) 和 式 (8. 36)， 将 下 面 给 出 的 系统 变换 成 一 个 新 的 系统 ， 使 其 
免 于 溢出 振荡 ， 画 出 每 个 系统 的 零 输 入 轨迹 图 ， 凑 中 参数 v1 、v, 二 0.95、 一 0.95。 需 要 注 
意 的 是 ， 该 系统 与 图 8. 38 中 的 系统 相同 。 
zy = Avy + Bx 
y = © + Dx 
Xm, 
-Ls th ae B] emt as pen 
解 : 首先 求解 a 和 B， 特 征 方程 为 
|zI 一 A|==0 或 者 z* 一 z 十 0.8= 二 0 
BBW dEg BHA z—0.52-)0. 7416， 所 以 a=0.5, BpB 二 0.7416。 由 于 a 十 二 0.8， 系 
统 保持 稳定 。 转 换 矩 阵 了 为 


"- fees = 六 有 a potins al 
~ L—a/B 1. L0.6742 14J' CL 0.5 1 
由 式 (8. 24) — 3X C8. 27) 可 得 
arupo ads Mii 0 allies i 
L 0.5 1JL—0.8 1JL0.6742 1 
o fī 0.5 —0.7418 
~ LO. 7418 0. 5 l 
uae ONE JHE [£] 
| 0.5 1JL1 1 
: —1.348 0 
C —cCT 一 [2 ES ne je [—4.7186 3] 
D<D=([1] 





下 面 的 MATLAB 程序 使 用 A 和 矩阵 画 出 了 轨迹 图 。 显 示 了 轨迹 的 前 50 点 并 按 顺 序 相 连 ， 
如 图 8. 41 Bras. 
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num = [1 2 1];den = [1 -1 .8]; $twosover 

r - roots (den); function s - twosover (x); 
alpha - real(r(1,1));beta - imag(r(1,1)); for i = 1:length(x) 
A-[0 1;-0.8 1]; if (x(i) >=1) 
B-[0;1]; x(i) = x(i) - 2; 
C=[2 3]; else 

D-[1]; if (x(i) « -1) 

T - [-1/beta 0;-alpha/beta 1]; x(i) = x(i) + 2; 
At = T^-1*A*T; end 

Bt = T*-1*B; end 

Ct = C*T; end 

figure (1) ; clf; 8-X; 


axis([-1.2 1.2 -1.2 1.2]); 
line([1 -1], [1 1]);line([-1 -1], [1 -1]); 
line([-1 1], [-1 -1]);line([1 11,[-1 11); 
x = [0.95;-0.95];count = 0; 
while(((v(1,1) ~= 0) & (v(2,1) ~= 0)) & count < 50) 

Vnew = At*v; 

% Use twos complement overflow 

Vnew = twosover (Vnew); 

x [v(1,1) Vnew(1,1)]; 

y [v(2,1) Vnew(2,1)1; 

line (x,y,'Color','b1ue'!); 


v - Vnew; 
count = count + 1; 
end 


轨迹 图 


soo 





——( ra cay: oe 
图 8.41 变换 后 系统 的 轨迹 图 ， 系 统 与 图 8. 40 所 示 系 统 相同 ， 变 
换 4 矩 阵 消 除了 由 二 进 制 补 码 溢出 造成 的 周期 振 苏 


注意 , 图 8. 41 中 的 初始 状态 为 (0.95、 一 0.95)， 轨迹 呈 螺 旋 形 趋 于 零点 ， 可 与 


图 8. 40 中 的 振荡 轨迹 作对 比 。 < 
Ebert && A All Roberts, Mullis BAH, FORNRA A 矩阵 为 4 = E. wll , 
dn 


araz 之 0 
或 者 
aizā < 0 并 且 |an — 22 | 十 |A|< 1 
则 系统 不 存在 洲 出 振荡 。 男 有 其 他 方法 解决 溢出 和 溢出 振荡 问题 ,一 个 简单 的 方法 就 是 利 
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用 饱和 溢出 特征 代替 二 进 制 补 码 。 在 饱和 溢出 中 ， 所 有 溢出 导致 数值 被 设置 成 最 大 值 。 但 
在 实现 饱和 溢出 处 理 的 过 程 中 ， 将 需要 额外 的 硬件 资源 或 者 额外 的 软件 开销 去 检测 每 一 次 
计算 和 校正 溢出 。 

同样 ， 某 些 滤 波 器 的 实现 中 本 身 就 不 会 出 现 滋 出 振荡 ， 如 格 型 结构 。 


8.10 微 控 制 器 DSP 


微 控 制 器 与 通用 的 计算 机 有 着 较 大 的 区 别 ， 它 通常 由 单 块 芯片 构成 ， 包 括 只 读 程序 存储 
器 、 小 容量 的 读 / 写 存储 器 、 特 殊 功 能 的 IO( 输 入 /输出 7 器件， 如 键盘 控制 器 、A/D 和 D/A. 
微 控 制 器 出 现 于 20 世纪 70 年 代 中 期 ， 广 泛 应 用 在 专用 计算 机 系统 中 。 由 于 计算 机 行业 逐渐 向 
着 更 小 、 更 快 、 更 低 功 耗 方向 发 展 ， 微 控制 器 也 不 例外 。 在 过 去 的 20 年 里 ， 微 控制 器 的 计算 速 
度 已 足够 执行 某 些 DSP 功能 ， 越 来 越 多 的 应 用 随 之 出 现 ， 如 汽车 中 的 DSP 处 理 器 。 

8.10.1 微 控 制 器 DSP 的 特点 

差分 方程 的 实现 需要 一 系列 乘法 器 和 加 法 器 ， 乘 法 器 总 以 常量 乘 以 一 个 变量 。 只 读 存 
储 器 可 以 用 来 存储 程序 和 常量 ， 读 / 写 存 储 器 用 于 存储 变量 。 为 了 处 理 模 拟 信号 ， 需 要 
A/D 和 D/A 等 接口 。 这 些 硬 件 的 需求 不 是 那么 苛刻 ， 因 为 某 些微 控制 器 拥有 匹配 的 硬件 
特征 。 但 是 ， 存 在 两 个 严格 的 要 求 : 精度 和 速度 。 抽 样 定理 设置 的 抽样 速率 是 至 关 重 要 的 
参数 ， 因 为 在 一 个 抽样 周期 内 ， 需 要 完成 从 模拟 -数字 转换 、 到 差分 方程 求解 以 及 数字 - 模 
拟 转换 的 全 部 过 程 。 可 以 接受 的 噪声 量 级 取决 于 精度 要 求 。 虽 然 存在 某 些 例外 ， 但 总 体 而 
言 ，8 位 微 控 制 器 将 不 适用 于 整个 DSP 应 用 系统 ， 但 某 些 极 低 量 级 的 系统 除外 。 下 面 列 出 
了 微 控制 器 应 用 于 DSP 时 所 期 望 的 特征 。 

1. 精度 一 一 精度 指 微 控制 器 中 的 数据 路 径 和 ALU 环 的 宽度 。 对 于 多 数 的 DSP 应 用 ， 
16 位 可 满足 要 求 。 应 用 浮 点 型 运算 将 更 好 ， 但 不 是 必需 的 。 

2. 速度 一 一 对 于 多 数 的 微 控制 器 来 说 ， 模 拟 - 数 字 转 换 和 乘法 是 最 慢 的 运算 。 运 算 时 
间 对 于 不 同 的 问题 各 不 相同 ， 但 是 遵循 一 个 粗略 的 经 验 定理 

A/D 时 间 十 NX( 乘 法 时 间 十 加 法 时 间 )<0. 8T 

其 中 ，N 为 乘法 运算 的 数量 ，T 为 抽样 周期 。 

3. MAC 单元 一 一 仅 有 少数 高 端 微 控制 器 中 内 置 有 乘法 及 累加 (MAC) 单 元 ， 这 些 硬 件 
单元 可 以 在 一 次 运算 中 同时 执行 乘法 、 加 法 和 更 新 指针 的 操作 。 

4. 存储 器 一 一 多 数 微 控制 器 中 的 存储 器 对 DSP 应 用 是 足够 的 ， 此 要 求 不 高 。 例 如 ， 
一 个 FIR 数字 滤波 器 需要 100 个 延迟 变量 ， 每 个 变量 占用 32 位 ， 则 共 需 400 字 节 ， 按 照 
当今 的 标准 程序 存储 器 也 不 需要 占用 太 多 的 存储 空间 。 

5. A/D 转换 一 一 许多 微 控 制 器 上 的 A/D 转换 器 与 数据 的 宽度 不 同 ， 由 于 片上 A/D 
换 需 要 整合 模拟 和 数字 量 ， 这 将 占用 相当 大 的 存储 空间 。 因 此 ，16 位 或 32 位 的 微 控制 器 上 
常 出 现 10—12 位 的 转换 器 。 虽 然 位 数 越 大 越 好 ， 但 是 10 一 12 位 对 多 数 应 用 来 说 已 足够 。 

6. D/A 转换 一 一 某 些微 控制 器 已 经 内 置 了 D/A 转换 器 ， 或 者 外 扩 也 很 容易 。 但 多 数 
提供 脉 宽 调制 (Pulse-Width Modulated，PWM) 输 出 ， 利 用 低 通 滤波 器 即 可 将 其 转换 成 模 
拟 信 和 号。 鉴于 精度 问题 ，D/A 或 PWM 的 输出 需要 匹配 A/D. 

7. 定时 一 一 定时 器 对 于 保持 抽样 时 间 ， 并 保证 时 间 间 隔 的 一 致 性 至 关 重 要 。 中 断 系 
统 不 是 必要 的 ， 但 绝 大 多 数 的 微 控制 器 都 有 中 断 系 统 ， 且 应 用 于 A/D 和 定时 器 。 

8. 可 预测 的 执行 时 间 一 一 几乎 所 有 的 微 控 制 器 都 满足 这 个 需求 ， 除 了 某 些 高 端的 
CPU 之 外 。 此 外 ， 带 有 多 个 管道 和 其 他 形式 的 平行 结构 的 芯片 不 可 预测 执行 时 间 。 

多 数 微 控制 器 没有 专用 DSP 系统 的 某 些 特征 ， 如 溢出 饱和 和 运算、 环形 缓冲 器 以 及 零 
开销 循环 机 制 等 。 
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8.10.2  C 语言 实现 
运行 于 微 控制 器 上 的 DSP 算法 的 伪 代 码 步 骤 如 下 所 示 : 


Initialize variables 

Loop forever 
CALL AtoD(uIn) 
Calculate algorithm for one iteration 
CALL DtoA(yOut) 
Update variables for next iteration 
Wait until next sample period 

End loop 


该 循环 程序 必须 在 每 个 抽样 周期 内 执行 一 次 循环 。 命 令 行 “Calculate algorithm for one 
iteration "可 以 像 一 个 单独 的 差分 方程 一 样 简单 或 者 包含 许多 操作 实现 多 级 的 级 联 滤波 器 。 
fitr 11" Wait until next sample period” 保 证 每 一 次 循环 的 执行 时 间 与 滤波 器 的 抽样 时 间 相 
同 。 如 果 循环 中 所 有 指令 按 顺 序 执行 ， 则 时 序 图 将 如 图 8. 42a 所 示 。 

图 8. 42b 中 ， 模 - 数 的 转换 与 计算 算法 并 行 。 这 种 情况 下 ， 计 算 算 法 需要 用 到 的 只 是 
上 一 个 周期 的 模 - 数 转换 值 ， 当 前 的 模 - 数 转换 值 是 为 下 一 个 周期 准备 。 数 - 模 转换 时 间 也 
可 以 重 番 ,但 是 一 般 的 数 - 模 转换 时 间 非 常 短 ， 占 用 时 间 很 少 。 





A/D 计算 更 新 等 待 





an oo FA eres [rne 





一 个 抽样 周期 = 了 






a) 所 有 操作 顺序 执行 














时 间 D/A 
计算 更 新 等 待 
e pe e 
最 小 抽样 周期 =Tmin 





一 个 抽样 周期 =7 






b) 某 些 运算 可 并 行 实现 
图 8. 42 典型 的 DSP 算法 实现 的 时 序 图 


上 一 节 讨 论 了 多 种 不 同 的 实现 结构 ， 本 节 讨 论 这 些 结构 的 C 语言 实现 。 
8.10.3 FIR 滤波 器 的 C 语言 实现 

直接 型 。 图 8. 6 中 的 直接 型 FIR 滤波 器 实现 非常 适用 于 紧密 循环 ， 其 主要 依靠 存储 于 
数组 中 的 延迟 变量 。 图 8. 43 给 出 了 具有 对 称 系数 的 12 阶 FIR 低 通 滤波 器 的 C 语言 实现 。 

图 8.43 中 ， 第 1 一 4 行 命令 声明 滤波 器 系数 为 常数 。 由 于 滤波 器 是 对 称 的 因而 仅 需 一 
半 的 系数 。 第 8 行 设置 一 维 数组 用 于 保存 单位 延迟 的 输出 。 第 10 行 中 的 模 - 数 转换 函数 和 
第 15 行 的 数 - 模 转换 函数 没有 给 出 。 第 11 行 假设 我 们 已 采用 了 10 位 的 模 - 数 转换 ， 并 将 
所 有 的 输入 转化 为 0 一 1 范围 的 浮 点 数 。 第 13 一 14 行 处 理 差 分 方程 中 的 所 有 乘法 和 加 法 运 
算 。 第 16 一 17 行 平 移 所 有 变量 为 下 一 个 周期 做 准备 。 

此 实现 的 主要 优势 在 于 该 程序 易于 编写 和 修改 ， 对 称 性 提高 了 计算 的 效率 。 通 过 分 解 
第 12—13 行 的 循环 ， 分 别 编写 乘法 和 加 法 将 使 得 程序 运行 加 快 。 

FIR 转 置 型 。 图 8. 7 中 的 转 置 型 实现 可 采用 近似 的 结构 实现 ， 但 其 在 利用 系数 的 对 称 
性 方面 较为 困难 。 该 问题 留 作 练习 (见习 题 8. 28) 。 
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const float b[] = {-0.00725966, 0.04014696, 0.02354041, 
-0.08357119, -0.02859982, 0.31030209, 
0.53138928 
s 


int main() 


(int i, xInt; 


float y; 
float x[13]; 
while(1) 
(//Do A/D to xInt 
x[0] = (float) (xInt)/1024.0; 


ow on O Ui 4 € PN FH 


for (i=0;i<6;i++) 

y += b[il*(x[i] + x[12 - i]); 
y += b[6]*x[6]; 
//Send y to D/A 
for(i-12;i»0;i--) 

x[i] = x[i-1]; 


//Wait until next cycle 





图 8.43 


级 联 FIR FRB. A 8. 9 中 的 级 联 型 FIR 实现 表明 ， 每 个 子 系统 实现 一 个 二 阶 差分 方 
程 ， 形 式 为 
Ys = bo Xo + bara + bere 
其 中 s 为 二 阶 子 系 统 的 编号 ，y 为 输出 ，z 为 输入 及 其 延迟 。 由 于 是 级 联 形式 ， 每 个 二 阶 
子 系统 的 输出 变 为 下 一 个 二 阶 子 系统 的 输入 。 一 般 而 言 ， 方 程 可 变 为 


Yo = boo Loo F bor Zo! + boz Loz X10 = boo Zoo + boi Lor F boz xo 
yi = boy + ín zu + bizs X20 = by Xo 十 Oil xni 十 Dixi 
还 可 以 写成 
Ym = Omo Ymi F Om Tm F bmz Lmz Tmt1,0 = Omo Lmo T Omi Tm + Ome Tmz 
You = Lmt+1,0 
双 下 标 建议 在 紧密 循环 中 采用 二 维 数组 ， 图 8. 44 给 出 了 利用 例 8-2 中 的 汉 明 窗 实现 9 阶 
FIR 滤波 器 的 C 语言 代码 。 


图 8. 44 中 有 两 个 二 维 数组 ，1 一 6 行 定义 了 一 个 二 维 数组 用 于 保存 常数 ， 第 10 行 定义 
了 一 个 二 维 数组 用 于 保存 延迟 变量 。 两 个 二 维 数组 中 ， 第 一 个 标号 表示 二 阶 子 系统 的 编号 
为 0 一 4， 第 二 个 标号 表示 属于 那个 二 阶 子 系统 的 项 。 第 12 行 输入 信号 到 A/D， 模 - 数 函 
数 开始 转换 并 等 待 完成 。13 行将 整数 转换 为 0 一 1 范围 的 浮 点 数 。 第 14 一 17 行 计算 滤波 器 
对 应 的 各 个 二 阶 子 系统 ， 并 将 一 个 二 阶 子 系统 的 输出 作为 下 一 个 子 系统 的 输入 。 第 18 一 19 
行将 输出 送 至 D/A, 988 20~23 行 平移 每 个 二 阶 子 系统 的 变量 为 下 一 个 循环 做 好 准备 。 

这 段 代 码 紧 凑 并 易于 修改 ， 二 阶 子 系统 的 重新 排列 不 会 影响 结果 。 缺 点 在 于 循环 的 总 
体 结构 ， 以 及 二 维 数组 做 了 许多 不 必要 的 系数 为 1 的 乘法 和 运算。 同样 ， 常 数 存储 在 存储 器 
中 ， 每 次 乘法 需要 经 过 索引 和 重新 取 回 。 
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const float b[5] [3] , -0.003974, 0.021105}, 
, 0.811702, -0.188298}, 

1.677041, 1.986063}, 

, 1.284306, 1.00000], 

0.844405, 0.503509) 


int main() 


(int i, xInt; 


wow oo - OO) U er WN H 


float y; 
float x[6] [3]; 
while (1) 
(//Do A/D to xInt 
x[0] [0] = ((float) xint/1024.0; 


PoP HP pp 
WN BPO 


for (i=0;i<5;i++) 
{x[i+1] [0] = b[i] [0] *x[i] [0] + 
b[i] [1] *x[i] [1] + bli] [2] *x[i] [2]; 


PoP p 
JJ no wi 


} 
y = x[5] [0]; 
//Send y to D/A 
for (i=0;1<5; i++) 
{x[i] [2] = x[i] [1]; 
x[i] [1] = x[i] [0]; 
} 


//Wait until next cycle 


} 


N DYN N N N NY ND KF oHG 
Nn 45 WU N H O OO 0 





图 8.44 9 fp FIR 滤波 器 级 联 子 系统 的 C 代 码 


FIR 并 联 或 多 相 实 现 。FIR 滤波 器 的 并 联 或 多 相 实 现 如 图 8.10 所 示 。 每 个 二 阶 子 系统 
都 可 以 看 作 独 立 的 直接 型 滤波 器 。 多 相 结构 允许 每 个 二 阶 子 系统 使 用 多 个 独立 的 处 理 器 来 
实现 ， 且 所 有 的 处 理 器 并 行 运算 ， 共 享 同 步 的 时 钟 信号 。 
8.10.4 IIR 滤波 器 的 C 语言 实现 
正则 直接 2 型 。 对 于 HIR 数字 滤波 器 ， 如 果 滤 波 器 的 阶 数 小 于 10， 则 图 8. 14 所 示 的 
正则 直接 2 型 将 在 实现 中 经 常用 到 ， 差 分 方程 为 
y[n] —5;x[n] +ba2ln—1j+-++buxln—M]—ay[n—1] 





—aiy[n— 2] — * — auy[n — N] (8. 37) 

由 图 8. 14 也 可 以 得 到 下 列表 示 式 
wln]= x[n] —aiw[n —1] — ++ —ayx[n—N] (8. 38) 
yln]= byw[n] + bivw[n — 1] + b:w[n —2] + ++ + 6ww[n — M] (8. 39) 


这 两 个 表示 式 没 有 减少 乘法 器 的 数量 ， 但 它们 可 以 减少 需要 存储 的 变量 的 数量 。 

在 图 8. 45 所 示 的 程序 中 ， 系 数 存 储 于 数组 中 ， 使 得 在 一 个 紧密 循环 中 求解 差分 方程 
成 为 可 能 (第 17 一 20 行 )。 对 于 多 数 微 控制 器 ， 如 果 消 除 循环 直接 计算 差分 方程 可 以 使 该 
程序 运行 速度 更 快 。 

级 联 的 二 阶 IIR 子 系统 。 可 以 利用 式 (8. 38) 和 式 (8. 39) 实 现 级 联 的 二 阶 子 系 统 。 这 种 
情况 下 ， 每 个 二 阶 子 系统 的 输出 为 下 一 个 二 阶 子 系统 的 输入 。 图 8. 46 给 出 了 级 联 的 二 阶 
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子 系统 的 C 语 言 代码。 每 个 系数 带 有 两 个 数字 下 标 ， 其 中 第 一 个 下 标 表示 二 阶 子 系统 序 
号 ， 第 二 个 下 标 表示 变量 位 置 。 初 始 输入 变量 为 xz， 输出 为 y40。 
通常 情况 下 ， 大 部 分 系数 的 值 为 1， 少数 的 值 为 0， 所 以 可 以 消除 这 些 系数 以 减少 不 


需要 的 乘法 运算 。 


const float b[] .0421840413, 0.0367065554, 0.0974706124, 
.0749573553, 0.0974706124, 0.0367065554, 
.0421840413); 

.0000000000, -2.3202692892, 3.5758572131, 
.2514128312, 2.0435521083, -0.7592600647, 


.1435326349); 


const float a[] 


int main(void) 


(unsigned int xInt; 


float x, y, w[7]; 


FP ow ow -j KH U Ww UNEB 


int i; 
while (1) 
(//A/D to xInt 
w[0] = (float)xInt/1024; 
y = 0; 
for (i=1;i<7; i++) 
w[0] -= a[(il*w[il; 
for (i=0;i<7;i++) 
y += blil*w(il; 
//Send y to D/A 
for (i=6;i>0;i--) 
w[i] = w[i-11; 
//Wait until next cycle 


) 





图 8.45 正则 直接 2 型 6 阶 IIR 滤波 器 的 C 代码 


//first section 

w10 X - all*wll - al2*w12; 

y10 bl10*w10 + bll*wll + b12*w12; 

// second section with 'y10' as the input, and 'y20' as the output 
w20 = y10 - a21*w21 - a22*w22; 

y20 = b20*w20 + b21*w21 + b22*w22; 


//third section with 'y20' as the input, and 'y30' as the output 
w30 = y20 - a31*w31l - a32*w32; 

y30 = b30*w30 + b31*w31 + b32*w32; 

//fourth section with 'y30' as the input, and 'y40' as the output 
w40 = y30 - a4l*w41l - a42*w42; 

y40 = b40*w40 + b4l*w41 + b42*w42; 





图 8.46 级 联 二 阶 子 系统 的 实现 代码 ， 此 为 8 阶 椭圆 滤波 器 ， 由 4 个 二 阶 子 系统 组 成 ， 


每 个 二 阶 子 系统 使 用 直接 2 型 实现 
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IR 格 型 滤波 器 子 系统 。 带 有 极点 和 零点 的 TIR 格 型 滤波 器 可 由 式 (8.8)、 式 (8.9) 和 
式 (8. 10) 实 现 。 图 8. 21 中 ，m; 从 右 侧 开始 编号 ， 但 求解 从 左 侧 开始 。 下 面 的 C 代码 实现 
T 6 fr IIR 椭圆 格 型 数字 滤波 器 ， 其 中 格 型 系数 和 差分 方程 项 存储 于 数组 之 中 。 

在 图 8. 47 中 ， 每 个 子 系统 的 格 型 结构 中 有 两 次 乘法 运算 。 某 些 格 型 结构 需要 更 少 的 
乘法 ””， 但 一 般 来 说 ， 其 计算 效率 低 于 直接 型 结构 。 


//Elliptic order = 6 

//Numerator 0.04661 0.05475 0.12032 

// 0.10798 0.12032 0.05475 0.04661 

//Denominator 1.0000 -2.0750 3.1846 

// -2.8023 1.7827 -0.6637 0.13085 

const int N = 6; 

//Lattice m coefficients 

const float m[] - (-0.38280, 0.96366, -0.60047, 
0.69268, -0.39918, 0.13085}; 

//Lattice c coefficients 

const float c[] = (-0.03246, -0.00411, 0.10488, 
0.26971, 0.27826, 0.15146, 0.04661]; 


int main (void) 


(unsigned int xInt; 
float x, yOut; 
float w[] = (0, 0, 0, 0, 0, 0, O, O}; 


int s; 
while (1) 
{while ((xInt & 0x80000000) == 0) 
//A/D to xInt; 
y[0] = (float) xint/1024; 
for (s=1;s<7;s++) 
{y{s] = y[s-1] - m[N-s] *w[s«1] ; 
w[s] = m[N-s]*y[s] + w[s+1]; 
} 
w(7] = y[6]; 
= 0; 
for (s=1;s<7;s++) 
yout += c[s]*w[s]; 
//Send y to D/A 
//Wait for next cycle 


yout 





图 8.47 二 阶 格 型 结构 的 软件 实现 


格 型 结构 最 主要 的 优点 在 于 ， 其 高 阶 滤波 器 对 量化 误差 的 敏感 程度 较 小 。 

状态 空间 二 阶 IIR 子 系统 。 状 态 空间 表示 几乎 可 应 用 于 所 有 的 滤波 器 实现 。 其 在 溢出 、 
缩放 和 量化 误差 方面 有 着 许多 优点 ， 但 一 般 不 会 提高 计算 效率 。 图 8. 48 给 出 了 一 个 6 阶 
椭圆 滤波 器 的 C 代码 实现 ， 其 中 使 用 状态 空间 表示 每 个 级 联 的 二 阶 子 系统 。 
8.10.5 速度 优化 

在 利用 微 控 制 器 实现 DSP 算法 时 ， 速 度 优化 常常 至 关 重 要 。 因 为 微 控 制 器 速度 一 般 
低 于 专用 DSP 处 理 器 ， 且 微 控 制 器 的 硬件 不 是 专门 为 DSP 而 设计 的 。 下 面 是 在 进行 速度 
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优化 时 需要 考虑 的 一 些 要 素 。 

1. 利用 汇编 语言 。 虽 然 编译 器 和 编程 器 各 不 相同 ， 但 汇编 语言 代码 往往 可 以 使 得 某 
些 算法 运行 速度 更 快 一 一 几乎 两 倍 于 高 级 语言 实现 的 相同 算法 。 汇 编 语言 的 缺点 在 于 代码 
的 可 读 性 差 .并且 很 难 正确 编写 。 一 个 好 的 策略 是 使 用 C 语言 实现 算法 ， 对 关键 部 分 使 用 
汇编 语言 编程 。 该 方法 可 以 合理 地 平衡 编程 工作 量 与 算法 速度 。 


//SOSExample.c 

//second order sections 

//0.041953 0.054929 0.041953 1.000000 -0.935199 0.296056 
//1.000000 -0.091121 1.000000 1.000000 -0.986939 0.728775 
//Section 1 

const float A1[4] (0, 1.0, -0.2961, 0.9352); 

const float B1[2] (0,1); 

const float C1[2] (0.0295, 0.9352); 

const float D1 - 0.0420; 

//Section 2 

const float A2[4] (0, 1.0, -0.7288, 

const float B2[2] (0,1); 

const float C2[2] (0.2712, 0.8958}; 

const float D2 = 1; 


int main(void) 


(unsigned int xInt; 


unsigned int dtoaOut; 
float x; 
float Zxll, Zx12, Zx21, Zx22, x11 
float yl, y2; 
while (1) 
{//A/D to xInt 
(float) xInt/1024.0; 
//Section 1 
Zx11 Al1[0]*x11 + Al[1]*x12 + B1[O0]*x; 
Zx12 Al[2]*x11 + A1[3]*x12 + B1[1]*x; 
yl = cl[0]*xi1 + cl[1]*x12 + D1*x; 
//Section 2 
Zx21 A2[0]*x21 + A2[1]*x22 + B2[0]*y1; 
Zx22 A2[2]*x21 + A2[3]*x22 + B2[1]*y1; 
y2 = C2[0]*x21 + C2[1]*x22 + D2*u; 
//Output 
//Send y to D/A 
x11 Zx11; 
x12 Zx12; 
x21 Zx21; 
x22 Zx22; 
//Wait for next cycle 





图 8.48 6 阶 椭圆 滤波 器 的 状态 空间 实现 
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2. 尽 可 能 并 行 实现 。 在 大 多 数 情 况 下 ， 当 前 周期 进行 计算 的 过 程 中 同时 实现 A/D 转 
换 是 可 行 的 。 级 联 和 并 联 滤 波 的 子 系统 同样 提供 了 采用 不 同 处 理 器 并 行 计算 的 机 制 。 

3. 采用 整 型 运算 。 浮 点 型 运算 使 得 程序 员 免 于 考虑 溢出 和 缩放 ， 但 相 比 整 型 实现 相 
同 操作 ， 浮 点 型 乘法 占用 更 长 的 运算 时 间 。 对 于 微 控 制 器 而 言 ， 若 利用 软件 处 理 浮 点 运 
算 ， 而 不 是 利用 专用 浮 点 单元 进行 运算 ， 计 算 时 间 将 更 加 难以 承受 。 

4. 理解 处 理 器 架构 。 对 比 条 件 不 满足 ， 条 件 满足 下 的 执行 分 支 往往 占用 更 长 的 计算 
时 间 。 这 是 由 于 处 理 器 必须 提取 另 一 个 地 址 而 非 执行 下 一 条 指令 。 如 果 可 能 ， 重 新 组 织 逻 
辑 以 使 得 多 数 时 间 下 的 条 件 转 移 不 发 生 。 同 样 ， 多 数 微 控 制 器 分 割 存 储 空间 以 实现 就 近 寻 
址 ， 以 减少 执行 时 间 。 从 外 部 存储 器 中 提取 变量 可 能 需要 占用 两 倍 至 三 倍 从 片上 存储 器 中 
提取 变量 的 时 间 。 

5. 优化 乘法 运算 。 乘 法 是 差分 方程 求解 中 的 核心 运算 ， 且 往往 是 多 数 微 控制 器 执行 
指令 中 最 慢 的 运算 。 
避免 与 1、0 的 乘法 运算 。 
不 要 做 两 个 常数 的 乘法 ， 可 以 将 两 个 常数 的 乘积 作为 第 三 个 常数 ， 提 前 放置 于 程 
序 之 中 。 
如 果 乘 积 结果 在 程序 中 使 用 多 次 ， 可 以 只 做 一 次 乘积 并 将 结果 存 于 变量 之 中 便于 
再 次 使 用 。 
若 有 可 能 ， 利 用 算术 平移 方法 实现 2 的 寡 次 乘法 运算 ， 例 如 ， 与 10 相 乘 等 同 于 乘 
以 (8 十 2)， 这 样 便 可 以 利用 平移 和 加 法 运算 实现 。 

6. 尽 可 能 利用 对 称 性 。 数 字 先 求 和 再 乘积 的 运算 顺序 要 优 于 数字 先 相 乘 再 求 和 的 运 
算 顺 序 。 例 如 ，(a 十 5) xc 比 a x*c 十 bxc 运算 快 。 

7. 展开 循环 。 执行 10 遍 相同 的 操作 速度 要 快 于 将 其 运行 于 一 个 10 次 循环 之 中 。 原 因 
在 于 循环 的 机 制 ， 这 也 说 明了 速度 和 空间 之 间 的 平衡 。 这 种 情况 下 ， 通 过 去 除 循环 ， 以 更 
多 的 程序 存储 空间 换取 更 快 的 运算 速度 。 在 某 些 高 端的 专用 DSP 芯片 中 ， 通 过 某 些 硬件 
使 得 循环 机 制 变 得 微不足道 。 而 在 某 些 通用 的 处 理 器 中 ， 循 环 被 分 解 到 缓存 以 便 更 多 的 指 
令 可 同时 执行 。 

8. 数据 平移 是 耗 时 的 操作 。 尝 试 使 用 指针 平移 替代 数据 平移 。 


习题 

概念 题 

. 利用 MATLAB 中 的 ss2sos 函数 ， 将 状态 空间 形式 转换 成 二 阶 子 系统 并 用 矩阵 排列 ， 每 个 二 阶 子 系统 的 
分 子 和 分 母 一 起 排列 为 矩阵 的 一 行 。 按 顺序 排列 的 行 中 最 后 一 行 是 极点 最 靠近 单位 圆 的 二 阶 子 系统 。 
(a) 二 阶 子 系统 的 排列 顺序 为 什么 重要 ? 
(b) 第 一 个 二 阶 子 系统 (接收 原始 输入 信号 ) 能 否 具 有 距 单 位 圆 最 近 或 最 远 的 极点 ? ATA? 

. 简短 地 讨论 饱和 溢出 和 二 进 制 补 码 溢出 技术 的 优 缺 点 。 

. 在 数字 滤波 器 应 用 中 ， 无 溢出 并 不 代表 任何 情况 下 都 不 会 出 现 溢出 。 请 简短 解释 一 个 无 溢出 的 滤波 器 
在 什么 情况 下 真正 地 不 会 出 现 溢出 。 

. 输入 量化 和 系数 量化 噪声 如 何 影 响 滤波 器 的 相 移 ? 说 明 你 的 答案 。 

. 请 解释 系数 量化 产生 的 误差 与 系统 实现 中 的 抽样 率 有 怎样 的 关系 。 

举 出 至 少 一 种 方法 由 经 验 测量 确定 在 标准 台式 机 上 的 常数 与 变量 乘积 以 及 两 个 变量 相 加 的 时 间 。 

. 利用 数学 方式 证 明 TIR 滤波 器 比 相应 的 FIR 滤波 器 对 量化 噪声 更 加 敏感 。 

. 只 需 通 过 增加 系数 和 变量 的 位 数 即 可 降低 量化 误差 ， 为 什么 在 许多 实际 系统 中 并 不 采用 此 方法 ? 请 给 
出 两 个 原因 。 

. 列 出 数字 滤波 器 算法 应 用 的 基本 步骤 ， 并 说 明 ( 近 似 地 ) 每 个 步骤 的 运算 数量 如 何 随 着 滤波 器 阶 数 而 
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如 果 某 数字 滤波 器 的 算法 在 多 任务 计算 机 系统 中 执行 ， 如 何 确定 抽样 时 间 ? 
假设 一 个 数字 滤波 器 实时 运行 ， 已 知 其 输入 和 输出 ， 但 滤波 器 或 算法 未 知 。 
(a) 描述 至 少 两 种 方法 用 于 确定 滤波 器 的 抽样 率 。 

(b) 描述 至 少 三 种 方法 用 于 确定 滤波 器 的 频率 响应 函数 。 

(c) 描述 至 少 两 种 方法 用 于 确定 滤波 器 的 类 型 ，IIR 或 者 FIR 。 


. 在 滤波 器 实现 过 程 中 ， 用 于 计算 的 位 往往 多 于 模 - 数 转换 的 位 。 例 如 ， 一 个 系统 采用 12 位 A/D， 但 


使 用 16 位 整 型 运算 以 易于 处 理 32 位 的 乘积 。 为 什么 普遍 采用 这 种 方式 ?计算 所 利用 的 额外 位 是 否 
有 实际 意义 ? 


. 如 果 传 输 函数 的 分 母 为 奇数 阶 ， 则 至 少 存在 一 个 实数 极点 。 因 而 可 以 利用 二 阶 子 系统 级 联结 构 实现 ， 


其 中 一 个 子 系统 必须 为 一 阶 或 者 三 阶 。 

(a) 画 出 三 阶 正则 滤波 器 的 框图 及 其 对 应 的 信号 流 图 。 

(b) 求解 该 三 阶 正 则 滤波 器 的 4、B、C 和 D ER, 

(c) 说 明 利用 三 阶 滤 波 器 代替 二 阶 滤波 器 加 一 阶 滤波 器 的 可 能 的 优 缺点 。 


. 二 阶 多 项 式 xz 十 bz 十 c 的 根 为 > 一 (一 0 士 j VY 一 4c)/2， 利 用 该 公式 解释 65 的 截断 常 将 根 移 向 原点 ， 


T c 的 截断 将 根 远离 原点 ( 某 些 情况 下 ) 的 原因 。 解 释 系 数 的 截断 如 何 引 起 滤波 器 的 不 稳定 ? 


. 解释 如 何在 信号 中 又 加 噪声 以 改进 A/D 的 性 能 。 
. FIR 滤波 器 是 否 可 能 出 现 极限 环 振 功 ? 解释 原因 。 
. 对 于 IIR 滤波 器 ， 二 阶 子 系统 级 联 打 破 了 长 反馈 环 ， 减 小 了 量化 误差 的 影响 。 那 么 对 于 FIR 滤波 器 ， 


级 联 有 什么 优点 ? 


. 工 - 范 数 缩放 方法 保证 了 系统 频率 响应 不 出 现 滋 出， 其 通过 增加 增益 因子 限制 频率 响应 的 最 大 值 实 


现 。 为 什么 这 种 方法 不 能 保证 系统 对 于 任何 输入 (该 系统 可 表示 的 范围 ) 都 不 出 现 溢 出 现象 ? 


. 本 章 讨论 的 三 种 缩放 方法 中 ，Li 范 数 缩放 的 要 求 最 为 严格 ， 为 什么 该 方法 不 适用 于 所 有 系统 ? 
. 在 数字 滤波 器 的 输出 中 ， 乘 积 量 化 误差 和 系数 量化 误差 如 何 体现 ? 
. 假设 使 用 4 位 二 进 制 补 码 系统 表示 一 8 一 十 7 之 间 的 数字 ， 如 果 改 用 8 位 二 进 制 补 码 系 统 ， 正 数 和 负 


数 的 表示 范围 是 多 少 ? 


. 在 浮 点 数 表 示 的 讨论 中 ， 有 和 句 话 是 关于 尾数 的 说 明 的 ,“ 由 于 最 高 有 效 位 始终 为 1， 因此 不 需要 对 它 


进行 记录 ， 将 省 略 该 位 。 "其 含义 是 什么 ? 为 什么 这 么 做 ? 


. 对 于 图 8. 6 中 的 FIR 直接 型 结构 ， 它 包含 了 N 十 1 个 乘法 器 和 NN 个 加 法 器 ， 对 于 图 8. 8 中 对 称 结构 ， 


如 果 N 为 偶数 需要 多 少 个 乘法 器 和 加 法 器 ? NN 为 奇数 呢 ? 


. 对 称 FIR 滤波 器 一 定 具 有 对 称 的 二 阶 子 系统 吗 ? 请 解释 原因 。 
. 假设 6 阶 FIR 滤波 器 的 多 相 实现 类 似 图 8. 10， 但 此 处 选择 6 级 。 其 与 直接 型 实现 有 什么 不 同 ? KA 


做 有 什么 优点 ? 


. IIR 滤波 器 的 正则 直接 2 型 实现 所 需 的 乘法 器 和 加 法 器 是 否 少 于 非 正 则 直接 1 型 实现 ? 请 解释 原因 。 
. 对 于 给 定 的 OR 滤波 器 ， 其 零 极点 数量 与 所 有 二 阶级 联 的 子 系统 的 零 极 点 数量 是 否 相 同 ? 如 果 二 阶 子 


系统 为 并 联 形式 ， 零 极点 数量 是 否 相同 ? 


. IIR 滤波 器 采用 级 联 或 者 并 联 二 阶 子 系统 实现 时 ， 为 什么 量化 噪声 要 小 于 直接 使 用 差分 方程 实现 ? 
. 二 阶 差分 方程 需要 5 次 乘法 和 4 次 加 法 运算 ， 假 设 所 有 系数 不 为 0、1 或 者 一 1， 若 以 状态 变量 法 实现 


该 二 阶 系统 ， 需 要 多 少 乘法 和 加 法 运算 ? 


. 图 8.24 为 过 十 az 十 os 一 0 的 根 分 布 图 ， 其 中 系数 ma 、as 采用 6 位 量化 。 请 给 出 数学 证 明 ， 解 释 根 位 


于 0" 附件 小 角度 和 180" 附 近 大 角度 时 相对 稀 朴 。 

假设 有 一 个 IIR 滤波 器 为 HOO 一 N(z)/D(z)。 能 否 通过 求解 两 个 FIR 滤波 器 Hem (2) = NC2), 
Hems(z) 一 DCz) 的 幅度 和 相位 ， 求 解 出 该 TOR 滤波 器 的 幅度 和 相位 ? 利用 该 方案 ，IIR 滤波 器 的 幅度 
可 通过 | Hrei(z) | / | Arie C22 | 的 逐 项 相 除 得 到 ， 相位 可 通过 Hiri GO — Z Herz (z) 得 到 。 
假设 4 Br IR 滤波 器 的 分 子 、 分 母 均 无 重 根 。 

(a) 可 以 组 成 多 少 种 级 联 二 阶 子 系统 的 排列 方式 ?对 于 6 阶 IIR 滤波 器 又 是 多 少 ? 推导 通 解 。 

(b) 可 以 组 成 多 少 种 并 联 二 阶 子 系统 的 排列 方式 ?” 对 于 6 阶 TIR 滤波 器 又 是 多 少 ? 推导 通 解 。 

低 通 FIR 滤波 器 Hi (=) ， 生 成 一 个 新 的 FIR 滤波 器 H(z)， 其 与 H(z) 基本 相同 ， 只 是 有 H(z) 零 点 
的 实 部 为 Hi(z) 零 点 实 部 的 负数 。 换 名 话说 ， 所 有 零点 为 关于 复 平面 z 虚 轴 镜像 。 ; 
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(a) H; (z) 滤 波 器 的 频率 响应 对 比 原 滤波 器 有 何 改 变 ? 

(b) 利用 原 滤 波 器 的 脉冲 响应 表示 此 镜像 滤波 器 的 脉冲 响应 。 

(c) MARK H: (z) 滤 波 器 具有 线性 相位 且 系数 对 称 ， 两 个 滤波 器 的 实现 形式 有 什么 区 别 ? 
分 析 与 设计 题 
8.1 节 


8.1 


利用 8 位 二 进 制 补 码 系统 表示 如 下 数字 : — 44, —112.64 和 125。 顺 序 执行 下 列 计算 并 标 出 溢出 出 
现 的 地 方 : (一 44) 十 (一 112) 十 64 十 125 十 (一 44) 。 

图 8.1 给 出 了 利用 4 位 二 进 制 补 码 系统 表示 的 一 8 一 十 7 之 间 的 数字 。 从 图 8.1 中 可 以 看 出 ， 
— 0.55 2< +0. 5 范围 内 的 数 表 示 为 0000， 如 果 利 用 全 正 数 系统 表示 数字 0<<x 壹 16， 请 重新 画 出 该 图 。 
假设 一 个 模拟 温度 传感器 输出 电压 用 于 指示 一 30~100C 的 温度 范围 ， 精 度 为 土 0. 15'C 。 请 问 需 要 
多 少 位 A/D， 才 可 以 充分 利用 传感器 的 温度 范围 和 精度 ? 

许多 小 规模 系统 使 用 单一 电源 供电 ， 板 上 A/D 接收 信号 范围 为 0~3V。 信 号 的 直流 分 量 利用 模拟 
前 置 滤波 器 滤 除 ， 然 后 人 工 生 成 的 直流 分 量 (此 情况 下 为 1. 5V) 再 重新 加 入 。 如 果 输 入 正弦 信号 范 
围 为 一 1. 0 一 十 1.2V， 那 么 利用 A/D 转换 后 接收 到 的 二 进 制 数 的 范围 是 多 少 ? 这 里 采用 10 位 A/D 
转换 器 。 

输入 端 采 用 10 位 A/D 将 电压 范围 为 一 5 一 十 5V 的 信号 转换 成 二 进 制 补 码 ，8 位 D/A 将 正 的 二 进 制 
数 转换 为 0 一 10V 范围 的 模拟 信号 。 如 果 输 入 为 1V， 转 换 的 10 位 数 的 低 8 位 直接 输入 D/A， 输 出 
电压 将 是 多 少 ? 如 果 输 入 电压 为 一 1IV， 回 答 相 同 的 问题 。 


8.2 节 


8.6 


8.8 
8.9 


假设 某 给 定 的 滤波 器 指标 生成 了 12 fr IIR 椭圆 滤波 器 ， 由 传输 函数 提供 了 两 种 实现 ,第 一 种 是 利 
用 状态 变量 的 正则 二 阶 子 系统 的 标准 实现 ， 第 二 种 为 格 型 DR 滤波 器 实现 。 如 果 一 个 处 理 器 需 M 
纳 秒 完成 浮 点 常数 与 浮 点 变量 的 乘积 ， 需 要 纳 秒 完成 两 个 浮 点 变量 的 相 加 ， 请 估计 对 于 每 种 实 
现 所 支持 的 最 大 抽样 率 。 这 里 忽略 模 - 数 和 数 - 模 转 换 时 间 ， 但 是 增加 10% 的 程序 开销 。 

4 阶 椭圆 滤波 器 满足 以 下 指标 : 


滤波 器 类 型 椭圆 低 通 
抽样 频率 11025Hz 

低 阻 带 0~1500Hz 

通 带 1700~2000Hz 
高 阻 带 2600Hz~ f./2 


通 、 阻 带 波动 0. 01 


两 个 二 阶 子 系统 为 
0. 041952? + 0. 054929z + 0. 041953 
z? — 0. 93520z + 0. 29606 

zi —0.09112z+1 
z* — 0. 98694z + 0. 7288 
如 果 该 滤波 器 由 级 联 二 阶 子 系统 实现 ， 需 要 多 少 个 乘法 器 ? 其 中 与 0、1 和 一 1 的 乘法 不 统计 在 内 。 
利用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 方法 设计 一 个 满足 相同 指标 的 FIR 滤波 器 ， 采 用 对 称 结构 共 需 要 多 少 个 乘 
法 器 ? 
图 8. 15 给 出 了 转 置 的 TIR 滤波 器 ， 验 证 对 于 二 阶 系统 ， 其 状态 变量 表示 为 式 (8. 19) 的 形式 。 
某 DSP 处 理 器 执行 一 次 乘法 和 加 法 运算 (MAC) 需 要 m 纳 秒 ， 模 - 数 和 数 - 模 转 换 共 需 a 纳 秒 ， 为 下 
一 次 循环 的 平移 所 有 变量 的 操作 需 s 纳 秒 。 对 于 使 用 直接 型 实现 的 N 阶 线性 相位 FIR 滤波 器 ， 求 
出 该 系统 最 大 的 奈 奎 斯 特 抽 样 率 的 表达 式 N 为 奇数 。 


Hy (z) = 


H; (z) = 


8.10 4 阶 低 通 巴 特 沃 斯 滤波 器 的 传输 函数 为 


8. 11 


zt +4 + 622 d- Az 4-1 


FI WE e RENE Aw A aM DEC Rae eee SU EMEN a 
H(z) = 1.80597 X 107 rs 169225 4- 3. 01052? — 1. 49002 + 0. 28657 


求解 使 用 并 联 实现 的 部 分 分 式 展开 式 。 
图 P8.11 给 出 了 8 阶 椭圆 低 通 滤波 器 的 零 极点 图 ， 如 果 把 该 滤波 器 分 解 为 级 联 的 滤波 器 子 系统 ， 
试 确定 合适 的 零 极 点 对 ， 使 得 级 联 实现 中 溢出 的 可 能 性 最 小 。 
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8.12 利用 两 相 结 构 求 出 下 面 低 通 FIR 滤波 器 的 多 相 实现 。 


8. 13 


H(z) = 0.001319 z' + 25. 0882" + 120. 512^ + 232, 282" + 232. 282^ + 120. 512^ + 25.0882 +1 


z 


利用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 方法 设计 一 个 满足 如 下 指标 的 FIR 低 通 滤波 器 ， 


抽样 频率  8kHz 

通 带 0 一 1kHz 
通 带 波动 0. 03 

阻 带 2kHz~ f,/2 
阻 带 波动 0.03 


标 出 滤波 器 系数 。 利 用 三 相 结构 画 出 该 滤波 器 的 多 相 实 现 。 
6 Br IIR 格 型 滤波 器 由 下 面 的 MATLAB 代码 中 的 系数 定义 ， 写 出 仿真 程序 ， 利 用 这 些 系数 和 正 艾 
输入 产生 滤波 器 的 输出 ， 并 在 同一 张 图 上 画 出 输入 和 输出 信号 。 改 变 输入 信号 的 频率 以 验证 该 滤 
波 器 为 低 通 滤波 器 。 利 用 式 (8. 8) 和 式 (8. 9) 仿 真实 现 每 个 滤波 器 子 系统 。 
*6th order lattice filter 
fs = 11025;T = 1/fs; 
fsig = 1000;Tsig = 1/fsig; 
t = 0:T:20*Tsig; 
SN = 6; %6th order 
m = [-0.38279673 0.96366120 -0.60047076 .. 

~ 0.69268479 -0.39917519 0.13085309]; 
c = [-0.03246456 -0.00410914 0.10487847 0.26970878 .. 

0.27826164 0.15146278 0.04660996]; 

x = sin(2*pi*fsig*t) ; 
w = zeros(1, 7); 


利用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 方法 设计 一 个 满足 如 下 指标 的 FIR 低 通 滤波 器 : 
抽样 频率 22050Hz 


通 带 0 一 3400Hz 

通 带 波动 “0.01 

阻 带 5600Hz~ fs/2 
阻 带 波动 0. 015 


利用 tí2sos 函数 将 设计 的 滤波 器 转换 成 二 阶 子 系统 。 写 出 利用 二 阶 子 系统 级 联 实现 滤波 器 方程 的 
C 代码 。 通 过 一 个 内 部 循环 来 求解 子 系统 ， 外 部 循环 为 每 个 子 系统 调用 内 部 循环 。 使 用 二 维 数组 
保存 系数 ， 其 中 第 一 维 为 子 系统 序号 ， 第 二 维 为 子 系统 的 系数 序号 。 
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8.16 下 面 是 4 阶 切 比 雪夫 I 型 低 通 滤波 器 的 传输 函数 ， 利 用 MATLAB 将 其 转换 成 格 型 结构 实现 。 该 滤 
波 器 满足 如 下 设计 指标 ， 


滤波 器 类 型 。” 切 比 雪夫 低 通 I 型 
抽样 频率 11025Hz 

通 带 0~900Hz 

阻 带 2600Hz~ f,/2 

通 带 波动 0. 005 

阻 带 波动 0. 01 


— 0. 003190z* 十 0. 012762? + 0. 919142” + 0. 01276z + 0. 003190 _ N(x) 
z* — 2. 7085z° + 3. 02372" — 1. 6001z +0. 3356 D(z) 


生成 频率 为 Ai 的 正弦 信号 zx， 且 为 单位 幅度 ， 至 少 包含 30 个 周期 。 以 信号 x 作为 格 型 IIR 滤波 
器 的 MATLAB 仿真 函数 latcfilt 的 输入 ， 并 在 同一 张 图 上 画 出 输入 和 输出 信号 。 人 允许 fs 为 通 带 和 
阻 带 的 边界 频率 ， 确 定 增 益 是 否 满足 指标 。 

8.3 节 

8.17 画 出 一 个 类 似 给 定 的 表格 ， 说 明 每 个 数字 如 何 量化 为 指定 位 。 每 种 情况 下 ， 选 择 最 小 值 为 0， 最 
大 值 为 2 的 下 一 个 最 高 次 震 。 


H(z) 





15. 015625 





8.18 下 面 给 出 的 是 某 4 阶 椭圆 低 通 滤波 器 的 传输 函数 ， 抽 样 频率 为 44. 1kHz, 利用 MATLAB 绘 出 该 
滤波 器 的 幅 频 响应 曲线 ， 计 算 1024 个 点 。 若 将 系数 量化 为 b 位 ， 其 中 b 为 最 小 的 位 数 ， 使 得 量 
化 幅 频 响应 曲线 (对 于 所 有 的 1024 点 ) 和 原 幅 频 响应 曲线 之 差 的 绝对 值 小 于 或 者 等 于 0. 01。 


_ 0. 0731534z* + 0. 16045282? + 0. 21437482" + 0. 1604528z + 0. 0731534 
z* — 1. 1202292? + 1. 19793452? — 0. 52465652 + 0. 1354232 


8.19 某 三 阶 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 ， 抽 样 率 为 44. ]kHz， 其 传输 函数 为 


H, (z) — 22015322" + 0. 045962" + 0. 04596z + 0. 01532 
B z? — 1. 83672? + 1. 26166z — 0. 30237 


— 0. 2326(z +1) , 0. 065872? + 0. 1317z + 0. 06587 
z — 0. 53477 z^ — 1. 3019z + 0. 5654 


如 果 以 88. 2kHz 的 抽样 率 设计 相同 的 滤波 器 ， 传 输 函数 变 为 
0. 0030252? + 0. 009076z* 十 0. 009076z + 0. 003025 
z! — 2. 3642z* + 1. 91518z — 0. 52673 


— 0. 13862(z 3- 1) , 0. 21822" + 0. 043642 + 0. 02182 
x — 0. 72274 2° — 1. 6415z + 0. 72880 


(a) 你 认为 两 个 滤波 器 对 系数 的 敏感 性 有 什么 变化 ? 
(b) 对 于 每 种 带 有 实数 极点 情况 ， 计 算 分 母 中 二 系数 的 系数 敏感 性 。 

8.4 节 

8.20 求解 下 面 给 出 的 二 阶 系统 的 缩放 值 ， 这 里 分 别 利用 LL. Le AL 范 数 方法 。 使 用 这 些 缩放 因子 在 
同一 个 图 上 画 出 三 个 缩放 的 滤波 器 频率 响应 曲线 ， 以 及 未 经 缩放 滤波 器 的 频率 响应 曲线 ， 其 中 
js 一 2Hz。 





H(z) 








Hg(z)— 


Hts) = 0. 1311lz* + 0. 2622z +0. 1311 
z? — 0. 7478 + 0. 2722 


8.21 FA 6 阶 椭圆 滤波 器 传输 函数 将 被 分 解 为 级 联 的 二 阶 子 系统 ， 其 中 每 个 二 阶 子 系统 的 传输 函数 形 
式 为 
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o£ tbaztbe 
Hem Ei z taaz taz 
利用 L. YEE = a K . K 和 K; 


z^ + 0. 870242? + 2. 310662* + 1. 777062? + 2. 3106627? + 0. 87024z + 1 


H. = SE e e e E ee E eee e 
en z^ — 2. 3202925 + 3. 57589z* — 3. 251462? + 2. 043582” — 0. 75927z + 0. 14353 





图 P8.21 级 联 滤波 器 方 框图 


8.22 IH Li. Le 和 工 -= 范 数 方法 求解 下 面 给 出 的 4 阶 系统 的 缩放 值 ， 使 用 这 些 缩放 因子 在 同一 个 图 上 
画 出 三 个 缩放 的 滤波 器 频率 响应 曲线 ， 以 及 未 经 缩放 滤波 器 的 频率 响应 曲线 ， 其 中 太一 2Hz。 


zi + 1. 21832* + 1. 88082? + 1. 2183z+1 
zt — 1. 92212? + 1. 94782? — 0. 9737z + 0. 2158 


; a] 时 ， 变 换 后 的 系统 与 原 系统 相同 ， 


H(z) = 


8. 23 应 用 式 (8. 20) ~ R08. 27) FEMI, TERM T= | 
状态 变量 的 名 称 在 顺序 上 相反 。 





图 P8.23 原 滤波 器 与 变换 后 的 滤波 器 


A RG 状态 变量 交换 
m(k+1) = v2(k) vy (k+1) =— av (k) — azv3 C) +x 
v2(k+1) =— azv (k) — aiv; (k) +z vz(k +1) = v Ck) 


300 3 a aa yk) = (bi — boai )vi Ck) + (bz — boas) v; Ck) +H x 
= 2 0042 1 1^ 900 


sn [5.3 pae Dr Ne 


C= [bz — boaz by — boa | »D=(1] C= [b — boa, b; — boar ] ;D-—[1] 


8.24 将 下 列传 输 函 数 重 新 以 状态 变量 形式 表示 ， 并 利用 MATLAB 确定 下 列 二 阶 子 系统 具有 无 溢出 
系数 : 


好 十 2z 十 1 
z — 0. 61589z + 0. 23139 


8.25 采用 无 溢出 状态 变量 形式 ， 将 下 列 4 阶 传输 函数 表示 为 两 个 二 阶 子 系统 : 


Hts) = zt +423 +622 十 4z 十 1 
z = 3—1. 93342 + 1. 9180z* — 0. 9623z + 0. 2086 


8.26 图 8.21 给 出 了 一 个 以 格 型 结构 实现 的 二 阶 IIR 滤波 器 。 设 定单 位 延迟 的 输出 为 状态 变量 w 和 wv, 
写 出 描述 该 滤波 器 的 状态 方程 和 输出 方程 。 
8.27 利用 MATLAB 设计 一 个 满足 以 下 指标 的 IIR 滤波 器 


H(z) = 
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为 了 显示 该 滤波 器 的 频率 响应 ， 首 先 利用 MATLAB 将 IIR 滤波 器 分 为 二 阶 子 系统 形式 。 


滤波 器 类 型 
抽样 频率 
下 阻 带 

上 阻 带 
阻 带 波动 
通 带 

通 带 波动 


巴特 沃 斯 带 通 
1000Hz 
0—120Hz 
225Hz~ fs/2 
0. 001 
160—185Hz 
0. 001 


个 子 系统 的 通 带 和 阻 带 增益 ， 并 显示 所 有 子 系统 增益 的 乘积 结果 。 
8.28 设计 一 个 满足 以 下 指标 的 TIR 椭圆 滤波 器 : 


利用 MATLAB 函数 


sos = tf2sos(num, den, 


滤波 器 类 型 


抽样 频率 
下 阻 带 
通 带 

上 阻 带 


通 、 阻 带 波 动 


'up!); 


椭圆 带 通 
11025Hz 
0~1500Hz 
1700~2000Hz 
2200Hz~ f,/2 
0. 001 


计算 每 


将 滤波 器 分 为 二 阶 子 系统 形式 。“up’ 标 志 表 示 二 阶 子 系 统 的 排列 顺序 为 : 第 一 个 子 系统 的 极 
点 最 接近 原点 且 零 点 最 接近 极点 。 
绘 出 三 条 幅 频 特 性 曲线 : (a) 第 一 个 子 系统 的 幅 频 响应 ，(b) 前 两 个 级 联 的 子 系统 的 总 幅 频 响 


应 ，(c) 所 有 三 个 级 联 的 子 系统 的 总 幅 频 响应 。 


8.5 节 
8. 29 对 于 下 列 给 出 的 二 阶 系统 


(a) 写 出 状态 变量 表达 式 。 


H(z) = 


z 十 2z 十 1 





z? —0.3z2+0.9 


(b) 采用 二 进 制 补 码 溢出 规则 ， 当 起 始点 为 v= 0.95, w=—0.95, MA HSN, Bie A 的 


轨迹 曲线 。 


(c) 应 用 式 (8. 24) — 3X C8. 27) 以 及 式 (8. 36) 于 该 系统 ， 构 建 一 个 无 溢出 振荡 的 新 系统 。 
(d) 画 出 新 系统 的 零 输 入 轨迹 曲线 ， 起 始点 为 wi =0.95, w=—0.95, 

8.30 FHER MATLAB 程序 是 一 个 绘制 某 二 阶 子 系统 状态 轨迹 曲线 的 例 程 ， 该 二 阶 子 系统 的 状态 变量 
限制 为 一 1 一 1 YER. pA twosover 为 自 定义 函数 ， 该 函数 判断 函数 输入 工 的 值 是 否 在 一 1 一 十 1 范 
围 ， 应 用 二 进 制 补 码 滋 出 规则 返回 一 1 一 十 1 之 间 的 一 个 数值 ， 可 以 在 附录 D 中 找到 该 函数 。 
(a) 编写 一 个 类 似 例 程 的 MATLAB 程序 为 下 列 二 阶 系统 


绘制 状态 轨迹 。 


H(z) = 


z +1. 8z+0. 85 
2 — 0. 9323z +0. 3675 


证 明 在 一 些 初始 状态 下 ， 该 二 阶 子 系统 将 会 溢出 。 
(b) 采用 饱和 溢出 规则 函数 satover 替换 twosover 函数 。 
(c) 利用 饱和 溢出 重复 (a) ， 并 比较 饱和 溢出 和 二 进 制 补 码 溢出 的 轨迹 。 


% State trajectory 
vl = .95;v2 = .95; 
CLimit = 50; 


b0 = 1;b1 = -2;b2 = 1; 


*&Initial state 
%Iteration limit for plot 
%Numerator second order section 
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a0 = lj;al = 1;a2 = .89; %Denominator second order section 

A = [0 1;-a2 -al];B = [0;1];C = [(b2-a2*b0) (bl-al*b0)];D = [1]; 
% State values are limited to -1 to +1 range 

figure (1) ;clf; 

axis([-1.2 1.2 -1.2 1.2]); 

line([1 -1], [1 1]);line([-1 -1],[1 -1]); %Draw a box around the range 
line([-1 1],[-1 -1]);line((i 1],[-1 11); 

V = [vl1;v2];count = 0; 

*Loop until limit is reached or trajectory goes to zero 
while(((V(1,1) ~= 0) & (V(2,1) ~= 0)) & count « CLimit) 

Vnew - A*V; 

% Use twos complement overflow 

Vnew(1,1) = twosover(Vnew(1,1)); 

Vnew(2,1)>= twosover(Vnew(2,1)); 


v = [V(1,1) Vnew(1,1)]; %New point is at (x,y) 
y = [V(2,1) Vnew(2,1)]; 
line(v, y, 'k'); $Draw line to the new point 
V - Vnew; *&Reset state for next iteration 


count = count + 1; 
end 
8.6 d$ 
8.31 图 8.43 为 直接 型 FIR 滤波 器 的 C 代码 ， 改 写 该 代码 使 其 应 用 于 图 8. 7 中 的 转 置 结构 。 
8.32 图 8.47 给 出 了 由 二 阶 子 系统 组 成 的 4 阶 滤波 器 的 C 代码 ， 使 用 二 维 数组 重新 编写 计算 两 个 二 阶 子 
系统 的 代码 ， 其 中 第 一 维 表示 子 系统 的 序号 ， 第 二 维 表示 各 子 系统 中 系数 序号 。 需 要 定义 4、B、 
C. D. x 和 zx 的 二 维 数 组 ， 列 出 利用 二 维 数组 处 理 该 问题 的 优 缺 点 。 


49g 
数字 语音 信号 


语音 频带 范围 一 般 为 20Hz 一 20kHz， 其 与 人 耳 听 党 范围 相 接近 。 原 始 的 语音 信号 是 
时 间 和 幅度 上 均 连 续 的 模拟 信号 。 数 字 语 音 是 近期 的 发 明 ， 可 以 追溯 到 19 世纪 30 一 40 年 
代 ， 贝 尔 实验 室 发 明了 脉冲 编码 调制 ， 第 二 次 世界 大 战 期 间 语音 信号 的 数字 量化 首次 提 
出 "7 。 然 而 ， 数 字 语 音信 号 直到 19 世纪 70 年 代 才 获得 商业 应 用 ， 这 主要 是 由 于 抽样 频率 
和 量化 误差 使 得 语音 的 数字 信号 处 理 受到 限制 。 相 比 于 数字 信和 号 处 理 的 优势 ， 这 些 限 制 似 
乎 微不足道 ， 其 优势 包括 针对 压缩 、 传 输 、 接 收 、 录 音 和 音频 设备 量 产 等 方面 的 改进 技 
术 ， 其 中 最 为 重要 的 优点 就 是 数字 语音 可 以 不 丢失 任何 信息 的 方式 重 现 语音 。 

本 章 将 深入 讨论 语音 信号 的 数字 信和 号 处 理 方法 ， 主 要 讨论 语音 信号 格式 、 压 缩 算法 、 
音响 效果 ， 以 及 均衡 器 。 


9.1 语音 信号 的 性 质 


可 认为 声音 是 空气 压力 以 与 人 耳 频 率 响应 相 一 致 的 速率 的 局 部 变化 。 人 耳 对 低 于 
20Hz 的 压力 变化 没有 反应 ， 尽 管 它们 存在 于 我 们 日 常 环境 中 。 同 样 ， 人 耳 无 法 听 到 超过 
20kHz 的 声音 ， 该 频率 上 界 会 随 着 年 龄 的 增 大 而 降低 。 话 简 将 声波 转变 为 电信 号 ， 扬 声 器 
将 电信 和 号 还 原 至 声波 。 

声波 信号 的 频率 带宽 有 限 意 味 着 抽样 率 无 须 超 过 最 高 信号 频率 的 两 倍 ， 所 以 40kHz 
抽样 率 适 用 于 所 有 的 声音 信号 。 工 业 标 准 设置 44. 1kHz 抽样 率 作为 CD 音频 格式 的 标 
准 ， 对 应 于 22. 68ps 的 抽样 间隔 。 除 了 44. 1kHz 之 外 ， 对 于 某 些 声音 信号 (如 通过 电话 
线 的 信号 )， 它 们 的 频带 限制 在 3kHz， 其 抽样 率 通 常 为 44. 1kHz 的 约 数 ， 如 22050Hz 
或 者 11025 Hz。 

语音 信号 的 量化 级 需要 足够 精细 以 捕捉 到 背景 噪声 (noise floor) 以 上 的 所 有 信和 号。 如 
果 考 虑 人 耳 听 觉 的 下 限 为 04B， 那 么 类 似 由 割 草 机 、 溺 岩 锤 或 者 重型 机 械 发 出 的 高 噪声 将 
达到 100dB。 对 于 100dB 的 范围 需要 16 位 量化 。 刻 录 在 音频 CD 中 的 音乐 信息 为 16 位 ， 
以 覆盖 人 耳 听 党 的 范围 。 

声波 以 三 种 形式 记录 信息 : 第 一 种 ， 幅 度 变化 信息 ， 这 就 是 我 们 感觉 到 的 “ 响 度 ”。 第 
二 种 ， 信 和 号 频率 分 量 的 编码 。 人 类 语言 ， 对 每 个 抽样 值 仅 用 1 位 信息 进行 回放 也 依然 可 
懂 ， 原 因 在 于 大 量 信息 内 容 被 编码 为 信号 频率 。 第 三 种 ， 记 录 为 相 移 信 息 ， 人 类 利用 相位 
信息 可 判断 声波 方向 。 


9.2 语音 文件 编码 

声音 信和 号 转变 为 电信 和 号 后 发 送 至 A/D， 为 了 使 得 信号 处 理 变 得 更 加 有 效 或 者 鲁 棒 ， 需 
要 对 信号 进行 编码 。 截 至 目前 ,已 经 提出 了 多 种 音频 信号 的 编码 方案 。 这 里 将 讨论 三 种 编 
码 方法 : (1) 脉 冲 宽度 调制 (Pulse Width Modulation, PWM); (2) 脉 冲 幅 度 调 制 (Pulse 
Amplitude Modulation, PAM); (3) 脉冲 编码 调制 (Pulse Code Modulation, PCM), 
K 9. 1 给 出 了 它们 的 定义 。 
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表 9. 1 用 于 语音 信号 的 典型 调制 方案 








编码 定义 
PWM 一 一 脉冲 宽度 调制 脉冲 以 基 频 发 送 。 每 个 脉冲 的 宽度 表示 信和 号 在 该 抽样 点 处 的 幅度 
PAM 一 一 脉冲 幅度 调制 每 个 脉冲 以 基 频 发 送 。 脉 冲 的 幅度 表示 信号 在 该 抽样 点 处 的 幅度 
PCM 一 一 脉冲 编码 调制 编码 以 基 频 发 送 ( 通 常 为 二 进 制 )。 编 码 表示 了 信号 在 该 抽样 点 的 幅度 


9.2.1 脉冲 宽度 调制 

脉冲 宽度 调制 (PWM)， 许 多 微 控制 器 上 很 常见 ， 利 用 低 通 模拟 滤波 器 滤 除 基 频 及 其 
谐 波 ， 用 户 可 简易 地 实现 数 - 模 转 换 。 图 9. 1 给 出 了 正弦 信号 的 典型 PWM 信号 。 PWM 的 
优势 在 于 仅 需 极 少 的 硬件 即 可 产生 。 除 了 应 用 在 音频 信号 中 之 外 ，PWM 也 常常 用 于 控制 
信号 的 输出 。 图 9. 1 给 出 了 PWM 信和 号， 同时 赤 加 了 编码 的 正弦 信号。 





图 9.1 正弦 信号 的 PWM 编码 


在 信号 的 PWM 中 ， 基 频 由 信号 的 抽样 频率 确定 。 每 进行 一 次 抽样 会 产生 一 个 脉冲 ， 
其 周期 内 的 脉冲 宽度 正比 于 信号 幅度 。 若 某 信号 具有 设 定 最 大 幅度 的 一 半 ， 其 编码 为 50% 
占 空 比 的 脉冲 串 。 编 码 信和 号 的 分 辩 率 取决 于 编码 使 用 的 离散 脉冲 宽度 的 数量 。 对 于 典型 的 
微 控制 器 中 的 8 位 计数 器 ， 该 情况 下 有 2 一 256 个 脉冲 宽度 。 在 某 些 系统 中 ， 将 0 信号 编 
码 为 低 电 平 信号 ，1 信号 编码 为 高 电 平 信号 。8 位 系统 中 信号 需要 包含 时 钟 ，0 信号 可 编 
码 为 1 个 “1” 和 255 个 “0”， 而 1 信和 号 可 编码 为 255 个 “1” 跟 随 1 个 “0”。 时 钟 可 由 编码 信号 
的 上 升 沿 获得 。PWM 信和 号 的 傅 里 叶 变 换 显 示 了 原始 信号 频谱 笃 加 抽样 频率 及 其 高 次 谐 
波 。 为 了 解码 PWM 信号， 需要 将 信号 通过 低 通 滤波 器 以 滤 除 抽样 频率 以 外 的 分 量 。 

线性 调频 信号 的 PWM 编码 

利用 MATLAB 产生 一 个 线性 调频 信号 (chirp)， 其 频率 由 0Hz 增加 至 600Hz， 时 间 
KEE ls 以上。 以 1000Hz 抽样 频率 、7 位 分 辩 率 进行 PWM 编码 。 显 示 高 频 范围 编码 时 
的 混 秋 效应 。 

解 : 利用 MATLAB 函数 chirp 生成 线性 调制 信和 号。 为 实现 PWM 编码 ， 定 义 一 个 数 
组 使 每 个 抽样 值 占 1 列 。 本 例 中 ， 每 列 有 128 行 ， 如 果 抽 样 值 为 vw， 该 列 填充 v 个 “1” 和 
128 一 "个 “0”。 生 成 该 数组 后 ， 将 其 变换 为 单列 数组 并 画 出 对 应 时 间 的 结果 。 图 9. 2 依次 
给 出 了 线性 调制 信号 的 低频 、 中 频 、 高 频 三 个 部 分 的 信号 表示 。 注 意 ， 线 性 调制 信号 频率 
高 达 600Hz， 高 出 了 奈奈 斯 特 频率 500Hz, SRT RE. 


$PWMChirp.m 

fs - 1000;T - 1/fs; 

N = 1000; 

t = 0:T: (N-1)*T; 

y = chirp(t, 0, N*T, 600); 

b = 7;N2 = 2^b; $bits of resolution 

y = (y + 1)/2; snormalize 0 to 1 

*$Create the PWM signal in an matrix which has N2 rows x N columns 
% where each column represents one sample of the signal. 
%Here each column has v ones and N2-v zeros where v is the 
$ value of the signal at the sample. 
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PWMOut = zeros(N2, length(t)); 
for i-1:size(PWMOut, 2); 
v - fix(y(i)*N2); 
S - [ones(1, v) zeros(1, N2 - v)]; 
PWMQut(:, i) s s'; 
end 
*$Change PWMOut which is N2 x N to a column matrix that is 
% (N2*N) x 1. 
PWMPlot - PWMOut(:); 
figure(1);clf; 
SPWMPlot has N2 times as many samples as t. 
Ts - T/N2; 
tl = 0:Ts:N*T-Ts; 
plot(ti, PWMPlot) ; 


低频 部 分 的 编码 


| PM IM L 





时 间 (s) 





图 9.2 线性 调制 信号 的 PWM oe. p. eA a il S SI SS. 
ZR PE Wel hl fI B3 Fe SH PH SL R E A IF FE DR BE a 


9.2.2 脉冲 编码 调制 

脉冲 编码 调制 (PCM) 将 信号 表示 为 编码 序列 ， 每 个 编码 表示 抽样 点 的 幅度 。 可 以 采用 
任何 形式 编码 ,但 二 进 制 编码 最 为 常用 。 观 察 包含 PCM 信和 号 的 传输 线 ， 可 以 发 现 一 系列 
的 “1” 和 “0” 以 脉冲 形式 沿 着 传输 线 移动 。 采 用 脉冲 编码 调制 技术 有 许多 优点 。 由 于 发 送 的 
信和 号 为 二 进 制 数 据 流 ， 因 而 抗 噪声 干扰 性 能 非常 好 ， 只 要 信道 不 出 现 位 丢失 、 ”17 改变 为 
“0? 或 者 相反 情况 ， 信 和 号 将 在 接收 端 真实 地 再 现 。 此 外 ， 信 道 的 电子 特性 也 不 会 引起 信和 号 
质量 的 下 降 ， 信 和 号 存储 具有 相同 的 情况 。PCM 信和 号 可 以 轻松 地 实现 时 间 复 用 ， 使 得 立体 
声 信号 可 以 在 一 根 线路 上 实现 传输 。 最 后 ， 由 于 数字 编码 ，PCM 可 具有 相当 大 的 元 余 和 
错误 校 验 ， 适 用 于 那些 数据 完整 性 非常 重要 的 应 用 。 图 9. 3 给 出 了 1Hz 正弦 信号 以 25Hz 
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抽样 率 抽样 并 编码 为 PCM 信号 。 利 用 4 位 将 信号 编码 为 16 级 ， 编 码 后 的 传输 信号 为 : 
{1000, 1001, 1011, 1101, 1110, 1111, 1111, 1111, 1111, 1110, 1100, 1010, 
1001, ++} 
在 硬件 实现 方面 ，A/D 转换 器 首先 将 模拟 信号 转变 成 PCM 信和 号， 然后 将 其 输入 典型 
的 DSP 处 理 系 统 ， 连 同 先前 的 信号 进行 算法 运算 ， 最 后 将 其 通过 D/A 转换 器 输出 。D/A 
转换 器 实现 将 PCM 信和 号 转换 为 脉冲 幅度 调制 信和 号。 





时 间 Cs) 


图 9.3 PCM 编码 的 正弦 信号 ，4 位 的 PCM 编码 显示 在 右 侧 


脉冲 幅度 调制 (PAM) 利 用 脉冲 幅度 表示 信号 抽样 点 的 幅度 ， 其 与 抽样 点 具有 相对 应 
的 幅度 值 。 大 多 数 的 D/A 转换 器 内 和 骸 一 个 输入 寄存 器 ， 以 保存 当前 值 至 下 一 个 抽样 点 的 
到 来 ， 使 得 输出 为 阶梯 序列 而 非 脉冲 序列 。 将 PAM 信号 通过 抗 镜像 (anti-imaging) 模 拟 低 
通 滤波 器 滤 除 f:/2 以 上 频率 成 分 即 可 恢复 原 信和 号 。 
PCM 信号 是 原始 信号 的 量化 形式 ， 可 以 写 为 
Sec [n] 一 suus Ln] + gin] 
式 中 ，g[n] 为 量化 误差 。 由 4.4 节 可 知 均 方 量化 噪声 为 


LA 
P.— 32 


A, A—2A/2', Au fai m MR RE. b 为 位 数 。 

Bia S d HE BS EE (ELA 1. PKA A=1/2， 这 里 均 方 量化 噪声 变 为 

Pos = 101g[ (1/2*)/12] =— 6. 02b — 10. 79dB 

作为 “经 验 法 则 ”，PCM 信号 的 量化 误差 以 近似 6dB/ 位 速率 降低 。 

PCM 有 时 也 称 为 LPCM， 即 线性 脉冲 编码 调制 (Linear Pulse Code Modulation), All 
果 我 们 绘制 一 个 图 形 ， 输 入 信和 号 画 在 一 个 轴 上 ， 编 码 输出 信和 号 画 在 另 一 个 轴 上 ， 结 果 将 是 
一 条 直线 。 也 就 是 说 ， 输 入 信号 的 每 个 部 分 与 其 他 部 分 具有 相同 的 量化 级 。 然 而 ， 在 某 些 
应 用 中 ， 这 种 线性 特性 并 不 是 所 期 望 的 ， 如 语音 信号 中 非常 小 的 信号 (窃窃 私语 ) 包 含 与 大 
信和 号 同样 多 的 信息 ， 尽 管 大 信和 号 占用 了 更 多 的 量化 级 。 由 于 人 耳 听 觉 呈 对 数 特征 ， 所 以 考 
虑 非 均 匀 编 码 的 对 数 算法 能 解决 该 问题 。 

目前 常用 的 对 数 编码 有 两 种 方式 ， 即 多 应 用 于 欧洲 的 A 律 编码 和 多 应 用 于 美国 与 日 本 
的 un 律 编码 ， 两 者 非常 相似 。4 律 编码 可 以 表示 为 
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Yourln(1 + dL) 





vla] = la sgnCz[n D. 
RH, x[n DA ARE. sin Wi. sen HAS BM, p 值 设 为 255。 
A 律 编码 可 表示 为 
res Cus sen(z[n]) 0 S x[n] S »«./A 
xn] = A |xn]| 
se [1+ inf y] . 
一 TO  sEMGInD — »e/A < xn] & Yms 


XP. A 取 值 为 87. 56 。 
图 9.4 给 出 了 A 律 和 jy 律 编码 所 对 应 的 输入 -输出 图 。 
aED E h 律 和 A 律 压 扩 图 








0.8 
0.75f- 
E 0.7 
E: 
0,65] - 
os 
-1 -0.5 0 0.5 1 01 6015 02 025 03 035 04 
输入 输入 
a) kh 律 编码 b 局 部 放大 的 A 律 和 h 律 编码 
9. 4 


可 以 证 明 ， 对 于 每 个 样本 采用 8 位 语音 信号 ，A 律 或 4 律 编 码 与 采用 12 位 线性 编 
码 具有 相同 的 信号 保 真 度 。 表 9. 2 给 出 了 范围 一 1 一 1 的 数字 以 4 位 A 律 和 上 律 编码 的 








结果 。 
表 9.2 范围 一 1~1 的 数字 以 4 位 A 律 和 hn 律 编码 ， 数 字 以 二 进 制 补 码 方式 表示 
数字 uf? Af 数字 m Af 
— 1. 0000 — 1. 0000 — 1. 0000 0. 0000 0. 0000 0. 0000 
— 0. 8750 —0. 9760 —0. 9756 0. 1250 0. 6299 0. 6200 
—0. 7500 — 0. 9484 一 0. 9474 0. 2500 0. 7521 0. 7467 
一 0. 6250 —0. 9157 一 0. 9141 0. 3750 0. 8243 0. 8208 
—0. 5000 —0. 8757 — 0. 8733 0. 5000 0. 8757 0. 8733 
—0. 3750 — 0. 8243 一 0. 8208 0. 6250 0. 9157 0. 9141 
一 0. 2500 —0. 7521 一 0. 7467 0. 7500 0. 9484 0. 9474 
一 0. 1250 —0. 6299 — 0. 6200 0. 8750 0. 9760 0. 9756 





9.2.3 微分 脉冲 编码 调制 
许多 音频 信号 (如 语音 和 音乐 ) 在 相 邻 的 抽样 值 之 间 存 在 某 些 相关 性 。 因 而 在 编码 算法 
中 考虑 此 因素 将 更 加 合乎 情理 。 微 分 脉冲 编码 调制 (Differential Pulse Code Modulation. 
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DPCM) 对 信和 号 的 走向 可 以 做 出 某 种 预测 ， 然后 从 信号 中 减 去 预测 值 并 对 差 值 进行 编码 。 
所 以 这 种 编码 方法 可 以 使 用 更 少 的 位 实现 信号 的 编码 。 

考虑 输入 信号 z(z)， 计算 z(t 十 T) 的 预测 值 。 如 果 已 知 信 号 xz(2) 的 所 有 微分 ， 其 泰勒 
级 数 为 


dzCD , T? d'n (D , T? &z@ 


zG-T)-zrzO -c-T + = 











Lee 


dt 21 dr 3! dé 
如 果 工 非常 小 ， 可 忽略 高 阶 项 ， 上 式 可 写 为 
zG T) e aD + TO (9.1) 
将 式 (9. 1) 表 示 为 差分 方程 ， 将 导数 近似 为 当前 抽样 值 与 前 一 个 抽样 值 间 的 斜率 。 则 有 
z[n+1] =z[n] 十 了 (A )= 2x[n] —z[n—1] (9. 2) 


式 (9.2) 是 z[n 十 1j 的 一 阶 预测 器 。 通 过 zx[Lnj 的 真实 值 与 预测 值 相 减 求 得 差 值 Din]， 并 对 
差 值 DLnj 进 行 量化 和 传输 ， 图 9.5 给 出 了 流程 框图 。 量 化 后 的 信号 等 于 信号 预测 值 加 上 
传输 的 差 值 ， 可 以 写 为 
x[n] = P.[n]+D,[n] (9. 3) 
图 9. 5 中 的 预测 器 是 差分 表示 式 (9. 2) 的 实现 ， 其 仅 利 用 了 信和 号 的 一 阶 导数 。 显 然 ， 利 用 
高 阶 导数 可 获得 更 好 的 预测 ， 但 预测 器 表示 式 的 形式 都 是 FIR 滤波 器 。 
直观 来 看 ，DPCM 借助 信号 相关 性 的 优势 ， 使 得 利用 相同 的 位 数 可 表示 更 小 的 量化 级 
以 降低 量化 误差 。 利 用 一 阶 预 测 器 的 差分 方程 ， 正 弦 信 号 每 个 周期 包含 30 个 抽样 值 ， 产 
生 的 结果 如 图 9.6 所 示 。 





时 间 
图 9.5 产生 DPCM 的 系统 框图 ， 输 出 信号 Dln] 图 9.6 DPCM 的 模拟 ， 正 弦 信 号 以 每 个 周期 


等 于 输入 信和 号 减 去 输入 信号 的 预测 值 30 个 抽样 值 进行 抽样 
DPCM 接收 机 实现 差分 信号 的 解码 并 恢复 原始 数据 通过 图 9.7 所 示 可 以 实现 
式 (9. 3) 表 示 的 系统 。 Dln] x] 





PCM 信号 的 量化 噪声 由 下 式 给 出 
LAE 4 
j 12 
其 中 ，A 为 最 小 量化 级 。 如 果 信 和 号 的 最 大 幅度 为 图 9.7 DPCM 解码 器 
smax， 最 大 幅度 差 值 为 Cs， 量化 级 可 以 降低 Sax /dmx 
倍 ， 使 得 量化 噪声 级 降低 (smox/dwox)? 倍 。 此 外 ， 传 输 信号 的 幅度 降低 ， 信 号 能 量 与 信号 


幅度 平方 成 正比 ， 所 以 信 噪 比 可 获得 更 大 的 改善 。 


306 数字 信号 处 理 及 MATLAB 仿真 


9.3 音频 文件 格式 


音频 文件 格式 指定 音频 数据 存储 的 编排 格式 。 目 前 有 大 量 文件 格式 存在 ， 可 以 粗略 地 
分 为 无 损 和 有 损 、 压 缩 和 非 压缩 类 型 。 非 压缩 格式 都 是 无 损 的 ， 原 始 数据 的 抽样 值 连同 抽 
样 率 和 分 辨 率 等 信息 都 保存 。 典 型 的 非 压缩 格式 有 WAV 和 AU 文件 格式 。 压 缩 文 件 可 以 
是 无 损 的 ， 在 此 情况 下 所 有 抽样 数据 都 存储 ， 因 而 可 以 完整 地 恢复 语音 信和 号。 无 损 压缩 常 
利用 音乐 或 谈话 中 频繁 出 现 的 无 声 或 者 抽样 值 恒定 情况 来 减少 文件 大 小 。 通 常 的 压缩 比例 
可 以 达到 2 : 1。 无损 压 缩 文件 格式 包括 FLAC 和 WavPack 格式 。 有 损 压 缩 格式 通过 降低 
正常 人 耳 听 力 之 外 的 声音 的 分 辩 率 以 获得 更 高 倍数 的 压缩 。 所 以 ， 在 压缩 过 程 中 造成 了 信 
息 的 丢失 ， 无 法 完整 恢复 原始 信号 。 有 损 压 缩 技术 非常 有 用 ， 能 获得 10 : 1 甚至 更 高 的 压 
缩 比例 。MP3 就 是 有 损 音频 压缩 技术 应 用 的 典型 实例 。 

9.3.1 无 损 文 件 格式 

WAV (Waveform Audio Format) 是 典型 的 非 压 缩 格式 ， 最 初 由 Microsoft 和 IBM 公司 
提出 作为 个 人 计算 应 用 的 音频 文件 格式 。WAYV 格式 是 RIFF(Resource Interchange File 
Format) 格 式 的 子 集 ， 以 分 块 的 形式 指定 了 多 种 不 同 的 文件 属性 。 典 型 的 WAV 格式 文件 
包含 一 个 主 信息 块 和 两 个 子 块 ， 其 中 主 信息 块 长 度 为 12 字 节 ， 包 含 块 描述 符 ， 用 于 表明 
文件 为 WAYV 格式 ， 两 个 子 信 息 块 紧 随 主 块 之 后 ， 第 一 个 子 块 为 24 字 节 ， 用 于 指定 音频 
格式 、 通 道 数量 、 抽 样 速 率 、 字 节 速 率 、 多 通道 块 校准 和 每 个 抽样 值 位 数 。 第 二 个 子 块 存 
fifi LPCM 数据 。WAYV 文件 利用 C 语言 读 取 相对 来 说 非常 容易 实现 ， 同 样 ，MATLAB i 
数 wavread 实现 将 WAV 文件 读 和 数组。( 参 见 附录 D 中 MATLAB 函数 处 理 WAV 文件 
的 说 明 。) 

另 一 种 非 压缩 音频 文件 格式 为 AU 文件 类 型 ， 由 Sun Microsystems 公司 提出 ， 
MATLAB 易于 实现 该 类 文件 的 读 写 ， 其 与 j 律 编码 密切 相关 。 每 个 AU 文件 包含 6 个 字 
的 文件 头 ， 每 个 字 长 度 为 4 个 字 节 ， 第 一 个 字 指 示 该 文件 为 AU 格式 文件 ， 第 二 个 字 指 示 
数据 偏 移 或 从 0 到 数据 的 字 节 数 。 其 余 的 4 个 字 以 字 节 数 给 出 数据 大 小 ( 字 节 为 单位 ) 、 编 
码 方式 、 抽 样 速率 和 声 道 数 量 。 编 码 方案 有 多 种 选择 ， 包 括 ， 律 、LPCM、A 律 和 IEEE 
32 位 浮 点 型 。( 人 参见 附录 了 中 的 MATLAB 函数 处 理 AU 文件 的 说 明 。) 

9.3.2 无 损 压 缩 格 式 

FLAC(Free Lossless Audio Compression) 格 式 是 开源 的 ， 无 须 注 册 即 可 使 用 ， 其 采用 
下 列 技 术 实 现 无 损 压 缩 。 

。 游程 编码 (Run Length Encoding, RLE): 该 技术 可 将 一 长 串 相 同 值 另 存 为 单个 值 
和 一 个 计数 值 。 例 如 ， 长 时 间 的 语音 静音 片段 可 由 静音 的 编码 和 静音 抽样 值 个 数 
替代 。 
线性 预测 (Linear Prediction): 如 DPCM 一 样 ， 线 性 预测 去 除了 相 邻 抽样 值 之 间 的 
相关 性 。 

Golomb 一 Rice 编码 (Golomb 一 Rice Encoding): 待 编 码 的 每 个 字 w 首先 被 定点 数 
d 相 除 ， 获 得 商 g 和 余数 ~， 由 于 为 整数 除法 ， 商 和 余数 均 为 定点 数 ， 可 通过 查找 
编码 表格 进行 编码 。 而 g 和 7 的 编码 长 度 低 于 z 的 编码 长 度 。 

所 有 的 FLAC 数据 丝 为 整数 ， 浮 点 抽样 值 为 非法 值 。FLAC 位 流 由 “fLaC” 文 本 字符 开 
始 ， 紧 接着 至 少 1 个 文件 信息 描述 块 ， 然 后 是 包含 数据 的 一 个 或 多 个 音频 帧 。 所 需 的 元 数 
据 块 包含 块 大 小 、 音 频数 据 帧 大 小 、 抽 样 速率 、 通 道 数 量 、 抽 样 值 位 数 、 流 抽样 点 数量 ， 
以 及 一 些 错误 校 验 信息 。 可 以 添加 任何 数量 的 其 他 元 数据 块 用 于 指示 其 他 数据 ， 如 图 片 和 
查找 表 。 实 际 中 ，FLAC 可 以 获得 30% 一 50%% 的 压缩 比例 。 
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9.3.3 ”有 损 压缩 格式 

心理 声学 是 研究 我 们 如 何 感知 声音 的 学 科 领 域 。 某 些 音调 虽然 存在 于 音频 频段 ， 但 并 
不 意味 着 人 耳 就 一 定 能 够 听 到 它 。 低 频 的 音调 可 以 掩盖 高 频 的 音调 ， 幅 度 同 样 起 到 类 似 作 
用 。 有 损 压 缩 算 法 充分 利用 该 现象 ， 通 过 消除 那些 文件 中 被 其 他 声音 掩盖 的 部 分 以 实现 压 
缩 。 常 用 的 有 损 压 缩 算法 为 MP3 格式 ， 这 是 MPEG-1 Audio Layer 3 的 简称 ， 其 中 MPEG 
表示 运动 图 像 专家 组 (Moving Picture Experts Group) 。 特 别 需 要 指出 的 是 ， 信 息 的 丢失 仅 
仅 发 生 在 MP3 的 编码 过 程 中 。 一 旦 语音 信号 编码 之 后 ， 信 息 在 传输 、 记 录 、 接 收 和 回放 
过 程 中 不 再 丢失 。 存 储 在 CD 中 的 声音 文件 通常 以 44100Hz 抽样 ， 每 个 抽样 值 16 位 ， 包 
含 双 通道 ， 转 换 为 1411200 位 / 秒 的 位 速率 。MP3 压缩 算法 可 以 去 除 超 过 16kHz 以 上 的 大 
多 数 无 法 听 到 的 频率 成 分 ， 丢掉 被 其 他 频率 成 分 掩盖 的 那些 频率 成 分 ， 以 及 被 高 幅度 音调 
掩盖 的 那些 音调 。 总 体 结果 就 是 降低 所 需 bits/s 的 数量 大 约 至 十 分 之 一 。 位 速率 降低 至 
100—200kbits/s 比较 常见 


9.4 音效 

我 们 用 于 产生 数字 滤波 器 的 多 数 技术 可 经 修改 应 用 于 音频 信号 ， 实 现任 意 信 号 的 产 
生 、 延 迟 、 混 响 、 颤 音 、 镶 边 、 合 唱 以 及 均衡 化 。 本 节 中 ， 我 们 将 应 用 所 学 到 的 DSP 算 
法 用 于 音效 处 理 ， 其 中 多 数 可 以 利用 MATLAB 进行 仿真 。 

9.4.1 振荡 器 和 信号 发 生 器 

正 弦 波 振 功 器 常用 于 音频 设备 之 中 ， 如 音乐 合成 器 。 这 样 的 振荡 器 可 以 利用 DSP 系 
统 进行 模拟 ,使 用 包括 查 表 方 法 、 多 项 式 拟 合 、 二 阶 递归 振荡 器 或 者 复杂 的 正弦 振荡 器 等 
多 种 方法 实现 。 

查 表 法 。 查 表 法 正弦 波 振荡 器 在 存储 器 中 存储 正弦 值 ， 
并 以 一 定 速率 循环 输出 这 些 值 ， 其 中 输出 速率 决定 振荡 器 的 
频率 。 对 于 正弦 信号 ， 由 于 四 个 象限 的 对 称 性 ， 正 弦 表 无 须 
存储 整个 周期 的 所 有 值 。 第 一 象限 的 值 通过 适当 地 改变 其 符 
号 即 可 表示 整个 周期 ， 而 仅 须 增加 少量 的 计算 。 通 过 存储 更 
多 的 值 或 者 插值 方法 可 以 获得 更 高 精度 的 信号 。 线 性 插值 最 








为 常见 ， 利 用 线性 插值 ， 如 图 9.8 所 示 ， 可 以 得 到 sins) h9 图 9.8 线性 插值 
近似 
sin(t,) 2 sin(to) + [sin(t;) 一 sino) J = -— 
对 于 线性 插值 ， 最 大 误差 正比 于 两 点 间距 离 的 平方 (41 —:12'. FE MATLAB 代码 说 明 


如 何 利 用 数据 表 实 现 线性 插值 ， 该 数据 表 包 含 91 个 输入 值 表示 第 一 象限 的 正弦 信号 。 流 
程 如 图 9. 9 所 示 。 

根据 波形 表 ， 也 可 以 利用 其 他 形式 的 内 插 。 由 线性 插值 很 容易 推广 至 多 项 式 插 值 ， 将 
线性 插值 中 的 直线 方程 转换 为 高 阶 多 项 式 即 可 实现 。 同 样 地 ， 样 条 插值 使 用 低 阶 多 项 式样 
条 拟 合 小 集合 的 点 ， 使 得 所 有 拟 合 形成 一 条 光滑 曲线 。 对 比 线性 插值 ， 多 项 式 和 样 条 插值 
均 提 供 更 加 精确 的 结果 ， 具 有 占用 更 少 的 存储 单元 的 优势 ， 但 需要 付出 计算 复杂 度 增 加 的 
代价 。 

多 项 式 近 似 。 正 弦 波 振荡 器 的 多 项 式 近 似 方 法 不 应 与 多 项 式 插 值 相 混淆 ， 对 于 多 项 式 
近似 ， 可 将 正弦 写 为 泰勒 级 数 形式 

sin(a) = x2— 27/31 +2°/5!—a2'71) +e" 

可 以 写 为 另 一 种 形式 
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sin(z) = x(1—Aiz!(1— kzz? (1 — kx’ (9. 4) 
tH, k = 1/3 X 2) » Re = 1/(5 X 4) s Rg = 1/(7 X 6) pu tts 


d = 0:90; 

sinTable - sin(d*pi/180); 
fs - 11025; 

T = 1/fs; 

fsig - 300;tsig - 1/fsig; 


0307: 2% 
errMax - 0; 
Y = zeros(1, length(t)); 
for n - 1:length(t) 
ts = t(n) - tsig*floor(t(n)/tsig); 
index = floor (360*ts/tsig) ; 
i = floor (index/90) ; 
switch i 
case 0, 
sinTable (index+1) ; 
sinTable (index+2) ; 


sinTable (180-index+1) ; 
sinTable (180-index) ; 


-sinTable (index-180+1) ; 
-sinTable (index-180+2) ; 


-sinTable (360-index+1) ; 
-sinTable (360-index) ; 


y(n) = sl + (360*ts/tsig - ... 
index)*(s2 - sl); 


end 
1:length(t) ; 
figure (1) ;clf; 
subplot(2, 1, 1): 
stem(t, y, 'MarkerEdgeColor', 'w'); 
xlabel('time in seconds') ; 
ylabel('amplitude'); 
title('Linear interpolation'); 





图 9. 9 由 第 一 象限 数据 表 利 用 线性 插值 方法 生成 正弦 波 


由 该 公式 可 以 看 出 ，z 值 越 大 ， 收 敛 所 需 的 时 间 越 长 。 对 于 0 一 /2 范围 内 变化 的 z 
值 ， 级 数 仅 需 几 项 即 可 收敛 。 下 面 的 MATLAB 代码 给 出 了 如 何 利用 该 级 数 生 成 正弦 信 
号 。 该 程序 使 用 级 数 生成 0 一 r/2 范围 的 信号 值 ， 并 利用 该 第 一 象限 的 值 获得 其 他 象限 x 
对 应 的 信号 值 。 图 9. 10 给 出 了 计算 结果 ， 式 (9.4) 由 万 确定 ，i 一 0，1，3。 
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sOscillatorPoly.m 
terms = 4; number of constants 
fs = 11025; $sample frequency 
T = 1/£s; 
t = 0:T:.2; %time variable 
fsig = 600; %Signal frequency 
for n = 1:length(t) 
x = mod(2*pi*fsig*t(n), 2*pi); 
%Determine quadrant and 
% adjust x 
quad = floor(x/(pi/2)); 
switch quad 
case 0, %First quadrant 
*$x is not altered 
case 1, $Quadrant 2 
x = pi - x; 
case 2, $Quadrant 3 
X =x - pi; 
case 3, $€Quadrant 4 
x = 2*pi - x; 
end 
*$Accumulate series terms 
8 = 1; 
for i=terms:-1:1 
k = 1/(2*i*(2*i«1)); 
s = 1 - k*x*x*s; 
end 
sig(n) = s*x; 
sAdjust sign for quadrant 
if(quad == 2 || quad == 3) 
sig(n) = -sig(n); 
end 
end 
figure (1) ;clf; 
plot(t, sig); 


OOHZIE Sx illi x 





图 9.10 ”使 用 截断 的 泰 勤 级 数 生成 近似 的 正弦 信号 


二 阶 递归 振荡 器 。 递 归 系 统 的 稳定 性 需要 满足 所 有 极点 位 于 单位 圆 内 。 在 这 种 情况 
下 ， 系 统 的 脉冲 响应 将 最 终 衰 减 至 0。 如果 极 点 位 于 单位 圆 之 外 ， 系 统 的 脉冲 响应 将 无 限 
制 地 增 大 。 如 果 极 点 恰巧 落 在 单位 圆 上 ， 系 统 响应 将 不 会 增加 ， 也 不 会 衰减 至 零点 ， 而 是 
产生 震 萝 现象。 对 于 单位 贺 上 有 两 个 极点 的 二 阶 系统 ， 传 输 函 数 为 
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High = —— TEA 
z — 2az +a "FP 
PRAM ats Hoa —1. MRRBMRH f。， 抽 样 频 率 为 f.. N a 可 由 a = 
cos(2xfo/f) 确 定 。 利 用 数学 推导 方式 可 以 得 到 相同 的 结果 。 考 虑 微分 方程 TY Ky — xit 


一 个 解 为 y=sin(2xf#)。 将 一 阶 、 二 阶 导数 近似 为 两 个 相 邻 抽样 点 间 的 直线 斜率 ， 可 以 得 到 





以 及 











zx 平面 





a) b) 
图 9.11 二 阶 递归 正弦 振荡 器 


将 该 近似 代 人 微分 方程 ， 令 x 二 0 得 y, Hayri tyn =0, HP a 为 常数 。 此 为 一 个 差 
分 方程 ， 其 z 变换 为 z? 十 a1z 十 1 一 0， 系统 框 图 和 零 极点 图 如 图 9. 11 所 示 。 
该 振荡 器 也 可 由 下 面 的 差分 方程 实现 
Yn S Ai Yri — Yre 
写 为 状态 变量 形式 
ZziLnj =x,[n—1] 
zxi[n] =— xi[n] —az.[n—1]+2[n—1] 
yln] =2z,[n] 
这 里 x, 和 zs 是 离散 系统 的 状态 变量 。 无 论 哪 种 情况 ， 变 量 都 需要 初始 化 为 非 零 值 ， 以 使 
得 系统 起 振 。 图 9. 2 给 出 了 下 面 MATLAB 程序 的 输出 波形 图 。 


%O0scillatorl.m nz 1.11.3 
fs - 1000; 

T = 1/f8; 

fo = 50; 

x = [1 zeros(1, 19999)]; 
y = zeros(1, length(x)); 


alpha = cos (2*pi*fo/fs); 
for n = 3:length(x); 


y(n) = x(n-2) +... 
+ 2*alpha*y(n-1) - y(n-2); 
end 
kT = (1:length(y) )*T; 





5 - 
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 
stem(kT, y); 时 间 (s) 





a) b) 
9.12 MATLAB 仿真 和 结果 
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三 角 正弦 振荡 器 。 三 角 正 弦 振 荡 器 基于 两 个 角度 求 和 的 三 角 恒 等 式 实 现 
sin(x + y) = sin(x)cos(y) + cos(x)sin(y) 
cos(x + y) = cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y) 
由 这 两 个 公式 ， 可 实现 带 有 两 个 输出 的 振荡 器 ， 输 出 记 为 y DM ye, P yi a= 
sin(n) ，y2s(n) 二 cos(n)。 我 们 将 参数 n 增 大 一 个 微小 常量 9;， 利 用 三 角 和 恒等式 可 以 写 为 
yint0) = y(n)cos(0;) + y; Cr) sin(6;) 
yo (n+ 4;) = yo GDcos(0;) — yı GOD sin(G; ) 
如 果 0 X F—^r AO EE. Pe sin) =A, cos) — B. nf LAB on F 254) 
方程 





WiL2 十 1 王 ByiLz] + AyzLn] (9.5) 
yi[n +1] =— Ayı [n] + By;[n] (9. 6) 
三 角 振 荡 器 
利用 式 (9.5) 和 式 (9.6) 实 现 输出 为 100Hz 的 正弦 和 余弦 信号 的 振 划 器 ， 抽 样 率 
为 11025 Hz。 
解 : 信号 一 个 周期 对 应 角度 为 2x，9 的 增 量 由 角度 确定 ， 该 角度 对 应 于 一 个 抽样 周 
期 。 可 以 写 为 
6; — T sage on 


图 9.13 给 出 了 MATLAB 程序 以 及 生成 的 波形 图 。 


sOscillatorComplex2.m 

fs = 11025;Ts = 1/fs; 

fsig = 100;Tsig = 1/fsig; 

thetaIncr = Ts*2*pi/Tsig; 100Hz 的 正弦 和 余弦 信号 
sin(thetaIncr); 15 - - 






cos (thetaIncr); 


0:Ts:.2; 1 
[1 zeros(1, length(t)-1)]; 
[1 zeros(1, length(t)-1)]; d 
:length(y1) i 0 
= B*yl(n-1) + A*y2(n-1);| 8 i Bea) ae | 
= -A*yl(n-1) + B*y2(n-1); 105 A 


figure(1) ;clf; ABL 
plot(t, y1); 


j 





es on; — O 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.0120.0140.0160.018 0.02 
plot(t, y2); 时 间 (s) 
a) b) 
图 9.13 利用 式 (9.5) 和 式 (9.6) 生 成 的 正弦 和 余弦 波形 < 


9.4.2 延迟 
时 间 延 迟 也 许 是 最 简单 的 音效 ， 仅 仅 需 要 一 个 用 于 保存 延迟 抽样 的 缓冲 器 即 可 实现 。 
图 9. 14 给 出 了 时 间 延 迟 实现 框图 。 传 输 函数 可 以 写 为 
Hy() —1- Ke" = UE 
如 果 增 益 常 数 KET, RARE N 个 零点 位 于 单位 圆 上 ， 频 率 响应 等 同 于 FIR 梳 状 滤 


311 


312 数字 信号 处 理 及 MATLAB 仿真 


数字 延迟 的 频率 响应 





mano 0000 2 
a) 时 间 延 迟 N 个 抽样 周期 的 实现 框图 b) 对 应 参数 K-1、N=21 时 系统 的 频率 响应 函数 


图 9.14 时 间 延 迟 
下 面 的 MATLAB 程序 读 取 名 为 “test. wav” WAV 文件 ， 延 迟 t 秒 后 与 原始 信号 赫 


加 并 播放 。 

dtime = .1; 

ko «= 1; 

[u fs bits] = wavread('test') ; 

N = fix(fs*dtime); 

y = [zeros(N, 1); u(1:length(u)- N)]; 

y=u+y; 

wavplay (y, fs); 

数字 延迟 系统 零点 位 于 

zN =—K 
或 
z = 改 IMNeijr(Gi+2mN)/N 

式 中 ， m=0, ds 25 iin N—1, 


如 果 开 小 于 1， 零 点 将 落 在 单位 圆 内 部 ， 零 点 之 间 的 频率 间隔 为 2rA/N。 如 果 N 为 
奇数 ， 则 有 一 个 实数 零点 位 于 f./2. PON 为 偶数 ， 则 系统 不 存在 实数 零点 。 频 率 响应 的 
峰 和 谷 由 正弦 信号 频率 及 其 延迟 信号 频率 之 间 的 相 长 干涉 和 相 消 干涉 形成 。 

需要 说 明 的 是 ， 根 据 系 统 的 零 极点 图 ， 没 有 零点 位 于 0 频率 ， 即 一 1 的 情况 。 原 因 
是 延迟 系统 反馈 直流 项 ， 将 引起 延迟 信号 本 身 的 增加 ， 从 而 使 输出 增 大 。 为 了 改变 这 种 情 
况 ， 利 用 减 去 延迟 项 替代 增加 延迟 项 。 所 以 传输 函数 变 为 


HG)-—1—Kz"-— eK x[n] 
z 
系统 零点 位 于 


z = KVNgiQ-HimN)/N 
AP, m=0, 1, 2, =, N—1, 

零点 之 间 的 间隔 与 延迟 增加 情况 相同 ,但 是 ， 
4N 为 偶数 时 ， 存 在 零点 z= 二 1 和 zx 一 一 1。 当 N 
为 奇数 时 ， 仅 有 一 个 实 的 零点 z=1. 

假如 我 们 考虑 多 级 延迟 系统 相 加 的 情形 ， 如 
图 9.15 所 示 ， 其 传输 函数 为 

z" 4 Kiz p Kz ON 4 .+ Km 


H(z) = z^ 
XB. s ARR, N 为 延迟 阶 数 。 





图 9.15 M 级 时 间 延 迟 
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如 果 Kı 一 开 一 … 一 开 x 一 1， 差 分 方程 可 写 为 
xn] = zx[nj 二 zx[Ln 一 Nj 十 x[n 一 2Nj 十 … 十 x[n 一 sN] (9.7) 
将 此 FIR RRS A IIR 方程 形式 ， 有 
y[n— N] = z[n— N] + z[n— 2N] + z[n— 3N] + + + z[n— sN] + z[n— (s+1)N] 





(9. 8) 
3X C9. DARO. 8) 相 减 有 
yln] — yln— N] = zLnj—zLn— (s+ DN] 
对 应 的 传输 函数 为 
CDN __ 1 HDN _ 
H(z) = DN oN = NONIS (9.9) 


sk C. 9) 的 优势 在 于 分 子 、 分 母 均 可 因 式 分 解 。 因 处 于 原点 的 极点 对 幅度 函数 没有 影响 ， 
可 以 忽略 它们 。 其 余 的 N 个 极点 位 于 z= 二 e*™N， Ht m=0, 1, 2, =, N—1. SAA 
Toz—ec5s, k=0, 1, 2, =, GT DN—1, BF AUS FIR 方程 ， 每 个 极点 必然 抵消 
一 个 零点 ， 并 将 发 生 在 

2TR 2nm 


G+DN N 
或 者 
k=(s+1)m 

GED 求解 三 级 延迟 滤波 器 的 传输 函数 

求解 如 图 9. 15 所 示 的 三 级 延迟 滤波 器 的 传输 函数 ， 使 用 5 个 抽样 值 延迟 ， 画 出 结果 
的 频率 响应 曲线 。 

解 : 令 s=3, N=5, HRO. 8) 可 得 零点 为 d? , HH k=0, 1, 2, =, 19, MAW 
ef , m—0, 1, 2, =, 4, YR=4m 极点 与 零点 对 消 , k=0, 4, 8, 12, 16, MAWE 
BODY R—1.2,3,5, 6, 7, 9, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 18, 19, MARSA 
图 如 图 9. 16 Aras. 

零 /极点 抵消 零 / 极 点 抵消 





: 
f 0 01 02 04 05 06 07 08 09 1 
零 / 极 点 抵消 实 部 频率 (Hz) 

a) 零 极点 图 b) 幅度 响应 





图 9.16 图 9.15 中 三 级 延迟 滤波 器 的 零 极 点 图 和 幅度 响应 。 
所 有 常数 均 设 为 1, 延迟 为 5 个 抽样 值 < 


在 实时 应 用 方面 ， 数 字 延 迟 可 使 用 电路 缓冲 器 高 效 实现 ， 如 图 9. 17 所 示 。 数 据 输 和 人 


指针 指向 下 一 个 新 数据 将 存储 在 缓冲 器 中 的 位 置 ， 延 迟 数据 输出 指针 指向 将 读 出 的 延迟 数 
据 位 置 。 每 次 接收 和 存储 新 数据 的 时 刻 ， 两 个 指针 均 以 缓冲 器 长 度 取 模 值 增加 。 使 用 这 种 
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方法 ， 数 据 输入 和 读 出 的 地 址 向 数据 移动 的 反方 向 移动 ， 由 于 缓冲 器 是 环形 的 ， 因 此 旧 的 
数据 将 被 新 数据 覆盖 。 

对 于 某 些 微型 计算 机 ， 特 别 是 对 于 专用 的 数 -- 
字 信 和 号 处 理 器 ， 环 形 缓冲 器 由 硬件 实现 ， 用 户 仅 =s 


需要 设置 两 个 指针 ， 指 针 的 增加 将 由 处 理 器 自动 延迟 N 个 抽样 点 数据 输入 
完成 。 如 果 硬 件 没 有 实现 环形 缓冲 器 ， 那 么 可 由 Tem 
软件 完成 ，C 代码 如 下 所 示 。 图 9.17 环形 缓冲 器 的 实现 


/*BufferDelayPtrs.c 
This program inputs from the ADO and stores the result in 
a buffer. The buffer output goes to the D/A. The 
buffer is circular. The buffer length delays the input 
and output by N samples. The buffer is managed by 
pointers. 
*f 
const int N - 50; 
int buffer [N]; 
int *pIn, *pOut; 
// 
int main(void) 
{unsigned int val, incr; 
//Set up A/D and D/A 
//Start A/D 
incr = 0; 
pOut = buffer + incr; //Initialize pointers 
pin = buffer + N + incr - 1; 
val = 0; 
while (1) 
{//Read A/D to val 
*pIn = val; 
//Send D/A data from buffer 
D/A = *pOut 
incr = (incr + 1) % N; 
pin = buffer + ((incr + N - 1)$N); 
pOut = buffer + incr; 
//Restart A/D 


} 


} 
pln 指针 指向 A/D 转换 后 的 数据 将 存储 在 缓冲 器 中 的 位 置 ， 同 样 ，pOnut 指针 指向 将 被 读 
出 送 往 D/A 的 数据 在 缓冲 区 的 位 置 。 对 于 该 段 代 码 ， 缓 冲 器 为 50 个 单位 长 度 ， 输 出 指针 
指向 放 入 数据 的 前 一 个 地 址 ， 执 行 结果 为 延迟 50 个 抽样 值 的 输出 。 


9.4.3 ”调制 镶 边 

对 于 图 9. 14 中 的 数字 延迟 ， 若 将 延迟 缓慢 变化 ， 我 们 所 获得 的 音效 称 为 调制 镶 边 
(flanging) 。 系 统 传输 函数 与 数字 延迟 相同 ， 只 是 
N 不 再 是 常数 ， 而 变 为 时 间 函 数 。 在 调制 镶 边 中 ， 
延迟 通常 约 10ms， 延 迟 的 变化 速率 一 般 介 于 
0.2~2Hz 之 间 。 图 9. 18 给 出 了 典型 的 系统 框图 。 

为 了 更 好 地 理解 镶 边 的 工作 原理 ， 将 从 频 域 ”图 9.18 RHE. ee 
分 析 当 延迟 变量 发 生 改变 时 的 变化 。 图 9. 19 给 出 迟 变量 为 0 一 10ms， 速 率 
了 三 种 固定 延迟 的 传输 函数 ， 延 迟 从 25 个 变化 至 384629 072-723 


x[n] 
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125 个 抽样 点 ， 当 时 间 延 迟 增加 时 ， 系 统 零点 的 个 数 随 之 增加 ， 所 增强 的 频带 变 得 更 罕 。 
单一 的 正弦 频率 通过 灸 边 系 统 ， 输 出 将 被 交替 增强 和 归 零 ， 并 生成 一 个 幅度 调制 信号 。 


延迟 为 25 时 的 幅度 响应 





D 信号 延 退 25 个 抽样 点 
延迟 为 75 时 的 幅度 响应 





0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 f2 


频率 (Hz) 
b) 75 个 抽样 点 
延迟 为 125 时 的 幅度 响应 
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图 9.19 数字 延迟 的 幅度 响应 ， 分 别 对 应 三 个 不 同 的 延迟 量 


下 面 的 MATLAB 代码 建立 一 个 镶 边 系统 ， 时 间 延 迟 按照 1Hz 正弦 函数 由 0 至 10ms 
变化 ， 镶 边 系统 的 输入 信号 为 1000Hz 的 正弦 波 ， 抽 样 频 率 f.—11025Hz. 


%Flanging.m 

Runs a sinusoid through a flanger and plays the output. 

% The delay time is variable from 0 to 10 msec and changes 
% as a sinusoidal function. 


dtime = .01; %10 msec 

f zx $Time variation frequency 
K = 1; delay gain factor 
fs = 11025; 

Ts = 1/fs; 

t = 0:Ts:Ts*10000; %Total sample length 
£1 = 1000; ssignal frequency 

u = sin(2*pi*fl*t); 

N = fix(fs*dtime) ; 


L=N +1; sbuffer length 

buffer = zeros(1, N+1); 

y = zeros(1, length(u)) ; 

din = N; $Data in pointer 

dOut = 1; $Data out pointer 

for i = 1:length(u) 
buffer(dIn+1) = u(i); *Store a sample 
y(i) = K*buffer(dOut+1) + buffer(dIn+1); $Ouput a sample 
dIn = mod((dIn + 1),L); %Increment input pointer 
sOutput pointer is input pointer minus dLen 
% where dLen is variable 
dLen = fix(N*((sin(2*pi*f*Ts*i)+1)/2) ) 
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sCalculate new output pointer 
dOut = mod((dIn - dLen + L), 1); 


end 
range = max(y) - min(y); 
y = y/range; 


wavplay(y, fs); 
figure (1) ;clf; 

plot(t, y); 

axis([.1 .5 -1.2 1.2]); 
xlabel('time in seconds') ; 
ylabel ('amplitude') ; 
title('1000 Hz sinusoid'); 


图 9. 20 25 tH. T IE SE Ba TE BEI AR GE BU i th OE o 


1000Hz 1E 3X 3t 





01 0.15 02 025 03 035 . 04  .045| O05 
时 间 (s) 
图 9.20 1000Hz 的 正弦 波 通过 灸 边 系 统 ， 时 间 延 迟 以 1Hz 正弦 形式 由 0 至 10ms 变化 


为 实时 实现 镶 边 ， 可 以 使 用 空间 足够 大 的 环形 缓冲 器 ， 用 于 保存 最 大 延迟 所 需 的 抽样 
值 。 如 果 缓 冲 器 的 长 度 为 L， 最 大 的 延迟 抽样 点 数 为 N， 且 L 二 N,， 使 用 两 个 指针 : 第 一 
个 指针 指向 下 一 个 抽样 值 将 被 存放 的 位 置 ， 第 二 个 指针 指向 延迟 输出 的 位 置 。 下 面 的 C 代 
码 给 出 了 缓冲 器 指针 增加 的 方法 以 及 镶 边 输出 的 计算 : 


/*Flanger.c 
This program inputs from the ADO and stores the result in 
a buffer. The buffer output goes to the D/A. The 
buffer is circular. The buffer length allows a 
sinusoidally varying delay between input and output. 
*/ 
const int N = 50; 
const double PI2f - 6.28319; 
// 
int main(void) 
{unsigned int val, i, K = 1, delayLen, y; 
double Ts = 0.0001; //fs = 10 KHz 
int buffer [N]; 
int pIn, pOut; 
//Set up A/D and D/A 
//Set up system clock and timer 
//Start timer 
//Start A/D 
pout = 0; 
pin = N - 1; 
val = 0; 
i = 0; 
while (1) 
{//val = A/D input 
buffer [pIn] = val; 
y = K*buffer[pOut] + buffer[pIn]; 
pin = (pIn+1) % N; 
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delayLen = (int) (N*( (cos (PI2£*Ts*i)+1)/2)); 
i++; 
if (i >= 9999) 


i = 0; - 
//D/A = y; 
pOut = (pIn - delayLen + N) % N; 


//Restart A/D Converter 
//Wait for end of sample period 
//Restart timer 


} 


} 
该 程序 中 ， 延 迟 长 度 以 1Hz 的 余弦 函数 变化 ， 增 加 了 一 些 注释 行 以 标注 某 些 特定 的 处 理 。 
9.4.4 合唱 


当 两 个 或 多 个 人 唱歌 或 者 演奏 音乐 时 ， 很 难 长 时 间 完 美 同步 。 对 这 种 音效 的 仿真 称 为 
合唱 效果 或 者 合唱 (chorusing) 。 为 产生 合唱 音效 ， 需 要 类 似 图 9. 18 Brzs Bed A Be AY He Bt. 
但 存在 两 点 不 同 : 首先 ， 第 一 个 声音 之 后 的 每 个 声音 需要 一 个 可 变 的 延迟 电路 ; 另外， 可 
变 延 迟 不 应 有 规律 地 变化 ， 而 应 以 随机 形式 缓慢 变化 。 延 迟 时 间 长 度 应 在 0 一 25ms 范围 ， 
图 9. 21 给 出 了 实时 工作 方式 。 








在 此 插入 


图 9.21 数据 存储 在 缓冲 器 中 ， 为 了 获得 延迟 将 位 于 UPt 的 数据 与 位 于 DPt 的 
数据 相 加 ， 对 于 合唱 ，P1 将 慢 慢 移 向 P2 


我 们 需要 4 个 指针 指向 存储 数据 的 缓冲 器 ， 该 缓冲 器 需要 足够 大 ， 足 以 保存 最 大 延迟 
的 数据 。 进 来 的 数据 存 于 UPt，Upt 数据 与 DPt 数据 相 加 形成 合唱 音效 。DPt 由 Pl 开始 
以 线性 形式 慢 速 移 向 P2， 当 DPt 到 达 P2 时 ， 令 Pl 等 于 P2， 并 随机 选择 一 个 新 的 P2。 
每 次 新 数据 插 和 人 缓冲 器 ， 所 有 4 个 指针 均 需 以 缓冲 器 长 度 的 模 值 进 行 移动 。 

合唱 音效 的 仿真 

利用 MATLAB 仿真 合唱 音效 。 使 用 1000Hz 的 正弦 波 作为 输入 ， 抽 样 频率 f= 
11025Hz， 最 大 延迟 时 间 为 5ms。 

解 : 以 下 MATLAB 代码 实现 上 述 仿真 ， 输 入 为 单一 频率 的 正弦 波 。 


Chorus ,m 

fs = 11025;T = 1/fs; *sample frequency 
fsig = 1000; signal frequency 
sLen = 20000; signal length 
dTimeMax = .005; %5 milli-seconds 
Kl = 1; gain constant 


t = 0:T:T* (sLen-1) ; 

x = sin(2*pi*fsig*t); tinput signal 
N = fix(fs*dTimeMax); 

L = N + 1; tbuffer length 

buffer = zeros (1, L); 

y = zeros(1, length(x)); 

UPt = N; tOriginal pointer settings 
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Pl = 1; 
= fix(N*rand(1,1)); 
DPt = mod((UPt - dLen), L); 
P2 = DPt; 
j = 0; 
for i = 1:length(x) 
buffer(UPt+1) = x(i); tnew input to buffer 
dIndex = mod(round(DPt), L) + 1; 
Take output from buffer 
y(i) = Ki*buffer(dIndex) + buffer(UPt+1) ; 
UPt = mod((UPt + 1),L); %update all pointers 
P1 = mod((P1 + 1), L); 
P2 = mod((P2 + 1), L); 
DPt = mod((DPt + 1), L); 
safter 3000 samples DPt will equal P1 so reset 
% to a new random value 
if(j == 3000) 
dLen = fix(N*rand(1,1)); 
P2 = P1; 
- mod((UPt - dLen), L); 
j = 0; 
end 
j = j + 1; 
%Move DPt linearly closer to P2 
if (P2 > P1) 
DPt = DPt + ((P2 - P1)/3000); 
else 
DPt = DPt + ((P2 + L - P1)/3000); 


end 
end 
y = y/(max(y) - min(y)); tnormalize 
wavplay(y, fs); splay result «d 
9.4.5 REMME 


7 (tremolo) MMi zt (vibrato) Æ PA PPAR FF AW ek. (PETA FR]. — 7 26 
需 音乐 设备 ， 而 男 一 个 需 依靠 多 种 设备 生成 ， 单 独 使 用 声音 很 难 实现 。 震 音 是 以 某 一 频率 
改变 音符 的 音量 ， 与 幅度 调制 等 效 。 而 颤音 则 是 细微 改变 一 个 给 定 音 符 的 音调 ， 或 者 是 频 
率 调制 。 两 种 效果 均 可 由 电子 方式 方便 地 实现 。 

震 音 可 以 使 用 DSP 系统 实现 ， 将 输入 信号 与 一 个 缓慢 变化 的 正 艾 波 相 乘 形成 信号 幅 
度 的 调制 。 下 面 的 MATLAB 代码 生成 440Hz 的 正弦 波 作为 输入 信号 ， 调 制 信号 为 4Hz 
的 余弦 波 。 图 9. 22 给 出 了 合成 信号 的 时 域 波 形 及 其 频谱 。 需 要 注意 的 是 ， 由 三 角 恒 等 
xt 2sin(z2cosCy) — sinCzd- 3) d- sin&z— y), TE Jii b vp nf P418 88] 440Hz 士 4Hz 两 个 峰值 。 


$Tremolo.m 
fs = 11025;T = 1/fs; 
fsig = 440;fm = 4; 


t = 0:Ts:4; 
s = sin(2*pitfsig*t) ; 
m = .2*cos(2*pi*fm*t); 


sm = m.*s; 
wavplay(sm, fs); 


对 于 颤音 ,需要 调制 信号 的 频率 ， 可 由 下 面 的 MATLAB 代码 生成 。 
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震 音 音调 





时 间 (s) 
a) 440Hz 的 正弦 信号 由 4Hz 的 正弦 信号 调制 
震 音 幅 频 响应 





400 410 420 430 440 450 470 480 
频率 (Hz) 
b) 频率 响应 


图 9. 22 合成 信号 的 时 域 波 形 及 其 频谱 


$Vibrato.m 

fs = 11025;Ts = 1/fs; 

fsig = 440;Tsig = 1/fsig; 

fm = 4; smodulating frequency 
n 0:T8:4; 

m .2*sin(2*pi*fm*t); modulating tone 


s sin(2*pi*(fsig«m).*t); tsignal tone 


wavplay(s, fs); 
图 9. 23 所 示 为 频率 调制 生成 的 以 信号 频率 440 Hz 为 中 心 的 频率 带 。 
颤音 频率 响应 





频率 (Hz) 
图 9.23 闸 音 的 频率 响应 ， 基 频 为 440Hz 


在 实时 情况 下 ， 震 音 可 通过 将 信号 抽样 值 与 慢 变 正弦 抽样 值 相 乘 产生 ， 而 额 音 需要 改 
变 信号 频率 。 一 种 实现 方法 是 将 输入 信号 通过 一 个 类 似 FIR 滤波 器 的 单位 延迟 集合 ， 但 选 
择 不 同 的 点 作为 输出 信号 ， 图 9. 24 给 出 了 示意 图 。 

利用 MATLAB 仿真 颤音 的 音效 

图 9. 23 给 出 了 额 音 的 频率 响应 ， 颤 音 由 440Hz 正弦 信号 以 4Hz 正弦 进行 调制 形成 ， 抽 样 
率 为 11025Hz。 写 出 MATLAB 代码 ， 利 用 图 9. 24 所 示 的 多 抽 头 延迟 线 产 生 相同 的 音效 。 

解 : 输出 信和 号 的 频谱 由 440Hz 的 主音 调 ， 加 上 额外 的 由 调制 频率 决定 的 侧 音调 组 成 。 
如 果 调 制 频率 为 4Hz， 则 在 444Hz 和 436Hz 处 可 以 得 到 两 个 侧 音调 。 在 每 个 调制 频率 周 
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期 范围 内 仅 需 扫 描 一 次 缓冲 器 ， 因 此 ， 如 果 缓 存 足够 长 ， 边 频 将 获得 较 少 的 加 强 。 另 外 ， 
由 于 调制 步 长 ， 调 制 频率 的 多 个 倍 频 将 被 引入 。 下 面 的 MATLAB 代码 使 用 长 度 为 10 的 
缓冲 器 ， 调 制 频率 为 4Hz， 输 出 信号 的 频谱 如 图 9. 25 所 示 。 


epee eye 
os = yr] 


选中 的 抽 头 以 慢 变 
正弦 速率 变化 
图 9.24 颜 音 。 信 和 号 输入 至 多 抽 头 延迟 线 ， 选 择 其 中 的 一 个 抽 头 输出 信和 号， 
并 以 慢 变 正弦 速率 改变 抽 头 选择 
$VibratoFilter.m 
L = 10; sbuffer length 
fs = 11025; *sample frequency 
fsig = 440; signal frequency 
fm = 4; smodulating frequency 
t = 0:Ts:4; 
m = sin(2*pi*fm*t); $modulation sinusoid 
S = sin(2*pi*fsig*t) ; *signal sinusoid 


buf = zeros(1, L); 

y = zeros(1, length(s)); 

for i=1:length(t) 
buf(2:L) = buf(1:L-1); %shift buffer 
buf(1) = s(i); $new input 
tap = fix(L*(m(i)+1)/2) + 1; 
y(i) = buf (tap); 


wavplav(v. fs): 





频率 (Hz) 
图 9.25 使 用 延迟 线 滤 波 器 所 产生 闸 音 信号 的 频谱 < 


9.4.6 混 响 

在 密闭 空间 中 ， 持 续 时 间 很 短 的 声音 将 产生 回声 ， 回 声 本 身 又 将 再 次 产生 男 一 个 回 
声 ， 如 此 重复 。 这 种 重复 回声 的 现象 称 为 混 响 (reverberation) 。 人 类 可 以 察觉 经 过 大 约 
100ms 传 回 的 回声 ， 但 我 们 听 到 的 混 响 是 在 更 短 时 间 内 的 许多 回声 的 又 加 。 

若 将 混 响 理解 为 重复 的 回声 简单 易 懂 ， 然 而 要 产生 合成 的 或 者 电子 的 混 响 系统 却 十 分 
复杂 。 对 于 音乐 厅 、 大 教堂 或 者 简单 的 房间 ， 都 存在 许多 回声 源 ， 每 个 源 都 将 反射 一 个 不 
同 距离 的 波 ， 同 时 声波 自身 也 在 反射 平面 发 生 改变 。 

我 们 首先 从 最 简单 的 情况 着 手 ， 构 建 出 一 个 生成 回声 降序 排列 的 混 响 系统 的 传输 函 
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数 。 然 后 通过 增加 低 通 滤 波 器 进一步 改进 该 方法 ， 使 其 更 接近 现实 。 也 可 以 将 混 响 看 作 一 
个 暂 态 现象 ， 并 将 全 通 滤波 器 作为 混 响 器 。 最 后 ， 将 三 种 基 | 
本 的 混 响 电路 组 合 ， 形 成 一 个 更 丰富 、 声 音 更 真实 的 混 


| 
响 器 。 lis es nae 
首先 看 一 个 产生 混 响 的 非常 简单 的 例子 , 图 9.26 中 包含 两 |z MS á 三 
个 反射 物 和 一 个 声 源 。 声 源 发 射 声音 的 脉冲 ， 经 过 d 个 抽样 点 | — | - 
之 后 ， 反 射 波 出 现在 声 源 位置 。 反 射 波 通过 空气 时 信号 有 些 训 | 2 i 
减 ， 并 且 部 分 被 反射 物 吸收 。 反 射 波 继续 前 行 被 第 二 个 反射 物 
再 次 反射 ， 并 再 次 被 削弱 。 该 过 程 将 无 限 地 持续 下 去 。 图 9.26 简化 的 反射 模型 ， 原 
则 有 始 声波 被 重复 反射 


yLn] = x[n] + Az[n — 4] 4- A? x[n — 2d] +- + A*x[n — kd] + = 
其 中 A 为 衰减 因子 ( 正 实数 )。 为 求 该 序列 之 和 ， 有 

Ay[n— d] = Ax[n— d] +A’ x[n — 2d] + + + A*x [n — kd ] + + 
两 式 相 减 求 其 = 变换 可 得 








Y(z)(1— Az?) = XG) 
或 者 


d 


EE z 
HG) sog Ee (9. 10) 





IIR 系统 的 脉冲 响应 为 
A[n] — (1,0,*,0,4,0,-,0,À?,0, 7,0, 45,0, 7,0, 7) 
其 中 ，A EXC HHETE d 一 1 个 零 值 。 
系统 所 有 极点 的 模 为 A“， 相 邻 极 点 之 间 的 间隔 角度 为 2r/&， 并 总 存在 一 个 极点 位 


于 正 实 轴 之 上 。 图 9. 27 给 出 了 A=0. 8 Al d=10 时 的 响应 ， 其 幅 频 响应 类 似 梳 状 滤波 器 。 
: 幅 频 响应 





抽样 点 
c) 


图 9.27 梳 状 滤波 混 响 器 ， 衰减 因子 A==0.8， 反 射 间 的 距离 为 4 二 10 个 抽样 点 
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另 一 种 产生 混 响 的 方法 是 在 梳 状 滤 波 混 响 器 的 反馈 通道 中 加 入 某 些 滤波 模块 。 这 种 思 
想 基于 高 频 部 分 相对 于 低频 部 分 减弱 得 更 快 ， 所 以 ,通过 反 “sm 
局 通道 中 加 入 低 通 滤波 器 可 以 实现 。 框 图 如 图 9. 28 所 示 。 人 my T 
传输 函数 为 
ates = NOE 图 9. 28 反馈 通道 带 有 低 通 


z^ — AH s (z) 
滤波 器 的 简化 混 响 
如 果 Hi(z) 存 在 一 个 实 极点 bi 和 一 个 实 零点 zy ， 那 么 低 通 系统 


滤波 器 的 传输 函数 写 为 


其 中 ， 选 取 K 以 使 得 系统 在 0Hz 时 的 增益 为 1， 即 K=(1 一 p1)/(1 一 zi)。 
从 而 混 响 器 的 传输 函数 为 


ze (之 十 p) 
Hie (2) = a z^p, — AKz + AKz, 


对 于 该 类 型 的 混 响 器 ， 从 框图 可 以 清晰 看 出 ， 低 频 部 分 将 通过 而 高 频 部 分 将 被 改变 ， 此 通 
过 增强 或 减弱 反馈 通道 的 延迟 进行 调整 。 图 9. 29 给 出 了 该 系统 的 频率 响应 、 脉 冲 响应 以 
及 零 极 点 分 布 图 。 

对 比 低 通 滤波 混 响 器 和 图 9. 28 中 梳 状 滤波 模型 的 零 极 点 图 ， 可 以 看 出 低频 极点 两 者 
几乎 一 致 ， 但 低 通 滤波 混 响 器 的 高 频 极 点 相对 远离 单位 圆 ， 因 此 降低 了 这 些 频率 的 增益 。 


幅 频 响应 脉冲 响应 












小 





! | | 
oa, Ms po a dide, 
1 | $ 
1 
ici 





0 02 04 06 O08 
频率 (Hz) 抽样 点 


a) b) c) 
Al 9.29 MANEK A(R KARE, RIP, p,=0.5, 2; —0.5, A=0.8, d=10 


这 些 年 来 ， 许 多 研究 者 提出 了 其 他 的 配置 方式 。 由 于 混 响 器 是 一 个 暂 态 效应 ， 因 此 全 
通 滤波 器 获得 了 广泛 的 研究 。 由 第 6 章 可 知 ， 一 阶 全 通 滤波 器 的 传输 函数 为 
z —1/A 
Hi) eK ue 
其 中 ，A 为 实数 ， 一 1 二 A 二 1，K HAAA. WRA K——A. LÑ RAR T A 
率 都 是 单位 增益 。 该 全 通 滤波 器 使 用 单位 延迟 ， 如 果 将 延迟 扩展 到 d 个 抽样 值 ， 得 到 全 通 
混 响 器 的 传输 函数 为 





d. 
Hag 22 =- a% MA 
传输 函数 也 可 写 为 
1 Az^ 
Hag Cz2 = -er v 


z^-— 


该 式 中 ， 第 二 部 分 与 式 (9. 10) 中 的 简单 混 响 器 相同 。 对 每 项 执行 长 除法 可 以 得 到 
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Hag z) = 二 xz t+ Az” + A? et -E-..— (A+ A! z * + Adz 2d 4 eee) 
系统 脉冲 响应 为 
h[n] —— ASLO] + X — ADóé[n — d] + CA — A®) dln — 2d] 
T UP — A IE 84] 4-- 

所 以 ， 全 通 滤波 器 的 瞬 态 响应 为 简单 混 响 器 瞬 态 响应 的 弱化 版 本 。 全 通 滤波 器 的 优点 在 于 
稳 态 响应 是 平 的 ， 也 就 意味 着 当 瞬 态 响 应 渐渐 消失 后 将 不 会 发 生 改 变 。 图 9. 30 给 出 了 系 
统 的 幅 频 响应 、 脉 冲 响应 和 零 极 点 分 布 图 。 

由 于 这 是 全 通 滤 波 器 ， 在 整个 频率 范围 内 幅度 曲线 是 恒定 的 ， 脉 冲 响应 存在 一 个 初始 
的 负 项 ， 其 后 类 似 于 梳 状 滤波 混 响 器 的 柔和 形式 。 图 9.30 中 的 零 极点 分 布 图 显示 了 其 与 
梳 状 滤波 混 响 器 具有 相同 的 极点 ， 而 零点 则 由 原点 移 向 了 单位 圆 。 

幅 频 响 应 





抽样 点 
c) 


图 9.30 由 全 通 滤波 器 构成 的 混 响 器 ， 其 中 A=0.8, d—10 


实际 空间 中 ， 混 响 在 近似 随机 的 时 刻 由 来 自 多 个 源 的 回声 形成 ， 因 此 最 为 真实 的 混 响 
系统 可 组 合 利用 梳 状 滤 波 器 、 全 通 混 响 器 和 一 些 低 通 滤 波 器 ， 并 以 不 同 的 延迟 时 间 组 成 。 
在 这 样 的 系统 中 ，Schroeder 和 Logan” 使 用 级 联 的 全 通 滤波 器 ， 并 且 每 级 具有 不 同 的 延 
迟 以 模拟 较为 真实 的 回声 。 最 短 延 迟 时 间 近 似 为 最 长 延迟 时 间 的 十 分 之 一 ， 三 个 延迟 时 间 
互 为 质数 ， 以 避免 系统 产生 共鸣 (共振 )。 利 用 MATLAB 可 以 方便 地 模拟 一 个 典型 的 混 响 
AR, WA 9. 31 Pra. 

Ti] MATLAB 代码 读 取 波 形 文 件 ， 并 将 信和 号 通过 级 联 全 通 滤 波 器 ， 并 播放 处 理 结 
果 。 级 联 滤波 器 系统 的 脉冲 响应 如 图 9. 32 所 示 。 

由 一 组 并 联 的 低 通 滤波 混 响 器 级 联 一 组 全 通 混 响 器 可 构成 另 一 种 更 为 复杂 的 混 响 结 
HJ. EPRA Moore tt, WE 9. 33 所 示 。 


sko 
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图 9. 31 三 个 全 通 滤波 器 级 联 构成 的 更 接近 现实 的 混 响 器 ， 时 间 延 迟 大 致 比例 为 10:3:1 


脉冲 响应 





0.6 
时 间 (s) 


图 9. 32 ”级 联 全 通 混 响 器 的 脉冲 响应 ， 抽 样 率 为 11025Hz 





S 
Sree 


A9.33 低 通 滤波 混 响 器 与 全 通 滤波 器 的 组 合 


sReverbCascade.m Sreverballpass.m 
[u fs b] = wavread('Test'); | $Implements a all pass reverberator with 
A= .7; $ d samples of delay and a gain factor 
d = floor(.091*fs) ; % of A. 
y = reverballpass(u, d, A); | function [yout b a] = reverballpass(u, d, A) 
d = floor(.033*fs) ; num = -A*[1 zeros(1, d-1) -1/A]; 
y = reverballpass(y, d, A); | den = [1 zeros(1, d-1) -A]; 
d = floor(.0092*fs) ; y = filter(num, den, u); 
y = reverballpass(y, d, A); | if (margout == 1) 
wavplay(y, fs) yout = y; 
else 
yout = y; 
b = num; 
a = den; 
end 


图 9. 33 所 示 系 统 的 MATLAB 代码 如 下 所 示 。 例 中 包含 10 个 并 联 的 低 通 混 响 器 ， 每 
个 低 通 混 响 器 具有 不 同 的 零 极点 位 置 以 及 不 同 的 延迟 时 间 。 抽 样 率 为 11025Hz。 


%ReverbParallel.m 
[u fs b] = wavread('Test') ; 
dAllPass = floor(.006*fs) ; 
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dcomb = floor([.008 .009 .012 .031 .0335 .035 .038 .041 .043 


.0436] *fs) ; 
p = [.24 .26 .28 .29 .30 .31 .33 .35 .365 .37]; $poles 
A= .98; 


y = zeros(1, length(u)); 
for i = 1:10 
y = y + reverblowpass(u, dComb(i), A, p(i), -p(i)); 
end 
A = 0.85; 
yout = reverballpass(y, dAllPass, A); 
yNm - yout/abs (max(yout)); 
wavplay(yNm, fs); 
sreverblowpass.m 
sImplements a all pass reverberator with d samples 
% of delay and a gain factor of A. 
function [yout b a] - reverblowpass(u, d, A, pi, zi) 
K = (1-p1)/(1-z1); 
num = A*[1 -pl zeros(1, d)]; 
den = [1 -pl zeros(1, d-2) -A*K*pl A*K*z1]; 
y = filter(num, den, u); 
if (nargout == 1) 
yout = y; 
else 
yout = y; 
b = num; 
a = den; 
end 


Julius Smith 给 出 了 关于 基本 型 和 组 合 型 混 响 器 研究 方面 的 最 新 讨论 号 。 
9.4.7 多 普 勒 效应 


多 普 勒 效应 (Doppler Effect) 是 一 种 非常 有 趣 的 音效 ， 由 运动 的 声 源 和 静止 的 收听 者 
产生 。 如 果 声 源 移 向 收听 者 ， 将 会 听 到 比 传输 信号 频率 更 高 的 声音 ， 如 果 声 源 远 离 收听 
者 ， 则 声音 频率 会 偏 低 。 除 了 声音 频率 的 改变 之 外 ， 音 量 也 会 随 着 声 源 接近 变 大 ， 远 离 时 
变 小 。 当 声 源 接近 时 频率 不 断 上 升 ， 远 离 时 频率 不 断 下 降 ， 这 通常 是 一 种 声音 的 错觉 。 其 
实 不 然 ， 当 声 源 匀速 接近 收听 者 时 ， 听 到 的 声音 频率 将 高 于 原始 频率 一 个 定量 ， 该 定量 取 
决 于 声 源 移 动 速度 ， 但 听 者 听 到 的 频率 不 会 发 生 不 断 改变 ， 除 非 声 源 信 号 频率 改变 。 当 声 
源 远 离 收听 者 时 会 产生 相同 的 音效 ， 只 是 听 到 的 声音 频率 将 低 于 传输 信号 的 频率 。 声 源 经 





过 收听 者 时 ， 频 率 将 会 发 生 由 高 到 低 的 突变 。 环形 数据 缓冲 器 
假设 声 源 频率 为 f. ， 收 听 者 静止 ， 那 么 听 者 听 D[IDIDLLLLLLLLLLLLLLILLITIIT] 
LL. zm ——  — ] 
到 的 频率 为 


- ptrD ptrS 

—— sound 

= "Usound m "E 图 9. 34 用 于 仿真 多 普 勒 效应 的 环形 

式 中 ，wvsowna 为 声音 的 传播 速度 ，v. 为 声 源 移动 速度 ， loqui d cu ies 
E Ér. ptr E ptr V 

POSTCRTEMOHEURDR l e 置 移 动 数据 。 指 针 pus 以 

针 的 缓冲 器 中 ， 如 图 9.34 所 示 。 步 的 差 值 是 变化 的 


传人 的 数据 流 为 单一 频率 f.… 的 音频 信号 ， 每 个 
抽样 值 存储 在 ptrS 的 位 置 ， 每 个 新 的 数据 存储 之 后 ptrS 以 缓冲 器 长 度 取 模 增加 。 ZH H 
频 移 后 的 音频 由 ptrD 取出 ，ptrD 等 于 ptrS 一 Difference。 其 中 差 值 在 每 个 抽样 周期 都 有 某 
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微小 量 的 改变 。 缓 冲 器 的 大 小 需要 为 最 大 的 差 值 加 1。 差 值 信号 改变 的 速率 决定 了 信和 号 多 
普 勒 频 移 的 数量 。 如 果 ptrD 接近 ptrS， 则 多 普 勤 频 率 将 高 于 信和 号 频率 。 如 果 差 值 变 大 ， 
则 多 普 勒 频率 将 低 于 原始 信号 频率 。 

假设 在 S 个 抽样 值 中 ,我们 将 ptrD 值 由 缓冲 器 的 最 大 容量 B 变化 至 0， 如 果 传 人 频 
率 的 周期 为 Tue， 则 ptrD 处 产生 的 新 频率 的 周期 为 Ta EBX T/S 

多 普 勒 频 移 

假设 信号 的 频率 为 500Hz， 如 果 最 大 的 差 值 为 200， 且 经 过 10000 个 抽样 值 后 差 值 由 
最 大 变换 至 0， 则 多 普 勒 频 移 为 多 少 ” 抽 样 频率 f.—11025Hz. 

BE: 信号 频率 为 500Hz， 则 Ti, 二 2ms。 在 10000 个 抽样 值 中 ， 周期 变化 为 士 (200/ 
10000) X 2ms= +0. 04ms。 多 普 勒 频 移 fo —1/2.04ms—490. 2Hz, f» =1/1. 96ms=510. 2Hz, 

Fifi) MATLAB 代码 给 出 了 如 何 移 动 环形 缓冲 器 中 的 数据 以 生成 多 普 勒 频 移 。 本 例 
代码 中 ， 声 源 首先 移 向 收听 者 ， 然 后 远离 。 代 码 引 入 了 幅度 因子 ， 随 着 声 源 移 向 收听 者 然 
后 远离 ， 因 子 由 0 增加 到 1， 然 后 再 回归 到 0。 原 始 信 号 的 频谱 以 及 仿真 的 多 普 勒 信号 的 
频谱 如 图 9. 35 所 示 。 


原始 信号 






400 40 40 4 4 500 520 S40 560 580 600 


频率 (Hz) 
a) 500Hz 原 始 信 号 频谱 





频率 (Hz) 
b) 仿真 的 多 普 勒 频 移 信号 频谱 
图 9.35 
$DopplerBuffer.m 
fsig - 500; $signal frequency 
fs = 11025; T = 1/fs; *sample frequency 
bufSize - 201; 
t = T*[1:20000] ; 
S = sin(2*pi*fsig*t) ; ssignal 
buffer = zeros(1, bufSize+1) ; 
ptrS = 201; *signal pointer 
dif - 200; difference value 
ptrD = ptrS - dif; $Doppler pointer 


$First section. Sound source approaching 
for i = 1:10000 


vol = i/10000; $volume factor 
buffer(ptrS+1) = s(i); signal to buffer 
dp(i) = vol*buffer(ptrD+1); %Doppler signal 
dif = dif - 200/10000; $Update pointers 


ptrS = mod(ptrS + 1, bufSize); 

ptrD - mod(floor(ptrS - dif), bufSize); 
end 
$Second section. Sound source leaving 
for i - 10001:20000 

vol = 2 - i/10000; 

buffer(ptrS+1) = s(i); 
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dp(i) = vol*buffer(ptrD+1) ; 

dif = dif + 200/10000; 

ptrS = mod(ptrS + 1, bufSize); 

ptrD = mod(floor(ptrS - dif), bufSize) ; 


end 

sound(dp, fs) ; E 
9.4.8 均衡 器 

均衡 器 (equalizer) 是 用 于 改变 音频 信号 某 一 部 分 频谱 而 其 余部 分 不 变 的 滤波 器 。 例 


如 ， 使 用 均衡 器 可 以 提升 低音 音量 ,但 一 阶 倾斜 型 洪波 器 
不 改变 高 频 部 分 音量 。 均 衡器 通常 由 低 i 
通 和 高 通 倾斜 型 (shelving) 滤 波 器 以 及 峰 
值 和 陷 波 滤波 器 (peak and notch filter) 
级 联 而 成 。 

一 阶 倾斜 型 滤波 器 。 倾 斜 型 滤波 器 
类 似 于 低 通 或 者 高 通 滤波 器 ， 但 阻 带 通 
常设 置 为 1 而 非 0。 通 带 内 的 频率 可 增 
强 ， 称 为 提升 (boost)， 或 者 减弱 ， 称 为 
前 减 (cut) 。 低 频 倾斜 型 滤波 器 可 提升 或 
者 削减 低频 部 分 ， 而 高 频 部 分 直接 通过 。 
高 频 倾斜 型 滤波 器 提升 或 者 削减 音频 信 
号 的 高 频 端 ， 允许 低 频 部 分 直接 通过 。 
图 9. 36 给 出 了 一 些 低 、 高 频 倾斜 型 滤波 
器 的 幅度 曲线 。 





Bd 9.36 ”一 阶 借 斜 型 滤波 器 幅度 响应 
一 阶 倾斜 型 滤波 器 的 传输 函数 为 低 通 提 逢 


z — TI 


H(z) = K 
diode 


图 9. 37 中 低频 提升 滤波 器 的 最 大 增益 
AA, BRE f. 处 的 增益 为 A。。 

由 式 (9.11)， 从 图 9. 37 中 数据 点 
可 以 写 出 如 下 三 个 方程 : 

在 频率 点 Offz, z—1, 增益 为 A, 

K;— =A (9. 12) 

在 频率 点 f:/2，z 二 一 1]， 增 益 为 1， 
—l-2Z -K 1+ 2 


(9. 11J 




















m pm I Mx | ie 
(9. 13) 
在 频率 点 fo MAH Ao z 为 一 个 图 9. 37” 低 通 提升 滤波 器 ， 增 益 和， 截止 频率 f. 
复数 ， 
e 一 zi 
jk == =A, (9. 14) 
求解 式 (9. 13» P B K 值 ， 并 将 其 代入 式 (9.12) 和 式 (9.14)， 可 以 获得 
Kk-lth (9. 15) 
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I+ $i 1 = 2; — 
Ta ^ (9. 16) 
1+ p, e* +z = 
tts ere (9. 17) 
由 该 公式 ， 分 子 分 母 提 取 因 子 e" , ， 利 用 欧 拉 公式 并 除 以 余弦 项 可 得 
LR + jz, tan(a) 
i4 ; 二 A。， P a= 8/2 = xf./ fs (9. 18) 
1 + pi 十 jpi tan(a) 


根据 式 (9. 16)， 可 以 看 到 (1 一 z1)/(1 十 zj) 二 A 1—p,)/At+p,). BHRARKO. 18), # 
X p= p) Atp), A 











| agit ento) as i, 
Bt+jtan(a) | ^'^ 
求解 此 8 方程 ， 可 得 
Moe = 
B= ite, ótan(a) (9.19) 
其 中 
" A: — 1 
8 AA: AB 
由 式 (9. 19) np 48 
_ l—étan(a) 
A= 1+ tas (9. 20) 
最 后 可 得 到 式 (9. 16) 中 z 为 
z 一 1— 
1 Ir (9. 21) 
利用 相同 的 方式 ， 可 以 求解 低 通 削减 、 高 通 提升 和 高 通 消减 滤波 器 。 表 9.3 给 出 了 相关 的 


BX. 


359.3 低 通 /高 通 倾斜 型 滤波 器 方程 。 当 0 一 A 一 1 时 ， 生 成 削减 滤波 器 ， 当 A 二 1 时 ， 生 成 提 
升 滤波 器 。B8= (1 一 pi)V(1+ pi)。 这 些 公式 已 包含 在 MATLAB 函数 equalizer1. m 中 ， 
见 附 录 D。 另 外 可 参考 文献 [5] 和 [6] 





6 pi Zi K 
低 通 Ai—1 1—ótan(xf./ fs) 1—Ag ld i 
A*— A? 1--étan(xf./ f.) 1 十 Ap 1 十 zi 
高 通 (A? — A? 1—dtan(rf-/ fs) 4 一 8 l— pı 
1—A2 l-Fétan(xf./ fs) A+B 1—z 





i] 9-7 高 通 提 升 滤波 器 的 设计 
设计 一 个 高 通 提 升 滤 波 器 ， 峰 值 增益 为 4， 抽 样 频 率 f= 二 11025Hz， 截 止 频 率 大 三 3， 
500Hz。 截 止 频率 处 的 增益 相对 峰值 衰减 3dB。 
f: 对 于 此 种 情况 ，A= 二 4，A. 二 4V2/2 二 2. 828。 由 表 9. 3 中 的 高 通 滤波 器 ， 有 
= [Az — A" . [2.828 一 4 _ 
o= 1—A2 WV 1—2. 828? ale 


_ l—ótan(xf./f.) _ 1— 1.0694tan(3500/11025) _ 
Pi TF oetan(nf./fs) 1+ 1. 0694tan(3500x/11025) 








— 0. 2469 
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_ 1 一 和 _ 140.2469 _ 
Pde ieee arn PAST 


_ A—p_ 4—1.6557 _ 
aie shies Po 


K— Lf: _ 1+0. 2469 








站 
高 通 提升 滤波 器 的 传输 函数 为 
u z — 0. 4145 


系统 的 幅 频 响应 如 图 9. 38 所 示 。 

二 阶 峰 值 、 陷 波 和 倾斜 型 滤波 器 。 峰 值 滤波 器 类 似 于 共鸣 器 (谐振 器 ) ， 只 是 阻 带 为 1 
而 非 0， 而 且 峰 值 将 上 升 到 大 于 1 的 某 个 高 通 提升 倾斜 型 滤波 器 
值 。 图 9. 39 给 出 了 一 个 典型 的 峰值 、 陷 [5m 

二 阶 模拟 陷 波 滤波 器 可 以 写 为 

ster 
A= Sains bol 

为 了 获得 作为 均衡 器 的 数字 陷 波 滤波 器 ， 
仅 需 要 将 wo 预 畸 变 后 进行 双 线 性 变换 。 
经 过 一 些 推 导 ， 可 以 得 到 二 阶 数字 陷 波 
滤波 器 的 传输 函数 为 


2 
aoz aye a; 
Hye) eK, ERES 





(9. 22) 


式 中 频率 (Hz) 
ay = Ly a, —— 2cosCus) » a, = 1 9. 38 高 通 提升 倾斜 型 滤波 器 ， 峰值 增益 为 4< 








_ — 2cos(ar ) _ l—AÀ + 一 一 
b, 1 +k; , bz LEB , kı 《YI Ae / AJ tanCAw/2) 


-2000Hz 的 峰值 滤波 -3500Hz 的 陷 波 滤波 器 





频率 (Hz) 
a) 


图 9.39 峰值 和 陷 波 滤波 器 作为 均衡 器 。 两 种 情况 下 ， 通 带宽 度 在 增 
益 为 VCI 十 Az:)72 处 测量 ，A 为 峰值 或 者 陷 波 处 的 增益 


1 


Ke — ACE. 
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Aw 为 增益 A. 处 的 带宽 ， 单 位 为 弧度 。 
对 于 数字 峰值 滤波 器 ， 同 样 可 由 共鸣 器 作为 模拟 滤波 器 推导 得 到 ， 即 


- Zw os 
masa + 26wos F w? 
如 果 预 畸变 w 并 利用 双 线 性 变换 ， 可 以 得 到 = 域 的 数字 共鸣 器 ， 但 是 基础 增益 为 0， 而 不 
是 峰值 均衡 器 所 需要 的 1。 该 共鸣 器 的 传输 函数 为 





2 
H, — K 4% 十 aiz 十 az 
ee) r z 十 bz 十 6。 (9 23) 
式 中 ， 
@=1, a= 0 a =—1 
2cos(a ) S 1 — Rs 
"em 1 十 Ra 
参数 


k: = (A./ /1— A?) tan(Aw/2) 
kz 

MTT 

Aw 为 增益 A。 处 的 带宽 ， 单 位 为 弧度 。 

我 们 不 要 天 真 地 认为 ， 只 要 将 互 .(s) 或 者 HH,(z) 加 上 常数 1， 即 可 得 到 所 需要 的 滤波 
器 。 原 因 是 实数 1 对 于 所 有 频率 成 分 具有 0 相 移 ， 而 此 共鸣 器 不 是 如 此 ， 结 果 是 净 增 益 将 
仅 取决 于 共鸣 器 的 相 移 。 因 此 ， 我 们 需要 具有 单位 增益 ， 且 相 移 特性 与 共鸣 器 的 相 移 特性 
相同 的 函数 ， 而 不 是 常数 1。 

陷 波 滤波 器 和 共鸣 器 的 相位 曲线 在 整个 频带 内 相差 90"， 这 样 的 一 对 滤波 器 称 为 互补 
滤波 器 ， 这 意味 着 两 个 滤波 器 的 线性 组 合 可 以 获得 整个 频带 内 的 单位 增益 。 改 变 其 中 一 个 
滤波 器 的 增益 ， 不 改变 其 相位 曲线 ， 可 以 生成 一 个 新 的 滤波 器 ， 即 

H(z)—A*H,GO--H,(z) 
Hop. H.C) Al H, (2) A FENG BB AM EA UE UE UR AS. D EE RA AH I PR EB ts PA FD RA]. wo 值 。 
若 远离 wo 附近 ， 共 鸣 器 增益 为 0， 而 陷 波 滤波 器 增益 为 1， 所 以 两 者 组 合 后 增益 为 1。 在 
coo 附近 时 ， 共 鸣 器 和 陷 波 滤波 器 的 峰值 相 加 。 在 w 时 ， 陷 波 滤波 器 增益 为 0， 使 得 组 合 
增益 等 于 A。 如 果 A 大 于 1， 得 到 峰值 滤波 器 ; 如 果 A 小 于 1， 得 到 陷 波 滤波 器 。 

二 阶 共鸣 器 和 二 阶 陷 波 滤波 器 相 加 生成 一 个 二 阶 均衡 器 ， 形 如 





oz Oot Faza 
fT) K z +bz +b, 
式 中 ， 
a= l+ Akı, a4 =— 2Ccos(us ) 5 à; = 1 — Ak, 


b, = —2cos(a) /(1 +k), b = A—k)/A+k) 
(A? — 1)/ (A? — A?) tan(Aw/2) 
K-—1/G +4) 

Ao 为 增益 A. 处 的 带宽 ， 单 位 为 弧度 。 

峰值 提升 和 消减 滤波 器 的 频率 响应 

利用 MATLAB 计算 多 个 峰值 提升 和 消减 滤波 器 的 频率 响应 ， 中 心 频率 为 六 /4， 带 宽 
分 别 为 100Hz、500Hz 和 1000Hz， 抽 样 频率 为 f. 二 11025Hz。 提 升 滤波 器 的 增益 设置 为 
1. 8， 削 减 滤 波 器 的 增益 设置 为 0. 2. 

解 : 下 面 的 MATLAB 函数 利用 了 上 面 峰值 滤波 器 的 推导 公式 ， 见 附录 D. 


function [num den] = 

if(nargin < 4 || nargin > 5) 
disp('error') ; 
disp('Usage: [num den] = 
disp('[num den] = 


equalizer2(f0, A, bw, 


equalizer(f0, A, bw, 
equalizer(f0, A, bw, 
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fs, Abw) 


fs, Abw);'); 


fs);') 


return; 
end 
if (margin == 4) 
Abw = A - (A-1)/sqrt (2); 
end 
£0 = £0/fs;wO = 2*pi*f0; 
bw = 2*pi*(bw/fs) ; 
B = sqrt((Abw^2 - 1)/(A^2 - Abw^2))*tan(bw/2); 
a0 = (1 + A*B); 
al = -2*cos (w0); 
a2 = 1 - A*B; ~ 
b0 = 1 + B; 
bi = -2*cos(w0); 
b2 = 1 - By 
num = [a0 a1 a2]/b0; 
den = [bo bl b2]/b0; 
return; 


调用 该 函数 ， 设 置 A=1. 8 生成 提升 滤波 器 ，A=0. 2 生成 削减 滤波 器 ， 结 果 如 图 9. 40 
所 示 。 
二 阶 峰 值 滤波 器 的 设计 
设计 增益 为 3 的 二 阶 峰 值 滤 波 器 ， 中 心 频率 为 2400Hz， 带 宽 为 800Hz。 设 置 带 宽频 
率 为 1 十 (A 一 1)/V2， 抽 样 频 率 为 11025Hz， 所 得 滤波 器 的 频率 响应 曲线 如 图 9. 41 所 示 。 
峰值 提升 和 削减 滤波 器 





图 9. 40 峰值 和 削减 滤波 器 ， 带 宽 分 别 
为 100Hz、500Hz 和 1000Hz 


图 9. 41 


< 


峰值 滤波 器 








5000 


2000 3000 4000 


频率 (Hz) 
峰值 滤波 器 ， 中 心 频率 为 2400Hz， 带 宽 800Hz。 
该 滤波 器 的 MATLAB 代码 已 包含 在 附录 D 的 
equalizer2. m 函数 中 


0 1000 


fF : 

fs = 11025; 

£0 = 2400; w0 = 2*pi*f0/fs; 
bw = 800; dw = 2*pi*bw/fs; 
A = 3; 

Ac = (A - 1)/sqrt(2) + 1; 
kl = sqrt((Ac^2 -1)/(A^2 - Ac^2))*tan(dw/2); 
a0 = 1 + A*k1; 

al = -2*cos(w0); 

a2 = 1 - A*k1; 

bo = 1; 

bl = -2*cos(w0) /(1+k1) ; 
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b2 = (1 - k1)/(1+k1); 

K = 1/(1 + ki); 

num = K* [a0 al a2]; 

den = [b0 bl b2]; 

[H f] = fregz(num, den, 1024, fs); 
figure (1);clf; 

plot(f, abs(H)); 

axis([O fs/2 0 4.11); 
xlabel('frequency in Hz'); 
ylabel('gain'); 
title('Peak Filter'); 


级 联 均衡 器 的 设计 

设计 两 个 均衡 器 以 级 联 方式 处 理 线性 调频 (chirp) 信 和 号。 设置 抽样 频率 为 11025Hz， 并 
生成 ls 的 调频 信号 ， 其 频率 范围 由 100Hz 变化 至 上 /2。 第 一 个 均衡 器 应 为 低 通 提升 滤波 
器 ， 其 在 0Hz 处 的 增益 为 2， 在 2000Hz 处 的 增益 为 1 十 1/V2。 第 二 个 均衡 器 应 为 高 通 陷 
波 滤波 器 ， 其 增益 为 0.2， 中 心 频率 为 3500Hz， 带 宽 为 600Hz。 带 宽频 率 处 的 增益 为 
0.2 十 (1 一 0.2)/Y2。 利 用 MATLAB 中 的 chirp 函数 生成 信号 ， 利用 MATLAB 中 的 filter 
函数 将 信号 通过 两 个 滤波 器 ， 画 出 输入 信和 号 波形 ， 每 个 滤波 器 的 增益 曲线 ， 以 及 输出 信和 号 
波形 。 

解 : 下 面 三 行 代码 生成 调频 信和 号 : 

fs = 11025;T = 1/fs; 

nT = [0:11024]*T; 

s = chirp(nT, 100, 1, fs/2); 
利用 附录 D 中 的 equalizerl 和 equalizer2 函数 生成 滤波 器 。 

Alow = 2; fcl = 2000;Aclow = 1 + 1/sqrt(2); 

[numl deni] = equalizerl (1, Alow, fs, fcl, Aclow); 

Ahi = 0.2;bw = 600;f0 = 3500; 

Achi = 0.2 + .8/sqrt(2); 

[num2 den2] = equalizer2(f0, Ahi, bw, fs, Achi); 
将 信号 通过 两 滤波 器 。 

sl = filter(numl, denl, s); 

s2 = filter(num2, den2, s1); 


结果 如 图 9. 42 所 示 o 
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时 间 (s) 
a) 原始 调频 信号 ， 频 率 由 100Hz 至 //2 


低 通 提 升 和 高 通 削 减 滤波 器 
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b) 原始 调频 信和 号， 频率 由 100Hz 至 //2 


图 9.42 例 9-10 图 
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滤波 后 的 信号 
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c) 滤波 后 的 信号 
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小 结 


本 章 介 绍 了 与 语音 频谱 相关 的 DSP 知识 。 由 语音 文件 编码 开始 ,包括 PWM, PCM, PAM 和 

DPCM， 并 介绍 了 能 够 获得 更 好 量化 效果 的 A 律 和 yy 律 压 扩编 码 。 

对 于 语音 音效 ， 给 出 了 4 种 振荡 器 的 设计 方法 : 查 表 方 法 、 多 项 式 拟 合 、 递 归 振 荡 器 和 三 角 函 数据 

荡 器 ， 并 给 出 了 单 延 迟 和 多 延迟 、 混 响 、 颤 音 、 杀 边 、 合 唱 等 音效 ， 以 及 模拟 多 普 勒 音效 的 方法 。 用 于 

混 响 的 MATLAB 函数 见 附录 D. 

本 章 最 后 给 出 了 均衡 器 、 一 阶 高 通 / 低 通 提升 和 削减 滤波 器 的 设计 方法 ， 以 及 二 阶 峰 值 / 陷 波 滤波 器 

设计 方法 ， 用 于 均衡 器 设计 的 MATLAB 函数 见 附录 D. 

习题 

思考 题 

1. 图 9. 19 所 示 为 不 同 延 迟 量 的 镶 边 器 幅 频 曲线 图 ， 利 用 此 结果 解释 为 什么 正弦 信号 通过 不 同 延 迟 的 灸 
边 器 后 ， 得 到 了 图 9. 19 所 示 结 果 。 

2. CD 唱片 采用 16 位 抽样 ， 而 网 络 上 常见 的 WAV 格式 音频 文件 为 8 位 。 请 猜测 用 于 记录 语音 信号 所 需 
的 最 小 位 数 ， 要 求 信息 不 丢失 并 保证 近 处 的 听 者 能 够 听 懂 。 例 如 ， 如 果 将 从 1 数 到 10 的 语音 信号 记 
录 在 一 个 WAV 文件 中 ， 将 每 个 抽样 值 量化 至 3 位 ， 经 回放 是 否 还 可 以 分 辨 所 说 的 数字 ? 猜想 之 后 ， 
利用 个 人 计算 机 上 的 声卡 生成 一 个 WAV 格式 文件 用 于 记录 你 的 声音 ， 使 用 MATLAB 读 入 该 文件 ， 
降低 每 个 抽样 值 的 位 数 ， 回 放 该 结果 直至 不 能 听 清 为 止 。 若 量化 位 数 至 位 ， 完 成 以 下 工作 : (a) JA 
一 化 抽样 值 至 0 一 1 范围 ，(b) RA 2^ 并 截断 至 整数 ，(c) MV 2’, (d) 去 归 一 化 至 一 1 一 1 的 范围 。 

3. 回答 以 下 关于 简单 混 响 器 的 问题 ， 其 传输 函数 为 

H(z) = SEA 
(a) 描述 系统 脉冲 响应 和 频率 响应 随 A 值 的 变化 情况 ; 
(b) 描述 系统 脉冲 响应 和 频率 响应 随 a 值 的 变化 情况 。 

4. 图 9. 31 中 ， 全 通 混 响 器 以 级 联 方 式 排 列 ， 这 种 排列 为 什么 比 并 联 形式 能 取得 更 好 的 效果 ? 

5. 倾斜 型 滤波 器 的 作用 是 什么 ， 为 什么 利用 其 建立 均衡 器 ， 而 不 利用 标准 的 低 通 、 高 通 滤波 器 ? 

6. 均衡 器 用 于 抑制 或 者 提升 语音 频谱 中 某 些 频带 分 量 ， 以 提供 听 者 一 个 更 好 的 听觉 效果 ， 给 出 至 少 三 个 
使 用 均衡 器 的 其 他 原因 。 

7. 假设 共鸣 器 (谐振 器 ) 在 fo 处 的 最 大 增益 为 1， 其 传输 函数 为 H,(z)， 现在 构建 一 个 新 的 传输 函数 
H(z) =1+H,(2), H(z) Bie 35 di dg? 说 明理 由 。 

8. 低 通 削 减 滤波 器 与 高 通 滤波 器 相似 ， 同 样 ， 高 通 削 减 滤波 器 与 低 通 滤波 器 相似 ， 请 解释 它们 之 间 的 
区 别 。 

分 析 与 设计 题 

9.115 

9.1 AJH MATLAB 生成 频率 为 100Hz 的 三 角 波 信号 ， 幅 度 由 0 至 一 1 变化。 利用 PWM 编码 该 信号 ， 

抽样 频率 为 1000Hz， 分辩 率 为 7 位。 重 又 绘 出 三 角 波 与 PWM 信号 ， 至 少 包含 10 个 周期 的 信和 号。 

9.2 节 

9.2 pp 律 对 数 编码 表示 式 如 下 
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[19] 


3 


yah Lk Lz Ll | ) 


Sica 
In cian sgn Gz[n]) 


利用 MATLAB 函数 实现 该 表示 式 ， 其 中 必 =255。 利 用 写 出 的 函数 编码 1Hz ERS. He 4 
个 不 同 的 幅度 。 在 同一 坐标 轴 下 绘 出 原始 正弦 信号 和 编码 信号 ， 并 利用 图 形 解释 ， 律 编码 的 工作 
方式 。 

解释 有 损 文 件 格式 和 无 损 文件 格式 的 区 别 ， 对 于 音频 文件 ， 有 损 文件 格式 丢失 了 什么 信息 ? 





xn] = 


O38 


4 


图 9. 8 给 出 了 如 何 进行 线性 插值 ， 以 及 利用 查 表 法 生成 正弦 波 的 方法 。 
(a) 正弦 和 余弦 之 间 存 在 cos(0) 王 sin(90 一 六 的 关系 ， 修 改 图 9.8 中 的 MATLAB 代码 用 于 生成 正弦 
和 余弦 波形 ， 并 在 相同 的 坐标 轴 下 绘 出 波形 。 
(b) 利用 (a) 的 结果 生成 tan). HFH cos(0) 趋 于 0 时 ，tan(0) 趋 于 无 穷 ， 所 以 在 绘 出 图 形 时 ， 需 
要 人 工 限制 该 值 的 大 小 。 
在 9.4.1 节 中 ， 可 利用 多 项 式 表示 正弦 波 
sin(z) = x— z /31!--z3/51— a! /213 ++ 
该 式 可 以 另 写 为 如 下 形式 以 更 加 便于 计算 ， 如 式 (9. 4) fra, 
sin(z) = x(1— kiz’? (0 — kzz? (1 — bx? 
Al FA AH BE, REETIS A 
cos(x) = x— z? /21+2°/41—2°/61 ++ 
将 上 述 余弦 表示 式 写 为 类 似 式 (9.4) 的 形式 ， 并 编写 MATLAB EFE Hj RAR RG e 
图 9. 11 为 二 阶 递归 振荡 器 ,图 9. 12 给 出 了 差分 方程 形式 的 MATLAB 仿真 实现 。 利 用 状态 变量 重 
做 该 仿真 。 
图 9.12 P, MATLAB 代码 使 用 输入 向 量 z 表示 单位 脉冲 ， 由 于 单位 脉冲 只 有 在 原点 处 为 1， 其余 
均 为 0， 因 此 可 以 去 除 向 量 zx， 请 重 写 图 9. 12 没有 输入 向 量 x 的 代码 。 
三 角 振 功 器 的 公式 如 下 (来 自 式 (9.5) 和 式 (9. 6), 
win+1]= Byiln] 4- AysUn] 
yeln+ 1]=— Ayı [n] + By:[n] 








画 出 该 振 功 器 的 原理 框图 。 

图 9. 13 中 的 三 角 振 功 器 的 信号 频率 为 100Hz， 抽 样 频率 为 11025Hz， 求 解 与 100Hz Hil ERE ILE B 
最 低 信号 频率 S。 重 新 编写 对 应 该 频率 的 程序 代码 ， 利 用 MATLAB 验证 求解 结果 。 

设计 一 个 三 角 波 振荡 器 ， 要 求 振荡 频率 为 440Hz， 抽 样 频率 为 22025Hz， 输 出 幅度 为 1 的 正弦 波 
和 余弦 波 。 

根据 2011 年 的 吉 尼 斯 纪录 ， 有 史 以 来 最 低 的 口哨 音符 是 C 调 下 的 下 音 ,由 加 拿 大 的 Jennifer 于 
2006 年 创造 ， 该 音符 对 应 频率 为 174. 614Hz。 同 样 ，Jennifer 保持 着 最 高 的 口哨 音符 纪录 ， 为 C 
调 上 的 第 三 个 玉音 ,该 音符 对 应 频率 为 1318. 51Hz。 设 计 二 阶 递归 振荡 器 用 于 生成 最 低频 率 音 符 ， 
设计 一 个 三 角 振 荡 器 用 于 生成 最 高 频率 音符 ， 并 利用 MATLAB 中 的 wavplay 函数 播放 。 抽 样 频 
率 为 8000Hz， 幅 度 为 1V。 

修改 图 9. 13 中 三 角 正 弦 振 功 器 的 MATLAB 代码 ， 使 得 该 振 划 器 产生 一 个 正弦 波 ， 要 求 该 正弦 波 
从 100Hz 开始 以 2Hz 的 增 量 扫 频 2s 以 上 。 为 使 得 频率 平滑 变化 ， 仅 当 正 弦 波 由 负 值 变 为 正 值 或 0 
值 时 改变 信号 频率 。 

设计 一 个 二 阶 递 归 振 荡 器 ， 要 求 振荡 频率 为 1kHz， 抽 样 频率 为 11025Hz， 输 出 幅度 为 1 的 正弦 波 
下 面 的 MATLAB 代码 利用 chirp 函数 生成 一 个 WAV 格式 的 文件 ， 该 信号 频率 在 3s 的 时 间 内 由 
10Hz 变化 至 1000Hz， 抽 样 频率 为 8kHz。 

fs = 8000;T = 1/fs; 

t = (0:3*fs)*T; % 3 seconds 

u =..49*(chirp(t, 10, 3, 1000)+1); 

wavwrite(u, fs, 'ChirpWav'); 





加 ”两 者 频率 不 同 ， 但 抽样 序列 的 结果 相同 。 一 一 译 者 注 
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生成 如 同 图 9. 13 所 示 的 单 级 延迟 滤波 器 ， 其 中 kR=1. iA ChirpWav 文件 并 利用 filter 函数 滤波 ， 
利用 wavplay 函数 回放 处 理 结果 。 设 置 延迟 时 间 分 别 为 .0.08s、0.01s 和 0.001s， 画 出 每 种 情况 下 
滤波 器 的 频率 响应 以 及 零 极点 分 布 图 。 作 为 娱乐 ， 你 可 以 试 着 确定 可 以 听 出 原始 WAV 文件 和 滤 
波 后 文件 两 者 区 别 的 最 小 延迟 时 间 。 
一 个 信和 号 由 方 波 构成 ， 其 幅度 变化 由 一 1 至 1， 占 空 比 为 50% ， 频 率 为 lkHz， 以 20kHz 进行 抽 
样 。 如 果 该 信号 通过 增益 常数 k— — 1 的 单 级 延迟 滤波 器 ， 分 别 画 出 延迟 为 如 下 情况 的 输出 信和 号 草 
Al: (a) 2 个 抽样 点 ; (b) 10 个 抽样 点 。 
对 于 级 延迟 滤波 器 ， 每 级 均 为 N 阶 延 迟 ， 传 输 函 数 为 

HG) = zN 二 Kiz DN + Kae" +--+ Ky 
例 9-3 举例 说 明了 该 公式 在 N=5, s=3 时 等 价 的 IIR 形式 。 利 用 MATLAB iE AA fe i RK A(z) = 


于 二 < 十 < 十 1 等 价 于 例 中 的 IIR 函数 。 


利用 MATLAB 生成 一 个 三 级 延迟 滤波 器 ， 其 中 延迟 阶 数 为 5， 且 所 有 的 增益 均 为 1， 抽样 频率 为 
8kHz。 如 果 幅 度 变 化 为 一 1 一 L1、 占 空 比 为 50% 、 频 率 为 200Hz 的 方 波 通过 该 滤波 器 ， 画 出 输出 信 
号 一 个 周期 内 的 草图 ， 并 利用 MATLAB 验证 结果 。 

为 了 更 好 地 理解 灸 边 器 如 何 工作 ， 画 出 分 别 对 应 三 种 不 同 延 迟 量 的 增益 -频率 曲线 。 选 择 适当 的 抽 
样 频率 ， 延 迟 分 别 为 2ms、10ms 和 20ms。 

利用 MATLAB 仿真 合唱 效果 ， 选 择 线性 调频 信号 作为 输入 ， 抽 样 频率 为 11025Hz。 信 和 号 在 3s 时 
间 周 期 内 由 20Hz 变化 至 ?kHz， 最 大 延迟 时 间 为 5ms。 

如 单一 频率 相同 ， 振 音 的 音效 也 可 以 用 于 一 组 频率 。 对 于 钢琴 ，C 大 调和 弦 由 C、E 和 GAHAR, 
分 别 对 应 频率 261. 626Hz、329. 628Hz 和 391. 995Hz。 生 成 这 三 个 频率 的 正弦 波 并 将 其 相 加 形成 C 
和 弦 。 抽 样 频率 为 11025Hz， 归 一 化 信号 幅度 至 1， 利用 MATLAB 中 的 wavplay 函数 去 听 结 果 。 
生成 频率 为 4Hz、 幅 度 为 0. 2 的 余弦 波 ， 利 用 该 余弦 信号 调制 和 弦 信 号 ， 如 图 9. 22 所 示 。 归 一 化 
所 得 信号 的 幅度 为 1， 并 利用 wavplay 播放 结果 。 利 用 快速 健 里 叶 变 换 (FFT) 画 出 原始 信号 和 具有 
振 音 信号 的 频谱 。 

将 颤音 用 于 习题 9. 20 生成 的 C 大 调和 弦 ， 利 用 频率 为 4Hz 的 正弦 波 调制 信号 频率 ， 如 图 9. 23 所 
示 。 归 一 化 所 得 信和 号 的 幅度 为 1， 并 利用 wavplay 播放 结果 。 利 用 FFT MSHA 
信号 的 频谱 。 

组 合 低 通 滤波 器 与 简单 混 响 器 的 传输 函数 ， 传 输 函 数 变 为 


d 





-- Z 
Hre) = AHO 
HH, Hie (z) 为 低 通 滤波 器 的 传输 函数 
|. K(z41* 
Hip (2) = zg 一 2ciz 十 csz 


(a) di K=0. 2066, c; —0.1848, c; 一 0. 1958， 求 解 传 输 函 数 Hip (2. 

(b) #A=0.8, d=10, MW Hrup Ce) BS AERE IS] IZ o 

(c) #A=0.8, d=10, MH Hrip (z) 的 脉冲 响应 。 

(d) 此 应 用 中 使 用 二 阶 低 通 滤波 器 而 不 是 一 阶 低 通 滤波 器 ， 其 优点 和 缺点 是 什么 ? 

生成 一 个 线性 调频 信号 ， 起 始 频率 为 100Hz， 经 3s 时 间 到 达 最 终 频 率 800Hz， 抽 样 频 率 为 2kHz。 
构建 一 个 单 级 全 通 混 响 滤 波 器 ， 其 中 A=0.8, d=50. AAW MATLAB 中 的 filter 函数 将 线性 调频 
信号 通过 该 混 响 滤波 器 ， 播 放 原 始 信 号 和 滤波 后 信号 。 解 释 为 什么 滤波 后 信号 低频 部 分 出 现 “ 闸 
音 ”， 而 高 频 部 分 出 现 不 含 颤 音 的 清晰 回声 。 

例 9-6 给 出 了 仿真 多 普 勒 频 移 的 MATLAB 代码 ， 修 改 代码 以 生成 翻转 的 多 普 勒 频 移 ， 也 就 是 时 间 
向 后 移动 ， 低 频 信和 号 首先 被 听 到 ， 随 后 是 高 频 信号 。 

多 普 勒 频 移 常 使 听 者 产生 一 种 错觉 ， 即 声 源 逐 渐 靠近 时 听 到 了 连续 的 频率 变化 ， 而 声 源 远 离 时 出 
现 相 反 的 变化 。 认 为 这 是 由 声 源 的 响 度 改变 所 引起 。 利 用 MATLAB 生成 真实 声音 仿真 多 普 勒 频 
BMA. FIA MATLAB 中 的 chirp 函数 生成 线性 调频 信号 ， 其 在 1s 时 间 内 频率 由 480Hz 变化 至 
500Hz， 抽 样 频率 设 为 11025Hz。 然 后 在 下 ls 内 频率 由 500Hz 降 至 480Hz， 并 以 线性 方式 改变 信 
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9. 26 


9. 30 


号 的 幅度 ， 使 得 500Hz 时 信号 响 度 达到 最 大 。 

利用 MATLAB 生成 低 通 均衡 器 的 曲线 图 ， 其 极点 位 置 按 步 长 0.1 由 0.1 增加 至 0.9， 如 果 (a) 该 
滤波 器 为 低 通 提升 均衡 器 ， 在 0Hz 处 的 增益 为 2. 0; (b) 该 滤波 器 为 高 通 提升 均衡 器 ， 在 f./2 处 
的 增益 为 2. 0。 在 同一 幅 图 中 绘 出 所 有 曲线 ， 其 中 六 一 2Hz， 太 一 0. 5Hz。 





二 阶 数字 均衡 器 的 传输 函数 为 
_ paol t+azt+az 
H(z) = K ZG demLE 
AP, 
a= 1 + Akı, ai =—2cos(w), a: = l— Ak, 


bi = — 2cos(an)/C1 + ki), b; = (1— &y)/(1-- hi) 

k= JCA? —1)/(A® — ADtan CAo/2) 

K= 1/1 +k) 
Aw 为 增益 A. 处 的 带宽 ,单位 为 弧度 。 
(a) 证 明 当 w —0 时 ,传输 函数 变 为 一 阶 低 通 削减 或 提升 滤波 器 的 传输 函数 。 
(b) 证 明 当 w= 二 2xfs/2 时 ， 传输 函 数 变 为 一 阶 高 通 前 减 或 提升 滤波 器 的 传输 函数 。 
生成 一 个 线性 调频 信和 号， 频率 在 0. 5s 内 由 10Hz 变化 至 20000Hz， 抽样 频率 为 44100Hz， 将 此 信 
号 通过 两 个 一 阶 均衡 器 。 第 一 个 低 通 提升 均衡 器 增益 为 4， 截 止 频 率 为 1000Hz， 截 止 频 率 处 的 增 
益 应 为 1 十 1/V2。 第 二 个 高 通 提升 均衡 器 增益 为 4， 截止 频率 为 18000Hz， 截 止 频率 处 的 增益 应 为 
1 十 1/V2。 画 出 该 信号 通过 滤波 器 前 后 的 波形 ， 以 及 两 个 均衡 滤波 器 的 幅 频 曲线 。 
为 验证 均衡 器 处 理 声音 产生 的 效果 ， 生 成 一 个 至 少 1s 的 锯齿 波 ， 其 基 频 为 440Hz， 经 f.— 
22050Hz 抽 样 ， 带 宽 限 制 在 小 于 fs/2 的 范围 内 。( 可 以 使 用 附录 D 中 的 fouriersaw 函数 实现 。) 使 用 
MATLAB 中 的 sound 函数 播放 原始 信号 。 设 计 一 个 峰值 均衡 器 ， 其 中 心 频率 为 2200Hz， 带 宽 为 
3080Hz， 峰 值 增益 为 4。 使 用 MATLAB 中 的 filter 函数 将 原始 信号 通过 该 均衡 器 ， 并 使 用 sound 
函数 播放 结果 。 画 出 锯齿 波 的 频谱 以 及 均衡 滤波 器 的 频率 响应 ， 利 用 这 两 幅 图 解释 原始 信和 号 与 滤 
波 后 信号 在 听觉 上 的 差别 。 
高 通 提升 或 削减 滤波 器 的 传输 函数 一 般 为 

H(z) = K% 
z— pr 

该 表示 式 中 存在 三 个 未 知 量 : K, om 和 如 。 对 于 高 通 提升 滤波 器 ， 写 出 用 于 求解 这 些 未 知 量 的 三 
个 方程 ， 其 中 最 大 增益 为 A， 截 止 频率 f. 处 的 增益 为 A.。 求 解 这 三 个 方程 并 验证 表 9. 3 中 的 值 。 
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许多 一 维 信 号 的 处 理 方法 可 以 扩展 应 用 于 二 维 信 号 ， 如 图 像 数 据 。 生 活 中 许多 其 他 
类 型 的 数据 本 身 就 是 二 维 信 号 。 因 为 人 眼 是 人 重要 的 感受 器 官 ， 为 了 便于 观察 ， 我 们 通 
常 将 其 转换 为 图 像 信号 显示 。 例 如 ， 在 夜间 天 气 预报 节目 中 ， 大 气压 、 温 度 、 湿 度 和 降 
雨量 通常 以 图 像 的 形式 显示 。 同 样 ， 电 磁场 、 重 力 、 地 震波 等 数据 也 常 以 二 维 信 号 
表示 。 

本 章 将 主要 介绍 傅 里 时 变换 和 FIR 滤波 器 在 二 维 信号 中 的 应 用 。 例 如 ， 若 将 图 像 通过 
二 维 低 通 滤波 器 ， 图 像 中 的 边缘 部 分 将 被 平滑 。 相 反 ， 图 像 通 过 二 维 高 通 滤波 器 时 ， 图 像 
轮廓 将 被 锐 化 。 此 外 ， 通 过 傅 里 叶 变换 ， 我 们 可 以 确定 二 维 图 像 的 频率 成 分 。 


10.1 二 维 信号 的 表示 
一 维 信和 号 通常 采用 沿 着 时 间 轴 以 变化 的 幅度 值 表示 ， 二 维 信号 则 采用 网 格 上 的 幅度 值 

表示 。 每 一 个 网 格 点 都 对 应 一 个 某 种 变量 (如 亮度 ) 的 抽样 值 ， 网 格 点 称 为 像素 (pixel) 。 网 

格 的 坐标 轴 通 常用 空间 或 时 间 表 示 。 

10.1.1 像素 网 格 

网 格 的 大 小 以 其 宽度 和 高 度 上 像素 点 个 数 的 乘积 表示 ， 通 常 称 为 分 辨 率 。 例 如 ， 分 辩 
R 640X480 是 指 该 网 格 具 有 480 条 水 平 线 ， 每 条 水 平 线 上 有 640 个 像素 。 数 码 相 机 的 分 
辩 率 就 常用 像素 宽度 和 高 度 的 乘积 来 表示 。 

一 个 像素 代表 图 像 中 的 一 个 点 。 如 果 图 像 是 黑白 图 像 ， 一 个 像素 可 由 1 位 表示 。 如 果 
是 灰 度 图 像 ， 每 个 像素 需 用 一 个 数值 表示 亮度 级 ， 这 个 数值 通常 是 一 个 8 位 数 ， 因 为 计算 
机 的 存储 单位 为 8 位 ， 同 时 人 眼 很 难 识 别 超过 [uS 
256 灰 度 级 以 外 的 灰 度 。 对 于 某 些 数据 类 型 ， 
256 灰 度 级 不 够 表示 一 一 彩色 图 像 中 每 个 像素 
有 红 、 绿 、 蓝 三 个 分 量 ， 每 个 分 量 均 表示 为 
256 级 ， 这 样 每 个 像素 需 用 24 位 。 一 个 典型 
的 图 像 网 格 如 图 10. 1 所 示 ， 每 个 像素 的 每 条 
边 都 与 一 个 像素 相 邻 ，4 条 边 共 与 4 个 像素 相 
邻 ， 称 为 该 像素 的 4 邻 域 ， 以 N4 表示 。 如 果 
考虑 4 个 对 角 上 相 邻 的 像素 ， 则 称 为 该 像素 的 
8 邻 域 ， 以 N8 表示 。 许 多 基于 相 邻 像素 的 特 








图 10.1 典型 的 Nl1XN2 图像 网 格 。4 个 浅 色 
性 去 分 析 某 一 像素 的 图 像 处 理 算法 是 非 线性 ADEE Mea N 
的 。 本 章 只 考虑 基于 数字 信和 号 处 理 算法 的 线 邻 域 ， 全 部 8 个 阴影 像素 称 为 该 像素 
性 处 理 。 的 N8 邻 域 


10.1.2 二 维 差分 方程 
在 数字 信号 处 理 中 ， 描 述 一 维 因 果 系 统 的 差分 方程 可 表示 为 
y[n] = bx[n] --5ix[n —1]H-.. +buzLn— M] 
—ajyy[n—1]—a;y[n—2]—.. —auy[In — N] 
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与 之 类 似 ， 描 述 二 维 因果 系统 的 差分 方程 可 表示 为 


N N 


M; M, 2 
»L& ,kz ] [y 2o Zub, eles — ik 一 加] 一 Qj ig Yki — 3k — j2] 
i, —0i,—0 j 0 


4, =0 j= 


(10. 1) 
AH, bio a; i XR UR Ud ARDET IR. m 表示 输入 信号 ，y 表示 输出 信号 。 滤 波 器 系 
数 和 输入 、 输 出 信号 一 样 ， 都 是 用 二 维 数 据 描述 。 二 维 差分 方程 的 迭代 求解 相当 繁杂 ， 
例 10-1 介 绍 了 二 维 差分 方程 的 求解 过 程 。 
求解 二 维 差分 方程 
已 知 输入 是 二 维 的 单位 脉冲 信号 ， 其 定义 为 (0，0) 位 置 的 值 为 1， 其 他 位 置 的 值 为 0。 
所 有 初始 条 件 为 0， 求解 下 列 差分 方程 。 
yLAi ,kz | TE boo z[k: rk, | — asi xL ;k—1] — aio ylk ~ 1,&;] —aiiyLh T da — 1] 
AP, boo=1, @oo=1, ao =0.5, a1,,—0.5, ai =0. 25, 
8B: 先 令 ,二 0， 则 方程 简化 为 : 
yki 0] = boo z[k: 0] e ao, Yi pue aioylki m 1,0] —aiiyLk Y y m 1] 
由 于 所 有 初始 条 件 为 0， 因 而 下 标 为 负数 的 y 项 取 值 为 0， 差分 方程 进一步 化 简 为 
yLki ,0] = booxLki +0] —aioylki —1,0] 
根据 上 述 方 程 ， 可 以 很 快 写 出 二 维 信号 y 的 第 一 列 
yL&,0] = [1, — 0. 5,0. 25, — 0. 125, «+ 
同样 ， 可 令 k:=1, 2, … 求 解 相应 的 Yo M ki. ke 取 值 范围 为 [0， 5]Hf, 结果 如 
K 10. 1 所 示 。 


表 10. 1 求解 得 到 的 yiki, kz] 





























< 
二 维 差分 方程 还 可 利用 输入 、 输 出 掩 码 表示 。 例 10-1 中 差分 方程 对 应 的 输入 、 输 出 
掩 码 如 图 10.2 所 示 。 


ky 
[o[o[To] [ofofo] 
oz[os]o] Lofol]o | 
输出 掩 码 输入 掩 码 输出 掩 码 输入 掩 码 
a) b) c) d) 


图 10. 2 差分 方程 ylk , kz ]— x[Ài , k, ]—0. 5y[ 9 kz 1] 0. 5yLh 1, k: | 
0. 25y[A 一 1， 心 一 1 输出 和 输入 掩 码 的 两 种 描述 方式 
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从 输入 、 输 出 掩 码 可 以 观察 到 差分 方程 的 求解 顺序 。 由 图 10. 2 可 见 ， 掩 码 可 以 沿 着 
相 邻 较 高 的 行 或 列 连续 移动 ， 但 由 于 其 左右 值 还 没有 计算 出 来 ， 因 而 不 能 在 对 角 线 方向 移 
动 。 此 外 ， 还 可 以 构建 无 法 计算 的 输出 掩 码 ， 例 如 ， 图 10. 3 中 的 输出 掩 码 就 不 能 利用 递 
归 法 计算 得 到 。 





输出 掩 码 


图 10.3 输出 掩 码 不 能 用 递归 法 求解 ， 因 为 LO，0j] 点 的 输出 由 [0，1] 点 和 [1，0] 
点 的 输出 决定 ， 同 时 ， 这 两 点 的 输出 也 由 [0，0j 点 的 输出 决定 


10.1.3 二 维 差分 方程 的 性 质 

与 一 维 差分 方程 类 似 ， 二 维 差分 方程 也 有 一 些 重要 性 质 。 下 面 主要 介绍 其 线性 、 平 移 
不 变性 、 因 果 性 、 分 离 性 和 稳定 性 。 

线性 一 一 如 果 二 维 差分 方程 的 输入 与 某 常 数 相 乘 后 产生 的 输出 等 于 其 原 输出 的 相同 常 
数 倍 ， 则 该 差分 方程 为 线性 。 在 差分 方程 中 ， 输 入 的 客运 算 ， 自 身 平 移 后 的 相 乘 或 进行 布 
尔 运算 通常 会 产生 非 线 性 差分 方程 。 

平移 不 变性 一 该 性 质 与 线性 特性 类 似 ， 如 果 输 入 平移 后 所 得 输出 等 于 原 输出 的 相同 
平移 ， 则 该 差分 方程 具有 平移 不 变性 。 若 有 

yLki ke] = GG ,kz D 
对 于 平移 不 变性 的 系统 
ylk: — n sk: 一 n) = G(2Lk, —n sk —nz]) 

Nis nz 为 任意 整数 。 

因果 性 一 一 如 果 或 小 于 零 时 ， 二 维 差分 方程 所 描述 系统 的 脉冲 响应 为 零 ， 则 该 
二 维 差分 方程 具有 因果 性 。 其 必要 条 件 为 : hlki, ke J=0, HH 0x ko. 

二 维系 统 的 因果 性 与 一 维系 统 的 因果 性 稍 有 不 同 。 在 一 维系 统 中 ，x 轴 通 常 是 指 
时 间 轴 ， 具 有 因果 性 的 一 维系 统 随 输入 信号 的 时 间 顺 序 而 变化 ; 在 二 维系 统 中 ， 表 示 
图 像 的 两 个 维度 都 是 空间 变量 ， 因 而 是 否 具有 因果 性 对 于 系统 的 作用 并 不 如 一 维系 统 
重要 。 

分 离 性 一 一 一 维 差分 方程 没有 此 类 特性 。 如 果 一 个 二 维 差分 方程 的 响应 可 以 表示 为 两 
个 一 维 响应 的 乘积 ， 则 称 二 维 差 分 方程 具有 分 离 性 。 构 造 分 离 性 差分 方程 并 不 难 ， 可 以 将 
两 个 一 维 差 分 方程 的 响应 相 乘 得 到 一 个 二 维 差分 方程 的 响应 。 例 如 ， 假 设 两 个 一 维 差分 方 
程 的 响应 分 别 如 下 


0 b; <0 
fA p gue 
0 b, <0 

k — 
gL 2] take ks 330 


从 而 得 到 二 维 差分 方程 的 响应 
yLh ska] = glk | X LA J 


340 数字 信号 处 理 及 MATLAB 仿真 


上 述 构造 ylk, ks] 的 过 程 如 图 10.4 所 示 。 其 中 ， 颜 色 越 浅 ， 对 应 的 灰 度 值 越 大 。 


4 5 6 7 8 9 10 


3 





图 10.4 p^ — HE ba iC HH Se P3 t — + — 2 BR CHA GER 
二 维 方程 的 分 离 性 可 以 应 用 于 其 他 运算 ， 如 二 维 卷 积 可 分 解 成 一 维 运算 。 
稳定 性 一 一 如 果 二 维系 统 脉冲 响应 的 绝对 值 之 和 为 有 限 值 ， 则 该 二 维系 统 具 有 稳定 
性 ， 即 
2a È Iakit] 1< co 


上 述 表示 式 虽 然 简单 ， 但 实际 应 用 很 困难 。 二 维系 统 不 能 像 一 维系 统 那样 通过 判断 极 
点 是 否 位 于 单位 圆 内 来 判断 系统 的 稳定 性 。 我 们 将 在 介绍 二 维 = 变换 和 二 维 传输 函数 后 ， 
再 讨论 二 维系 统 的 稳定 性 。 


10.2 二 维 变换 


10.2.1 二 维 z 变换 
二 维 z 变换 定义 为 
ZizUh she i mmo e. Pp SE ais ska Jz" z7" (10. 2) 
相应 的 = 反 变换 为 LI 
rlki sk] = cgi ax» Xe amabit ab dvds, 


HH, CG, C 是 闭合 积分 曲线 。 与 一 维 = 反 变 换 一 样 ， 二 维 = 反 变 换 的 计算 较 复杂 
且 很 少 应 用 。 

二 维 信号 的 z 变换 

求 下 列 二 维 信号 的 z 变换 

z[0,0]2 1], 2z[0,1]= z[1,0]2 0.5, zx[1,1] - 0.25 
f: 由 式 (10. 2) 可 得 
X( 21522) = 1 十 0. 527) +0. 527! +0. 2521! z;! E 

卷 积 。 若 线性 二 维系 统 的 脉冲 响应 为 hk zd. HATES A xD k). NUS HH 

ybi ,kz SEF ALA 2] 5 z[k sk: JAR, BI 
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yLki ,ks ] = z[k ,kz | * hLki, kb] = ALR, sk: | * xLki ,ks | 
AP, 是 卷 积 符号 。 一 般 情况 下 ， 二 维 卷 积 运算 表示 为 = 


ylk s= = >> = hln snz ]xLh — ny ska = nz | (10. 3) 


一 一 co 


"i nz 


利用 式 (10. 2)， 将 上 式 两 边 同 时 进行 = 变换 ， 得 到 
| SS Y 


ky 一 一 ceb 一 一 co n, 一 一 ce n,-——co 








(ini sn: ]zi^ zz" ) Cx Lk — m ska — m; ]zi ^"? z; 057» ) 

交换 求 和 次 序 得 
Y (zi 522) 一 È A CA[mi ,m; ]z1^ zz") 2: È 
Cail dme yc a 2) 
上 式 可 化 简 为 
YG;, z,) = H(zj5z;) X Xi 522) (10. 4) 

式 中 ， 五 (zi,zz) 为 二 维系 统 的 传输 函数 ， 也 是 系统 脉冲 响应 h[k;, k: |W) x 变换 。 
PRBS PEA. D» REMIS 


À uos skad zi ki z;" 


Te 


3) Dak st Jz" xt 


ky =0k, = 
ky Soe 


H(z 522.) = (10.5) 


二 维 差分 方程 的 z 变换 
求 例 10-1 中 二 维 差分 方程 
ylk: » k: ]=bo o z[k: , kz ]— a, ylk , ky —1]—aioy Lk —1, kz ]—aayLh —1, k: —1) 9) 
传输 函数 H(z 122) 。 
解 : 对 差分 方程 两 边 同 时 进行 二 维 z 变换 
Y Czy 52:) = boo Xn vee) — ain Y (z 922) 一 avi zz Y Cz 922) — anzi zz Y (z »z) 


化 简 得 到 
Y(z »Z2) bo,o 


H(z 522) = = < 
dis XCz +2) 1+ ay oz) 4-294272! d- 2111 z2 


注意 ， 在 一 维 情况 下 ，IIR 滤波 器 系统 函数 的 分 子 、 分 母 多 项 式 可 表示 为 零 极 点 形式 ， 
若 极 点 全 部 位 于 zx 平面 单位 圆 内 ， 则 系统 是 稳定 系统 。 在 二 维 情况 下 ， 系 统 函 数 难以 表示 
为 零 极 点 形式 ， 从 z 域 判 断 系 统 的 稳定 性 更 加 困难 。 

在 一 维 z 变换 中 ，z 是 一 个 复数 变量 ， 可 将 其 看 成 由 实 部 和 虚 部 构成 的 二 维 数据 。 在 
二 维 情况 下 ， 有 两 个 独立 的 z 变量 x; ，z: ， 两 者 均 由 实 部 和 虚 部 构成 ， 因 此 二 维 z 变换 有 
4 个 维度 ， 或 者 说 有 4 个 自由 度 。 一 维 情况 下 的 单位 圆 ， 在 二 维 中 变 为 单位 圆 面 ， 在 三 维 
中 变 为 单位 球 ， 在 四 维 情 况 下 将 变 得 很 抽象 。 对 于 零 极 点 ， 一 维 信号 处 理 中 其 为 点 ， 而 在 
二 维 信号 处 理 中 变 成 了 面 。 

下 面 介 绍 两 个 关于 二 维 = 变换 稳定 性 的 定理 ， 其 证 明 不 在 此 进行 阐述 。 

定理 一 : 假设 二 维系 统 为 HG, 2)=1/(A(a, z)), WR 


ACzn5.z;)750, [z2|z1Hlzlzl 
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则 该 二 维系 统 稳定 。 

HER, Hlase) WOTE 1 而 不 是 二 维 多 项 式 B(z ,zs)， 这 是 因为 在 二 维 情况 下 ， 
零点 所 在 平面 很 有 可 能 与 极点 平面 相交 ， 从 而 零点 和 极点 相互 抵消 。 对 于 二 维系 统 HC. 
22) = B(x, ,zz)/A(zi ,zs)， 这 个 定理 是 系统 稳定 的 充分 而 非 必要 条 件 。 

定理 二 ; 假设 二 维系 统 为 Hle ,zs) 二 1/(A(zi,z;))， 如 果 

AGi,z;:23550,|z |— 1A |e2|/5>1;ACa.22) 0, |zi [1 Rlz;|— 1 
则 该 二 维系 统 稳定 。 

对 于 HR 滤波 器 的 二 维 传输 函数 ， 上 述 两 个 定理 均 无 法 提供 一 个 简便 的 方法 来 判断 系 
统 的 稳定 性 。 

频率 响应 。 在 一 维 情况 下 ， 可 以 用 e” 代替 z 得 到 系统 的 频率 响应 。 在 二 维系 统 中 有 
两 个 抽样 频率 和 两 个 w (A. 频率 响应 可 写 为 


Mi M. 


2 
P Sloth skaje hh e o Ta kz 


; i kQ—0 k,=0 
T T. "Pe. 2 
再 (emm en) 一 US 


"2 
X Dalk oem nh em Tote 


二 维 FIR 滤波 器 的 频率 响应 
利用 MATLAB 绘制 二 维 FIR 滤波 器 的 频率 响应 图 ， 滤 波 器 的 传输 函数 为 
A(z sza) —14-1.4x! 4-221) +0. 7 Coy? + 22?) 4- 1. 9621! 221 + 
0. 982i! z;? 4- 0. 98277 z;! +0. 49z1? z;? 
解 : 将 互 (= ,z:) 写 成 二 维 数组 形式 ， 如 下 表 所 示 。 





























该 系数 矩阵 h 为 二 维 FIR 滤波 器 的 脉冲 响应 。 针 对 该 问题 ， 我 们 可 以 构建 行 向 量 /二 
MATLAB 代码 如 下 : 


N= 65; 
hl = zeros(1, N); 
hl(1) = 1; 
h1(2) = 1.4; 
hi(3) 4: 0.7; 
h2 = hi; 
h = h1'*h2; 
该 滤波 器 为 二 维 FIR 滤波 器 ， 可 以 调用 freqz2 函数 绘制 频率 响应 图 。 
figure (1) ;clf; 
freqz2(h, N, N); 


程序 运行 结果 如 图 10. 5 所 示 。 
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FIR 滤 波 器 
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10.5 调用 freqz2 函数 绘制 的 二 维 FIR 滤波 器 的 频率 响应 图 ， 
其 中 MATLAB 的 频率 响应 中 心 为 (0，0) 点 < 


二 维 IIR 滤波 器 的 频率 响应 
利用 MATLAB 绘制 二 维 IIR 滤波 器 的 频率 响应 图 ， 该 滤波 器 的 传输 函数 为 
iC, vies Y l--0. Szr’ +0. IN 一心 252i za 

1—0. 527! — 0. 5zz! + 0. 2527) 27! 

8t: MATLAB 提供 了 freqz2 函数 可 用 来 绘制 二 维 FIR 滤波 器 的 频率 响应 图 ， 由 于 这 
是 一 个 IIR 滤波 器 ， 因 而 可 以 将 传输 函数 的 分 子 、 分 母 分 离 并 视 为 独立 的 FIR 滤波 器 。 
IIR 滤波 器 的 幅 频 响应 等 于 分 子 的 幅 值 与 分 母 的 幅 值 之 比 。 

下 面 的 MATLAB 程序 定义 分 子 函数 和 分 母 函 数 。 


N1 = 64;N2 = 64; 
hl = zeros(N1, N2); $&Denominator 
hi(i, 1) = 1; 


hi(1, 2) = -.5; 
h1(2, 1) = -.5; 
h1(2, 2) = .25; 


h2 = zeros(N1, N2); $Numerator 
h2(1, 1) = 1; 


h2(1, 2) = .5; 
h2(2, 1) = .5; 
h2(2, 2) = -.25; 


调用 freqz2 函数 分 别 得 到 分 子 、 分 母 多 项 式 的 幅 值 。 


figure(1);clf; 

[H1 f1 £2] = fregz2(h1, N1, N2); 
[H2 f1 f2] = freqz2(h2, N1, N2); 
mesh(fl, f2, abs (H2) ./abs (H1)); 


程序 运行 后 的 结果 如 图 10. 6 所 示 。 4 
10.2.2 二 维 离散 传 里 叶 变 换 

二 维 DFT 可 看 作 一 维 DFT 的 扩展 ， 它 将 图 像 表 示 成 由 多 个 不 同 频率 的 正弦 信和 号 构 
成 。 二 维 DFT 及 其 反 变 换 见 式 (10. 6) 和 式 (10.7)。 


N,-1 N,-1 


2D DFT X(ki ko) = > S a[n sng JE AND ahs a KIN k (10. 6) 


m =0 n =0 
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H/A, 





图 10.6 二 维 ITR 滤波 器 的 幅 频 响 应 图 


A, Ok <Ni—-1, Ox; N.—1 


NQ—1 N,—1 


X(k wk ) e? Ni ny ky eiCv/N; Ing ky (10. 7) 
Ni NN 25 - 


Xm. Kn KCN; —1, Kn LN; —1 
由 以 上 两 式 可 知 ， Ni XN.: 点 的 二 维 序 列 ain sn 对 应 频 域 中 的 男 一 一 个 Ni XN: 点 的 
二 维 序列 ， 两 个 序列 均 定 义 在 第 一 象限 。 因 此 ， 在 某 些 情况 下 ， 为 了 应 用 二 维 离散 傅 里 叶 
变换 ， 需 将 有 限 序列 平移 至 第 一 象限 。 在 频 域 内 ， 零 频率 点 位 于 原点 处 ， 其 他 更 高 的 频率 
采用 以 原点 为 中 心 的 同心 圆 表示 。 与 一 维 情况 类 似 ， 二 维 离散 傅 里 叶 变 换 以 Ni 、Ns 为 周 
期 ， 周 期 性 可 用 下 列 方程 表示 
Re[ XX£i ,&;) ]- Re[ XCN; — kiN: — &)] 
Im[ XC; sk) ]2— Im[ X(N, = ki sN: — ka) J 
计算 2D DFT 时 ， 取 图 像 的 左下 角 为 原点 ， 但 在 显示 2D DFT 时 ， 原 点 往往 移 到 图 像 
的 中 心 。 
式 (10. 6) 和 式 (10. 7) 的 计算 复杂 度 很 高 ， 但 正如 一 维 的 情况 ， 这 两 个 公式 都 存在 相当 
多 的 计算 元 余 。 在 式 (10.6) 中 ， 可 以 从 第 二 个 求 和 项 中 将 不 包含 心 的 项 提取 出 来 ， 
式 (10. 6) 可 写 为 


2D IDFT xUnm nm, | = = 


Ni 一 1 N,—1 


X(kisk:) = bF g In IN >m by X xn ,Na ]e 2 NOn 


m —0 n, 一 0 


上 式 化 简 为 


Ni 一 1 


X ska} = STV Cm, , d 2e Vn INO, (10. 8) 


n —0 


XB. Ym, kÆ No 点 的 1D DFT. 


N,-1 


Yón,À)- 2 zim sng Je Not (10. 9) 


如 果 指 定 nz 为 行 变量 ，n 为 列 变量 ， WW Y $n sk RAF n 列 的 DFT。 
根据 式 (10. 8) 和 式 (10. 9) ， 可 以 通过 以 下 步骤 计算 XO ok): 

1. 计算 xm ,zs] 中 每 一 列 的 DFT YC ,Rs ) 。 

2. 计算 Y On ,kz) 中 每 一 行 的 DFT。 
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同样 ， 可 以 用 类 似 步 又 计算 二 维 离散 傅 里 叶 反 变换 。 

指数 衰减 的 二 维 正弦 信号 的 DFT 

利用 MATLAB 计算 如 下 所 示 的 指数 衰减 的 二 维 正 弦 信 号 的 DFT 

yLm snz] 一 ersin(2r 广 ) 

XB. r 是 到 原点 的 距离 ，r 二 0.15，f 二 8Hz。 4 N= 二 256, 平移 图 像 使 其 原点 位 于 第 一 象 
限 的 中 心 点 ， 绘 制图 像 并 计算 其 DFT。 

解 : 第 一 象限 中 ，n; 、n 的 范围 都 为 L0，255]。 图 像 中 心 点 为 (mm zz) 一 (128，128) ， 
平移 后 的 7 可 表示 为 

r= y(n — N/2)* + (n, — N/2)? 

下 面 的 m 文档 结合 了 MATLAB 中 的 图 像 处 理工 具 箱 进行 编写 。 程 序 运行 后 得 到 的 图 
像 和 2D DFT 的 结果 如 图 10.7 所 示 。 注 意 ，DFT 结果 以 俯视 图 显示 ， 而 程序 运行 得 到 的 
图 像 是 以 三 维 30" 仰 角 显 示 。 


图 像 


2D DFT 





80 100 120 140 160 180 
n 
b) 2D DFT 结果 的 俯视 图 ， 函 数 plot3d 
和 invertcolormap 见 附录 DD 





a) y[n,, nJ=e""sin Qzfr) HER 


K 10.7 fij 10-6 A 


sf£ftDecaySine.m 
N = 256; 
imap = invertcolormap (colormap (gray) ) ; 
£ = 16; 
tau = .1; 
xc = N/2;yc = N/2; 
r = ones(N, N); 
for nl = 1:N 

for n2 = 1:N 

r(nl, n2) = sqrt((xc-n1)^2 + (yc-n2)^2); 

end 
end 
W = 2*pi*f*r/N; 
Screate image 
im - exp(-(r/N)/tau).*sin(W); 
ymag = abs(fft2(im)); $2d fft 
ymag - ymag/abs (max(max(ymag))); $normalize 
figure(1);clf; 
N = size(im, 1); 
b - N/4; 
axis3d = [N/2-b N/2+b N/2-b N/2+b -1 1]; 
plot3d(im, N, 1, imap, [45 30], axis3d); 
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title('Image') 
figure (2) ;clf; 
plot3d(fftshift(ymag), N, 2, 
title('2D DFT'); 


图 10.8 给 出 了 一 些 常用 信号 的 2D DFT 结果 。 


imap, 


[0 90], axis3d) 


< 


每 个 信号 都 在 第 一 象限 内 显示 ， 


其 DFT 为 平移 后 的 结果 ， 以 使 原点 位 于 图 像 的 中 心 。 可 以 看 到 ， 水 平方 波 和 对 角 方 
波 的 基 波 以 及 奇 次 谐 流 显示 为 与 该 方 波 方向 相同 的 直线 。 对 于 圆 形 方 波 ,进行 DFT 
后 ， 其 谐 波 频率 以 基 波 为 中 心 展开 成 同心 圆 。 对 于 正弦 方 波 ， 其 DFT 后 二 维 频 率 空 
间 为 一 个 圆 。 频 率 越 高 ， 圆 的 直径 越 大 。 原 点 表示 其 直流 分 量 , 在 本 例 中 直流 分 量 
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不 同 波形 的 二 维 DFT， 变 换 结果 进行 了 平移 使 得 零 频 率 分 量 位 于 图 像 的 中 心 
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10.2.3 2D DFT 的 性 质 


2D DFT 的 性 质 与 一 维 离散 傅 里 叶 变 换 类 似 ， 见 表 10.2. cr Aly 用 来 表示 一 个 二 维 信 
号 ， 自 变 量 721 的 取 值 定义 在 [0， N,—-1]K ia, 自 变 量 nz 的 取 值 定义 在 [0， 入 一 ]] 区 间 ， 
其 对 应 的 2D DFT 分 别 为 X 和 Y， 可 写 为 zx OX, yov. 


表 10.2 2D DFT 的 性 质 


线性 axt+bySaX+bY, Fifa, b 为 常数 
循环 卷 积 cr. y 的 循环 卷 积 对 应 其 各 自 DFT 的 乘积 ， 即 e@yeox- : 
时 域 乘积 c. y 的 乘积 对 应 X M Y 循环 卷 积 的 常数 倍 ， 即 x ye -XGY 
可 分 性 如 果 工 可 写成 两 个 序列 的 乘积 ， 则 z 的 DET 也 是 两 个 序列 各 自 
DFT 的 乘积 
Bl, z—axi[m]* zzLnz Xi Cki) * X22) 
循环 移 位 X 具有 周期 性 ， 所 以 可 以 循环 形式 平移 ， 即 
alis SX (kr; eee (Ny ko m, / NS) 
UB. i=(m—m,)mod Ni, 
j7 Gi; — m; ) mod Nz 
N,-1 N5-1 N71 N3-1 
帕 斯 瓦 尔 定理 2j zs] "X42 区 vt 


a 一 0 Ny 一 0 1 0 k2 一 0 


Z 一 2 Was 


-1 Nz 一 ! 


3 PIE DXi 


179 ny =0 =0 ko =0 


对 称 性 (adz*(m, n ]9X* (—h. —kh) 
(b)X(kiy E) —X* G, D, HH, i=—kimod Ni, 
j^ — ks mod Nz 
从 而 得 到 


实 部 Re(X) 是 偶 函 数 ， 虚 部 Im(X) 是 奇 函 数 。 
模 | X | défend. AAP Ox 是 奇 函 数 


10.2.4 2D DFT 与 卷 积 


二 维 卷 积 方程 如 式 (10. 3) 所 示 ， 两 幅 图 像 卷 积 的 难点 在 于 计算 的 复杂 性 。 利 用 DFT 
的 卷 积 性 质 可 以 极 大 地 降低 算法 的 复杂 度 ， 即 首先 采用 FFT 算法 实现 DFT， 然 后 计算 
DFT 的 乘积 从 而 获得 两 幅 图 像 的 卷 积 。 卷 积 特 性 表明 由 于 DFT 的 周期 性 ， 我 们 得 到 的 结 
果 为 循环 卷 积 。 若 要 计算 线性 卷 积 ， 需 要 对 信号 进行 补 零 。 例 如 ， 假 如 信号 En 方向 
的 范围 为 0 一 [一 1， 信 号 y 在 x 方向 的 范围 
为 0~M, 一 1， 卷 积 后 的 信号 在 方向 的 长 度 。 

为 Ni 二 Li 十 Mi 一 1， 为 了 计算 线性 卷 积 ， 需 加 可 本 本 本 
要 先 将 两 个 信号 补 零 至 卷 积 后 信和 号 的 长 度 。 







利用 DFT 计算 线性 卷 积 n 
利用 DFT 的 卷 积 性 质 计算 图 10. 9 中 两 个 zo pe 
信号 的 线性 卷 积 。 


解 : 由 式 (10. 3) ， 得 到 图 10.9 信号 z[m m TRI y[m ,nz] 


z[k1 kel = x 3 zm snz ]yl& — m sk: — n: ] 
首先 计算 二 维 信号 的 图 形 卷 积 ， 将 信号 y Wn. n, 坐标 进行 翻转 ， 如 图 10. 10 Bras. 
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然后 ， 对 应 每 一 对 ( ,ks)， 平移 信和 号 y 的 (0,0) 点 ， 然 后 与 x 相 乘 ， 对 乘积 求 和 得 到 
z[k: ,kz ]. [ki sk: ]5[1, 1 的 计算 过 程 如 图 10. 11 所 示 。 


n n 
EN 
n n ny 
m 





yin n] yi- n,n] y[775 —n2] 
a) b) c) 
图 10.10 将 信号 y 的 两 个 变量 翻转 , 为 图 10.11 HEAL. LAA. Jc EREEUSB] y 信号 平移 ， 使 其 
图 形 卷 积 做 准备 [0, (ABELL, UA, BS r 的 对 应 项 相 乘 ， 最 后 


求 和 得 到 z[1，1] 二 5。 继 续 平 移 翻 转 后 的 y 信号 ， 
将 乘积 结果 求 和 得 到 最 终 的 卷 积 结果 如 b 所 示 

若 要 通过 DFT 得 到 上 述 相同 结果 ， 首 先 对 每 个 信号 适当 补 零 。 本 例 中 , 2 是 2X3 的 信 

号 ，y 是 2X1 的 信号 ， 则 DFT 后 大 小 为 3X3。 接 下 来 分 别 对 x. y 进行 2D DFT 得 到 Xk, 
ke) Al Yk: H6). Be» KE X 和 Y 的 乘积 进行 2D IDFT。 图 10.12 所 示 为 每 一 步 的 结果 。 


步骤 1: 给 每 个 信号 适当 补 零 ， 使 计算 结果 符合 长 度 要 求 。 这 一 步 避 免 DFT 的 周期 性 带 来 的 混 侄 ， 并 且 使 
得 循环 卷 积 结果 等 于 线性 卷 积 结果 。 
















[| s | s js 





[o| nz | jio 
Laka T s! 


kı 
X(ks, k2) Y(ks, k2) 
步骤 3: 求 X 与 7 的 乘积 。 


XxY- 





步骤 4: 求 乘 积 和 矩阵 的 IDFT。 


IDFT(X x Y) = 








10.12 利用 DFT 卷 积 性 质 计 算 线 性 卷 积 的 过 程 a 
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10.2.5 2D DFT 与 光学 


传 里 叶 光 学 是 二 维 传 里 叶 变 换 理论 在 光 的 传播 方面 的 应 用 。 傅 里 叶 变 换 可 用 于 描述 多 种 
类 型 的 衍射 波 ， 目 前 在 图 像 处 理 、 透 镜 性 能 和 参数 、 光 信和 号 处 理 和 光 计 算 中 已 有 实际 应 用 。 

图 10. 13 所 示 光 学 系统 中 ， 入 射 光 为 平面 波光 线 ， 穿 过 物体 并 通过 第 一 个 透镜 后 聚焦 ， 
ue dn 10.13 TUAH, SAEC TREAT VI DICE — HER p AES T 。 





传 里 叶 变换 平面 
(聚焦 平面 ) 


10. 13 ”聚焦 平面 对 目标 进行 二 维 傅 里 叶 变换 ， 第 二 个 透镜 进行 傅 里 时 反 变换 生成 图 像 


该 过 程 与 直觉 相 一 致 ， 沿 = 轴 传播 的 平面 波 表示 为 复 指数 形式 GO — Ae, A 
示 波 长 ， a Be ay dnb jen dot 并 且 可 以 表示 为 复 指 
数 函 数 的 加 权 和 ， 其 与 傅 里 叶 变 换 形式 相同 。 图 10. 13 中 的 第 二 个 透镜 对 聚焦 平面 进行 全 
里 叶 反 变 换 以 对 图 像 进行 恢复 。 

如 果 将 透明 薄片 放置 在 传 里 叶 变换 平面 ， 可 以 在 希望 阻止 的 频率 处 设置 为 不 透明 来 渡 
除 2D DFT 后 的 某 些 频率 。 例 如 ， 将 傅 里 时 变换 平面 中 的 中 心 点 变 黑 可 以 削弱 低频 分 量 ， 
傅 里 叶 变换 平面 中 的 黑色 环 可 以 削弱 高 频 分 量 。 图 10. 14 所 示 为 3 幅 图 像 通过 与 图 10. 13 
相似 的 透镜 仿真 系统 后 计算 获得 的 图 像 ， 这 些 计算 得 到 的 图 像 和 相似 条 件 下 经 过 透镜 所 产 
生 的 图 像 非常 接近 。 

二 维 图 像 的 手动 滤波 

下 面 的 MATLAB 程序 运行 后 结果 如 图 10. 15 所 示 。 水 平和 垂直 条 纹 宽度 的 变化 使 得 
图 像 的 2D DFT 具有 沿 着 m, m 轴 的 不 同 频率 分 量 。 设 计 如 何 手动 修改 图 像 的 DFT 从 而 
实现 截止 频率 为 </8 的 低 通 滤波 。 


N = 256; 

im = zeros(N, N); 

stp = 16; 

for i = 1:N/stp-1 
strt = i*stp - stp + 1; 
im(:,strt:strt+i*stp/(N/stp)) = 1; 
im(strt:strt+i*stp/(N/stp), :) = 1; 

end 


方 孔 物 体 





图 10. 14 左边 为 图 像 ， 右 边 为 图 像 的 傅 里 叶 变 换 
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圆 孔 物体 





0 S0 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250 


m ki 
c) d) 
Anat 2D DFT 


9 






0 50 100 150 200 250 





fl 10.14 (2D 
2D DFT 





0 — S0 100 150 200 250 
k, 
b) 


Æ 10.15 图 像 及 其 基于 二 维 离散 传 里 叶 变 换 的 滤波 


解 : 下 面 的 MATLAB 程序 将 DFT 中 的 低频 分 量 值 置 零 。 首 先 平移 图 像 的 DFT 结果 使 其 居 
中 ， 然 后 将 中 心 附近 的 值 置 零 ， 从 而 实现 低频 分 量 值 置 零 。DFT PAS WS. 


% Kill off low frequencies 

y = fft2(im); $y is the 2D DFT of the image 
fc = N/16; *pi/8 corresponds to N/16 

ys = fftshift(y); %Center moved to (N/2+1,N/2+1) 
xc = N/241;yc = N/2+1; 

%Set center of shifted image to 0. 

ys (xc-fc:xc+fc,yc-fc:yct+fc) = 0; 

$Shift image back "unshift image" 





iys = ifftshift (ys) ; 
imT ifft2(iys); *Find inverse DFT 
$Plot result 


Lu 


plot3d(imT, N, 3, imap); 
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如 果 和 希望 低频 分 量 通 过 ， 先 构建 一 个 全 零 的 图 像 ， 然 后 使 用 DET 中 的 数值 填充 低频 部 分 : 

% Kill off high frequencies 

ys = fftshift(y); $Center moved to (N/2+1,N/2+1) 

xc = N/2+1;yc = N/241; 

yhigh = zeros(N, N); $Create an image of all zeros 

%Fill in the low frequencies 

yhigh (xc-fc:xc+fc,yc-fc:yc+fc) = ys(xc-fc:xc+fc, yc-fc:yc+fe) ; 

iys = ifftshift (yhigh) ; 

imT = ifft2(iys) ; 

plot3d(imT, N, 4, imap); 

plot3d 函数 的 使 用 说 明 见 附录 D， 本 例 运 用 MATLAB 图 像 处 理工 具 箱 ， 手 动 滤波 结 
果 如 图 10. 16 所 示 。 





0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250 


"m nm 


a) 低 通 滤波 结果 b) 高 通 滤波 结果 


图 10.16 滤波 结果 < 


10.2.6 二 维 离散 余弦 变换 

Joseph Fourier 证 明了 任意 周期 函数 可 表示 为 无 限 个 离散 频率 的 正弦 和 余弦 函数 之 和 。 
傅 里 叶 变换 来 源 于 傅 里 叶 级 数 ， 并 用 于 分 析 非 周期 信号 。 在 傅 里 叶 变换 中 ， 时 间 和 频率 都 
是 连续 变量 。DFT 来 源 于 传 里 叶 变 换 ， 其 时 间 和 频率 都 是 离散 变量 ， 可 使 用 计算 机 进行 
运算 。DFT 使 用 正弦 和 余弦 函数 作为 基 函 数 ， 从 而 可 用 欧 拉 公式 将 其 转换 成 复 指 数 形式 。 
由 于 DFT 同时 在 时 域 和 频 域 上 抽样 ， 因 此 原始 信号 和 变换 后 的 信和 号 都 是 周期 的 。 

假设 信号 为 

z[n] = sin(S +4): KN = 8,n = 0,1,2,7 


2N 
信号 如 图 10. 17a 所 示 。 
对 zLnj 进 行 DFT 得 到 X), XORA X X(k) 进 行 IDFT， 得 到 周期 化 的 
a(n]. 用 zxplLnj] 表 示 ， 如 图 10. 17b 所 示 。 

















xpi 
1 1 
0 | 
tit pa | x: 
-$ 0 5 1 0 5 10 
信号 x á aio o" 
a) x[nj 是 8 点 实 信号 b) xpl[Ln] 是 周期 信号 


图 10.17 对 zx[w] 进 行 DFT 得 到 XC(k)， 反 变换 后 得 到 x[Lnj 的 周期 延 拓 zpl[n] 
但 是 DFT 产生 的 周期 性 导致 周期 端点 上 产生 突变 ， 因 而 在 信号 的 高 频 处 引入 更 多 的 
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能 量 。 图 10. 18 介绍 了 另 一 种 周期 化 的 方法 ， 即 将 信号 xLnj 翻 转 后 附加 在 原 信号 z[nj 之 
后 ， 然 后 再 周期 化 ， 得 到 信和 号 xrp[n]— 
ZXPL2N 一 n 一 1]， 这 样 端点 变 得 更 平滑 ， 


从 而 减少 了 高 频 信和 号 的 能 量 。 xp 
利用 信号 的 对 称 性 ，[0，2N 一 1] 上 
的 zp[n] 的 DFT 可 写 为 | 
XP(k) = Dzp[Lnje wwe 0 s 10 is 
iine xp n 


Nai 
十 D apin] (es CN 图 10.18 将 信号 z[ 四 翻转 后 附加 在 原 信号 cL Za 
n : 然后 周期 化 ， 注 意 zp[n] 二 zp[2N 一 n 一 1] 
在 上 式 中 提出 e j(2nk/2)/ C2N) 得 到 


N-1 N-1 
XP(k) = E WDN [n]e eN 于 [ j2nkGrt-1/2)/(2N) 
e P nje 27p nje : l 
利用 欧 拉 公式 将 上 式 化 简 为 


N—1 
XP(Rk)-— We 3?9/n»/cGm | S\ xp [n]cosCxEC2n + Den] 


n=0 





95.1 N BAR UA AE BR (DCT) ELK 
N—1 

1D DCT Clk) = p(k) >) xl n]cos(k(2n + 1)/(2N)) (10. 10) 
n=0 


式 中 ， 

en k=0 

p(k) = 
V2/N, k=1,2,,N—1 

DCT 不 是 DFT 的 实 部 ， 但 可 通过 以 下 步骤 从 DFT 得 到 DCT: 
1. 将 zx[Lnj 进 行 周 期 延 拓 得 到 x[n]—x[2N—2—1]. 
2. 对 周期 信号 进行 离散 傅 里 叶 变 换 得 到 XK). 
3. 将 XCKO 5 pO eC?» /2 的 对 应 项 相 乘 得 到 COO. 
利用 MATLAB 计算 DCT 


利用 MATLAB 计算 信号 zxLnj 的 DCT 
x[n] = dalta) N = 8on = 0,152,*%**57 
利用 上 述 步 又 通过 DFT 计算 DCT， 然 后 利用 MATLAB 函数 det 检验 所 得 结果 。 
解 : 先 构建 序列 x[n], n—0, 1, 2, * 7, 程序 如 下 : 
N = 8; 
k = 0:N-1; 
x = sin(2«pi*k/(4*N) +pi/6) ; 
接着 将 xz[ 站 翻转 得 到 zrLn]， 将 其 附加 在 xLnj 之 后 ， 得 到 信号 zpLnj。 
for i = L:N 
xr(i) = x(N-i+1); 
end 
xp = [x xr]; 
信号 x[n]fl zp[nj 分 别 如 图 10. 17a 和 图 10. 18 所 示 。 计 算 zp[n] 的 DFT: 
XP = fft (xp); 
注意 ，zp[Lnj 和 XPLkj 的 长 度 均 为 2N。 
为 了 从 DFT 中 计算 得 到 DCT, HH XP[k] 的 每 一 项 乘 以 p Ck) e^»? /2， 其 中 
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k 二 0 时 ， p(k)= v1/8; k=l, 25 et 15 时 ， p(k)= V2/8, MATLAB 程序 为 : 


W = exp(-j*2*pi*k/(4*N)); 


XC = W.*XP; 
Cl = (1/N)*.5; 
C2 = (2/N)*.5; 


XC(1) = XC(1)C1/2; 

XC(2:N) = XC(2:N)/C2/2; 

MATLAB 程序 中 信号 XC 表示 x[n]8 DCT。 为 验证 结果 的 正确 性 ， 同 时 采用 
MATLAB 中 的 dct 函数 进行 计算 ， 两 者 结果 比较 见 图 10. 19 所 示 。 


XDCT xc 





k k 
a) 使 用 MATLAB 中 dct 函 数 计算 所 得 x[n] 的 DCT b) 使 用 DFT 计 算得 到 的 x[nj] 的 DCT 


图 10.19 


XDCT = dct (x); 

figure (1) ;clf; 

k = 0:7; 

subplot(1, 2, 1); 

stem(k, XDCT); 

subplot (1, 2, 2); 

stem(k, XC(1:8)); ha 


1D DCT 的 基 函 数 可 以 通过 绘制 式 (10. 10) rP DCT 中 的 余弦 函数 得 到 ， 其 中 , à 的 范 
围 为 LC0，N 一 1]。 $ N= 二 16， 可 以 画 出 16 SERRA. BNA 10. 20 Pras. 


k=0 kel 
1 1 
0 0 
-14 -1 " - 
0 $ 10 15 0 5 10 15 
k=2 k=3 
1 1 
=f -1 
0 5 10 15 0 5 10 15 
kz4 kz5 
1 1 
0 | 0 
-1 -1 
0 3 10 15 0 5 10 15 
kz6 ka 
1 1 
Si ~ -1 
0 5 10 15 5 10 15 
k=8 k=9 
1 1 
-f -1 
0 5 10 15 0 5 10 15 


10.20 N-16Hf 1D DCT WHAKA., dE ww BHM Se Ci (n) — cos xk 271) / CZNDO ££ fl 
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图 10. 20 ( 续 ) 

式 (10.10) 的 1D DCT 可 以 扩展 为 2D DCT, Hog X UT: 
N,—-1 Nọ—1 

2D DCT C(£;.h)-— pq >) S}alm n; ]cos mm 十 LAS zos xam T 198. (10. 11) 
mp —0 mn2 一 0 2Ni 2N; 
X 二 (2n - DE (2n, + DE 

2D IDCT z[m,n] = pg >) >) Clk ,ks)cos 15775 Leos SA 2 (10.12) 
ky 一 0 ky =0 2N, 2N; 

式 中 ， 
= {ye ki =0 ZA ky 一 0 
2 Ns l&k <N,—1 2f a Noo 1<k,<N,—-1 


2D DCT 的 性 质 如 表 10.3 Pras, H 
H, xz 和 y 表示 两 个 二 维 信 号 ,在 [0， 线性 
NN 一 1 范围 外 的 值 为 零 ， 其 对 应 的 二 维 离 


表 10.3 2D DCT 的 性 质 
az 二 bySOaX 二 bY， 其 中 a、5 为 常数 





如 果 工 可 写成 两 个 序列 的 乘积 ， 则 z 的 


BRAM X AY, Hüzr OX. yeY. 可 分 性 DCT 为 两 个 序列 DCT WRR M, z= 


HRM. 2D DCT 的 基 函 数 也 是 二 维 





aim] * x2Lm Je Xi (hi) * Xz) 





NI 一 N2 一 ! 


2; 2 |X|? 
ky =0 kp =0 








NI 一 N2 一 ! 
函数 ， 通 过 绘制 函数 C, shy (ms mm) = 信和 号 能 量 M Dll RA 
eos xm Dk 、 n (2n; Dh at py ge a i 4 


2N, 05 ON, 
函数 ， 如 图 10. 21 所 示 ， 其 中 N,—N;-—8, 
使 用 2D DCT 时 ， 任 一 给 定 的 图 像 
表示 为 基 函 数 的 加 权 和 。 某 些 加 权 系 数 
可 能 为 零 。 
EERE. 2D DCT 变换 的 一 个 实际 : 
应 用 是 图 像 压 缩 。 对 图 像 进行 变换 后 ， 
可 以 将 其 能 量 重新 排列 为 更 紧凑 的 形式 ， 
从 而 实现 采用 较 少 的 位 数 进行 编码 。 当 om 
图 像 相关 时 ，DCT 非常 适用 于 能 量 聚 集 。 “ ,一 
利用 MATLAB 进行 图 像 处 理 





nn 


利用 MATLAB 提供 的 图 像 处 理工 “至 
具 箱 ， 绘 制 两 个 位 图 图 像 “Grid. bmp”, — «mm 
“Lines. bmp” fy 2D DCT. -— 
fg. 在 MATLAB 图 像 处 理工 具 箱 = 
rH, K% image read Ail image write 可 读 10.21 N,=N.=8 


>= 
= 


可 
is 


== 
a 
— 


HR RRS SS 





(a) zx* [ni, n]OX* (ki, k2) 
(b) ReCz[ni, 22 ])@Re(X(h1, £22) 


=- 
m- 
= 


DCT 的 基 函 数 


Ld 
-— 
= 
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取 和 写 和 常见 格式 的 图 像 ， 如 位 图 图 像 。 下 面 的 程序 实现 读 取 图 像 以 及 对 图 像 进行 DCT., 


clear; 

S = imread('Grid.bmp') ; 

$Convert from color to 2D B&W 
N1 = size(s, 1);N2 = size(s, 2); 


zl = zeros(size(s, 1),size(s, 2)); 
zl(1:N1, 1:N2) = s(1:N1,1:N2, 1); 
figure(1); 


imshow(zl, colormap(gray)); 

$ 

XDCT = dct2(z1); 

$normalize 0 to 1 and reverse colors 
mx = max (max (abs (XDCT) ) ) ; 

mn = min(min(abs(XDCT))); 

XDCT = (XDCT+mn) / (mx - mn); 
figure (2) ;clf; 

z2 = 1 - abs(XDCT) ; 

imshow(z2, [.99 1]); 


在 此 例 中 ， 由 于 两 幅 图 像 的 频率 成 分 都 相对 较 少 ， 因 而 对 2D DCT 进行 归 一 化 后 ， 采 用 
彩色 突出 这 些 频率 分 量 。 其 中 阴影 越 深 表示 频率 越 高 。 程 序 运 行 的 结果 如 图 10. 22 所 示 。 





2D DCT 
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b) 
图 10.22 人 工 生成 的 图 像 及 其 2D DCT， 变 换 后 图 像 的 (0,0) 点 位 于 图 像 的 左上 角 < 


图 10. 23 为 一 些 其 他 图 像 及 其 变换 的 举例 。 图 a d 的 频率 成 分 逐渐 增加 ， 图 a 中 ， 
直流 分 量 是 最 主要 的 频率 成 分 ， 没 有 非常 突出 的 单个 频率 ， 整 体 频率 都 比较 低 。 图 b 中 ， 
高 频 分 量 来 自 于 背景 中 的 草地 ， 但 整个 黑色 部 分 色调 很 暗 ， 白 色 部 分 很 白 且 范围 较 大 、 对 
比 度 小 ， 导 致 整体 频率 较 低 。 图 c 中 ， 图 像 是 规则 的 方形 图 案 ， 从 而 频 域 中 水 平和 垂直 方 
向 的 频率 分 布 也 较 规则 。 然 而 ， 图 像 中 方块 之 间 的 阴影 是 随意 分 布 的 ， 从 而 产生 了 一 些 高 
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频 分 量 。 图 d 中 ， 树 上 的 冰 使 得 图 像 呈 现 明显 的 明暗 对 比 ， 产 生 了 较 多 的 高 频 分 量 。 这 幅 
图 像 相关 性 小 ， 能 量 紧缩 率 有 限 。 








c) 随机 阴影 方块 





d) 冰冻 的 树 
图 10.23 ”样本 图 像 及 其 2D DCT 


10.3 二 维 FIR 滤波 器 
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一 维 FIR 滤波 器 本 质 上 是 稳定 的 ， 在 相同 的 参数 指标 下 ， 其 计算 效率 低 于 IIR 滤波 
器 ,但 其 可 实现 线性 相位 ， 这 些 特性 在 二 维 情况 下 通常 也 成 立 。FIR 滤波 器 有 限 长 的 特点 
能 确保 脉冲 响应 绝对 值 的 求 和 是 有 限 的 ， 因 而 在 设计 FIR 滤波 器 时 无 须 考虑 稳定 性 问题 。 
但 是 ， 二 维 FIR 滤波 器 比 IIR 滤波 器 需要 更 多 的 乘法 运算 ， 因 而 需要 占用 更 多 的 存储 空 
间 。 与 一 维 情况 类 似 ， 二 维 FIR 滤波 器 可 以 得 到 线性 相位 (或 者 零 相 位 )， 这 使 得 在 许多 应 
用 中 ， 尽 管 存在 计算 上 的 差异 ， 但 FIR 滤波 器 比 TIR 滤波 器 更 理想 。 


回顾 以 前 的 知识 ， 可 知 数 字 滤 波 器 可 具有 有 零 相 
位 、 线 性 相位 或 非 线性 相位 。 零 相位 滤波 器 的 脉冲 响 
应 是 一 个 偶 函 数 ， 因 此 是 非 因 果 的 。 在 一 维 情况 下 ， 
通常 先 构建 非 因果 脉冲 响应 的 理想 滤波 器 ， 然 后 将 脉 
冲 响 应 在 时 域 平 移 再 截断 ， 使 其 变 成 因果 且 有 限 长 的 
序列 ， 从 而 能 够 实时 实现 。 在 许多 应 用 中 ， 数 据 可 以 
进行 存储 ， 在 数据 处 理 时 可 以 同时 获取 过 去 和 将 来 的 
数据 ， 所 以 不 用 考虑 因果 性 的 问题 ， 这 样 的 滤波 器 往 


I 
NA m | tl" 1 i liu Wisc i 


往 更 高 效 ， 其 在 图 像 处理 中 得 到 应 


用 。 在 图 像 滤 波 
中 ,滤波 器 的 脉冲 响应 表示 为 A[m. ml m, 
空间 变量 ， 与 时 间 无 关 。 滤 波 器 脉冲 响应 可 以 是 关于 


图 10. 24 利用 一 ee pi ili 
平面 旋转 构造 一 个 二 维 汉 明 窗 


n; 是 
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位 的 FIR 滤波 器 。 
10.3.1 窗 函 数 法 

在 一 维 情况 下 ， 窗 函数 法 先 构 建 一 
个 理想 滤波 器 ， 然 后 采用 IDFT 求 出 理想 
滤波 器 的 脉冲 响应 ， 再 将 脉冲 响应 与 在 时 
域 定 义 的 窗 函 数 相 乘 ， 从 而 获得 加 窗 滤 波 
器 的 脉冲 响应 。 二 维 情况 下 的 处 理 过 程 基 
本 相同 ， 只 是 用 到 的 是 二 维 窗 函 数 。 

二 维 窗 函数 可 用 多 种 方式 构建 ， 最 
常用 的 两 种 方式 是 旋转 法 和 相 乘 法 。 
旋转 法 是 通过 构建 一 个 一 维 窗 函数 ， 在 
二 维 平面 上 进行 旋转 ， 从 而 得 到 二 维 窗 也 
数 。 相 乘法 是 指 用 两 个 一 维 窗 函数 相 乘 得 
到 二 维 窗 函 数 ， 其 原理 与 两 个 一 维 滤波 器 
相 乘 得 到 二 维 滤 波 器 的 原理 类 似 。 

旋转 窗 。 如 图 10.24 所 示 ， 汉 明 窗 
函数 围绕 z-y 平面 旋转 构造 成 一 个 “ 汉 
明 表 面 >， 又 称 为 二 维 汉 明 窗 。 为 了 实 
现 旋 转 ， 必 须 首 先 构建 一 个 一 维 连续 时 
间 汉 明 窗 ， 从 而 对 于 时 间 轴 上 的 任 一 点 
都 有 取 值 。 对 于 z-y 平面 上 的 某 一 点 ， 
其 到 中 心 点 的 距离 为 r-， 旋 转 窗 在 该 点 
的 值 等 于 一 维 汉 明 窗 中 距离 中 心 点 为 7 
的 点 的 取 值 。 图 10. 25 给 出 了 该 实现 过 





$TwoDHamming.m 


- freqspace(N, 'meshgrid'); 
r - sqrt(ti.^2 « t2.^2); 
Wham = .54 + .46*cos(pi*sqrt(ti.^2 + t2.^2)); 
mesh(ti, t2, Wham); 
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旋转 法 构造 二 维 汉 明 窗 的 MATLAB 代码 实 
现 。 其 中 四 个 角 上 的 “尾巴 ”由 于 对 角 长 度 大 
于 窗 中 心 到 水 平和 垂直 边缘 的 长 度 而 造成 


图 10. 25 
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程 的 MATLAB 代码 。 
乘法 窗 。 将 一 个 一 维 窗 函 数 取 值 写成 行 向 量 ， 男 一 窗 函 数 取 值 写 为 列 向 量 ， 两 者 相 乘 
即 可 得 到 二 维 窗 函数 。 通 常 这 两 个 向 量 用 同一 个 函数 表示 ， 尽 管 算 法 没有 对 此 作 要 求 。 对 
列 向 量 和 行 向 量 做 和 矩阵 乘法 即 可 得 到 二 维 窗 函数 ， s E 
MATLAB 代码 如 下 。 
N = 65; 
[t1 t2] = freqspace(N, 'meshgrid'); 
wHaml = hamming (N) ; 


a 


ol 


wHam2 = wHaml*wHaml'; 
mesh(tl1, t2, wHam2) ; 
title('Hamming window') ; 


程序 运行 结果 如 图 10. 26 所 示 。 
加 窗 FIR 滤波 器 。 对 于 加 窗 FIR 滤波 器 ， 二 维 
窗 函 数 通过 逐 项 与 理想 滤波 器 的 脉冲 响应 函数 相 乘 ei 
来 实现 。 脉 冲 响 应 可 通过 2D IDFT 获得 。 ^ 0 10 
GED 二 维 理想 低 通 滤波 器 的 设计 
试用 汉 明 窗 设计 一 个 二 维 低 通 滤波 器 ， 并 显示 
结果 。 其 中 二 维 理想 低 通 滤波 器 的 归 一 化 抽样 频率 
为 2， 截止 频率 为 0. 3。 
fi: 利用 Matlab 程序 产生 一 个 二 维 频率 空间 的 
矩阵 来 构建 理想 滤波 器 ， 人 工 设 定 矩 阵 中 频率 小 于 
0.3 的 值 为 1， 其余 值 设 定 为 0。 


m 
g 
5 
$ 
E 
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窗 


fs = 2% ; 
fo s .3; 
N = 65; 





[f1 £2] = freqspace(N, 'meshgrid'); 
r = Sdrt(f1.^2 + £f2.^2); 


Hd - ones(N); b) 

Hdí(r»fc) = 0; 3 
figure(1); 图 10.26 ”两 个 一 维 汉 明 窗 相 乘 得 到 
mesh(fi, £2, Hd); 的 二 维 汉 明 窗 


title('Ideal filter'); 
采用 Matlab 函数 ifft2 可 计算 得 到 2D DFT。 由 于 {ft2 和 ifft2 函数 都 默认 起 点 在 左下 
角 ， 因 而 需要 采用 fftshift 及 其 道 运算 ifftshift 平移 起 点 。 下 面 的 程序 实现 DFT 的 反 变 换 。 


iHdFFT = ifft2(ifftshift (Hd) ); 
figure (2) ; 

mesh(f1, f2, abs(fftshift (iHdFFT) )); 
title('Inverse FFT magnitude') ; 

下 面 的 程序 通过 相 乘 构建 一 个 二 维 汉 明 窗 ， 并 将 其 与 理想 滤波 器 的 脉冲 响应 相 乘 。 
[tl t2] = freqspace(N, 'meshgrid'); 
wHaml = hamming (N); 

wHam2 = wHaml*wHam1' ; 

figure (3); 

mesh(tl, t2, hw2); 

title('Hamming window') ; 

figure (4) ; 

freqz2 (wHam2.*fftshift (iHdFFT) ) ; 
title('Final filter'); 


程序 运行 结果 如 图 10. 27 所 示 。 
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理想 滤波 器 IDFT 什 





0 





ciyy Ach 
a) 截止 频率 为 0.3 的 理想 滤波 器 b) 采用 IDFT 得 到 的 脉冲 响应 
汉 明 窗 加 窗 后 的 滤波 器 





0 
-1 -1 Balbo: F, 
c) 通过 相 乘法 获得 的 汉 明 窗 d) 加 窗 后 的 滤波 器 


图 10.27 例 10-11 图 < 


利用 窗 函 数 设计 时 ， 可 以 使 用 任意 一 维 窗 函 数 。 例 如 ， 凯 瑟 窗 可 以 更 有 效 控 制 过 渡 带 


宽度 和 波动 。 二 维 窗 函数 设计 法 的 优点 在 于 其 相对 简单 。 


MATLAB 中 有 两 个 函数 可 以 自动 实现 窗 函 数 法 设计 FIR 滤波 器 。fwindl 函数 利用 一 


个 一 维 窗 构造 二 维 FIR 滤波 器 。 该 函数 利用 频率 抽样 法 获得 理想 的 频率 响应 。fwind2 BR 
数 采 用 用 户 自 定 义 的 窗 函 数 设计 二 维 FIR 滤波 器 ， 脉 冲 响 应 由 IDFT 计算 得 到 。 


窗 函 数 法 构造 二 维 FIR 高 通 滤波 器 
利用 MATLAB 提供 的 fwind2 函数 ， 试 用 二 维 布莱克 曼 窗 设计 一 个 二 维 FIR 高 通 滤 


波 器 ， 滤 波 器 的 归 一 化 抽样 频率 为 2. 0， 截 止 频率 为 0. 4。 


解 : 

*$BlackmanExmp.m 

fs = 2;fc = .4;N = 65; 

[£1 £2] = freqspace(N, 'meshgrid') ; 
r = sqrt (f1.*2 + f2.^2); 

Hd = ones(N); 

Hd(r«fc) = 0; ideal filter 

figure (1); 

mesh (f1, £2, Hd); 

title('Ideal filter'); 

多 

wBlack1 = blackman (N); 

wBlack2 = wBlackl*wBlackl1'; %2D by multiplication 
figure (2) ; 

mesh(f1,f2, wBlack2) ; 
title('Blackman window’) ; 

% 

h = fwind2 (Hd, wBlack2) ; 

figure (3) ; 
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mesh(fl, £2, h); 

title('Impulse response of windowed filter'); 
% 

figure (4) ; 

freqz2 (h); 

H = freqz2(h); 

title('Final Filter') ; 


程序 运行 结果 如 图 10. 28 所 示 。 
理想 滤波 器 LES T 





eT. ot e 
a) 截 频 为 0.4 的 理想 高 通 滤 波 器 b) 相 冬 法 构建 的 二 维 布 莱克 曼 窗 
加 窗 滤波 器 的 脉冲 响应 最 终 的 滤波 器 





-p it F, E 3 F. 


x 
c) 设计 的 滤波 器 的 脉冲 响应 d) 设计 的 滤波 器 的 频率 响应 
图 10.28 例 10-12 图 4 


10.3.2 二 维 频率 抽样 

在 频率 抽样 法 中 ， 设 计 者 在 频 域内 设 定理 想 滤波 器 的 有 限 抽样 点 。 在 一 维 情况 下 ， 可 
以 获得 一 个 通过 所 有 抽样 点 的 函数 ， 可 以 把 它 看 作对 抽样 点 进行 曲线 拟 合 以 逼近 理想 滤波 
器 。 一 维 函 数 的 性 质 见 表 5. 6。 在 二 维 情况 下 ， 也 可 以 利用 同样 的 方法 进行 频率 抽样 ， 但 
得 到 的 是 一 个 通过 所 有 抽样 点 的 平面 ， 而 不 是 曲线 。 

使 用 频率 抽样 法 时 ， 先 定义 一 个 理想 二 维 滤波 器 ， 对 其 求 IDFT。 由 于 DFT 仪 在 第 一 
象限 内 有 定义 ， 因 此 需 将 脉冲 响应 平移 才能 得 到 零 相位 的 滤波 器 。 

CNDED 利用 频率 抽样 法 设计 低 通 滤波 器 

利用 频率 抽样 法 设计 一 个 低 通 滤波 器 ， 归 一 化 抽样 频率 为 2， 截止 频率 为 0. 3。 


@ = 0.33 

p = ones (N) ; 

[f1 £2] = freqspace(N, 'meshgrid'); 
£ e sgrt(f1.^2 + f2.^2); 

pir » fc) = 0; 


调用 fftshift 函数 及 其 逆 运 算 ifftshift 将 滤波 器 移 至 第 一 象限 ， 再 进行 IDFT， 再 次 平 
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移 滤 波 器 使 其 相位 为 零 ， 得 到 频率 响应 。 
h = ifft2(ifftshift(p)); 
h = fftshift (h); 
figure (1); 
freqz2 (h); 


程序 运行 结果 如 图 10. 29 所 示 。 
理想 滤波 器 平移 后 的 理想 滤波 器 


TW 





Kig 
a) 理想 滤波 器 
设计 的 滤波 器 的 脉冲 响应 频率 响应 





c) 设计 的 滤波 器 的 脉冲 响应 d) 设计 的 滤波 器 的 频率 响应 
图 10.29 例 10-13 图 


MATLAB Kğ fsamp2 可 自动 实现 上 述 抽样 过 程 。 


如 果 理 想 滤波 器 的 截止 边缘 十 分 陡峭 ， 那 么 频率 抽样 法 拟 合 的 所 有 抽样 点 的 平面 效果 
不 好 ， 会 产生 明显 的 波动 。 若 要 弥补 此 不 足 ， 可 以 通过 给 理想 滤波 器 增加 一 个 过 渡 带 实 


现 ， 具 体 过 程 见 下 例 。 
比较 FIR 滤波 器 的 频率 响应 


利用 频率 抽样 法 设计 两 个 FIR 滤波 器 ， 一 个 截止 频率 为 0.5 且 没 有 过 渡 带 ， 男 一 个 滤 
波 器 有 过 滤 带 且 通 带 截 止 频率 为 0.5， 阻 带 截止 频率 为 0. 57， 两 个 滤波 器 的 抽样 频率 均 为 


2， 比 较 这 两 个 滤波 器 的 频率 响应 。 上 述 频率 缘 为 归 一 化 频率 。 
解 : 利用 MATLAB 设计 第 一 个 滤波 器 : 
N = 33; 
fps = 0.5; 
p = ones(N); 
[f1 £2] = freqspace(N, 'meshgrid'); 
r = sqrt (f1.*2 + £2.*2); 
pír > fps) = 0; 


对 于 第 二 个 滤波 器 ， 过 渡 带 是 一 条 从 点 (fps，1) 到 点 (fst，0) 的 直线 ，fps 和 fst 分 别 


表示 通 带 截 止 频率 和 阻 带 截止 频率 。 过 渡 带 定义 为 
AME NER |e 
fst — fps fst — fps 
利用 MATLAB 设计 一 个 具有 过 渡 带 的 二 维 滤波 器 ， 程 序 如 下 : 


= 
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N = 33; 

fps = 0.5; 

fst = 0.57; 

pP = ones(N); 
p(r > fps) = -(1/(fst-fps))*r(r > fps) + fst/(fst - fps); 
pír > fst) = 0; 


对 于 这 两 个 滤波 器 也 可 用 fsamp2 函数 实现 频率 抽样 ， 用 freqz2 函数 求解 它们 的 频率 


h fsamp2 (p); 

H freqz2(h, N, N); 
freqz2 (h); 

结果 如 图 10. 30 fray. 


理想 滤波 器 频率 响应 





-Ll. =} y -1 =] F, 
a) 理想 滤波 器 及 其 抽样 后 的 频率 响应 ， 滤 波 器 没 b) 理想 滤波 器 及 其 抽样 后 的 频率 响应 ， 滤 波 器 没 
有 过 渡 带 因而 频率 响应 图 像 中 有 明显 的 波动 有 过 渡 带 因而 频率 响应 图 像 中 有 明显 的 波动 
理想 滤波 器 频率 响应 





, et Si F, 
c) 滤波 器 具有 过 渡 带 ， 波 动 明显 减少 d) 滤波 器 具有 过 渡 带 ， 波 动 明显 减少 
图 10.30 例 10-14 < 


10.3.3 变换 法 

利用 变换 法 设计 二 维 滤波 器 是 指 将 一 维 滤 波 器 经 数学 变换 ， 使 其 成 为 二 维 滤 波 器 ， 这 
个 过 程 类 似 于 低 通 滤波 器 进行 频率 变换 后 得 到 带 通 滤波 器 。 变 换 法 是 由 McClellan 提出 
的 ， 最初 是 将 一 维 数字 滤波 器 写成 余弦 形式 。 如 果 一 个 FIR 滤波 器 的 脉冲 响应 是 对 称 的 ， 
h[n]—hL—n]. Ws us n np 5j 7g 


CN—1)/2 (N—1)/2 
H) = >) hinj = >) k[n]cos(onT) (10. 13) 
n=—(N—-1)/2 n=0 
式 中 ， 
ALO =0 
ate) = | [0] m 
2h[n] 其 他 


可 以 看 出 k[nj 是 常数 ,方程 中 的 余弦 是 cos(nz) 的 形式 。 联 想到 5. 1 节 ， 切 比 雪夫 多 
项 式 可 以 写 为 
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Ty (x) = cos(Narccos(x) ) 
4 x=cos(Q), fH 
To (cos(Q)) = 1 
Ti (cos(Q)) = cosCQ) 
为 了 得 到 更 多 项 ， 可 利用 递归 关系 式 
Tin Ccos(Q)) = 2cos(Q) Ti Ccos(Q)) — T} Ccos(Q)) 
如 果 展 开 多 项 式 至 高 阶 ，cos(nQ) 可 以 表示 成 cos" (0Q) 的 线性 组 合 ， 即 
cos(nQ) = DJ brcos: CQ) 


k=0 


KH, b 为 常数 。 
将 式 (10. 15) 代 人 式 (10. 13) ， 可 得 
(N—15/2 


He?) = s a, cos” (Q) 
n=0 


McClellan 的 原著 中 ， 所 使 用 的 变换 式 为 
cos(Q) = TG; +22) 
RH, A= VHE 
TCQ R) = 0. 5[cosCQi) + cos(Q;) + cos(Q;)cos(Q:) — 1] 
将 一 维 滤波 器 变换 成 二 维 滤波 器 
利用 变换 法 构造 一 个 二 维 滤波 器 ， 给 定 的 一 维 滤波 器 为 
HB. E. z2 +1. Bg Rd 5 
z 


解 : 一 维 滤波 器 的 脉冲 响应 为 
h[n] = {1,1.5,0. 5} 
符号 ~ 指向 hL0]。 若 将 滤波 器 变 为 零 相 位 ， 则 有 
h[n] = {0.5,1.5,1.0,1.5,0.5) 





相应 的 z 变换 为 
H(z) = 0.527 +1.52+1.0+1.527 +0. 527 
可 写 为 
2 —2 = 
Hi) = 242 HX j 
JH e" 代替 z， 得 到 频率 响应 
He") = cos(2wT) + 3cos(wT) + 1 


由 切 比 雪夫 递归 关系 式 (10. 14) 49 
cos(2uT) = 2cos:(wT) — 1 


T1 





从 而 得 到 频率 响应 
H(e*") = 2cos’ (wT) + 3cos(wT ) 
利用 McClellan 的 变换 式 (10. 17)， 经 过 大 量 代数 运算 ， 得 到 
H(e*T) 一 0. 5[cos? Cw T) + cos? (vw; T) ] + 2cos(w; T) cosCo; T) 
+ cos? (wi T) cosCw; T) + cos(w; T) cos’ (v; T) 


+0. 5[cosCo; T) cosCo; T) ] + 0. 5[. cos? (a, T) cos’ (o; T) ] — 1 


(10. 14) 


(10. 15) 


(10. 16) 
最 后 ， 利 用 变换 公式 将 式 (10.16) 从 一 维 滤波 器 的 频率 响应 变 成 一 个 二 维 信号 。 在 


(10. 17) 


(10. 18) 


利用 MATLAB 绘制 了 在 on o 平面 内 的 幅 频 响 应 图 。 为 了 进行 比较 ， 也 绘制 出 原 
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滤波 器 的 幅 频 响应 图 ， 即 HCT) =cos(2uT)+3cos(wT) +1, HH, w= Jai Fo, BUF 
运行 结果 以 及 等 高 线 图 如 图 10. 31 所 示 。 





2 
wz -47 547 





Q) 


a) 一 维 信号 ， 其 中 == yono b) McClellan 变 换 的 近似 结果 c) 合并 的 等 高 线 图 ， 虚 线 为 近似 结果 
10.31 例 10-15 < 
同样 ， 可 以 通过 = 变换 得 到 例 10-15 的 结果 。 为 了 得 到 频率 响应 ， 利 用 eI. Du 
cos(wT) = Ce +e #T)/2 与 (z 十 z !)/2 对 应 ， 将 此 替换 应 用 到 
McClellan 变换 中 


T(z;,z;) = 0. 5 ( 





zit+l , 2+], eitle+l 
22, + 2z; + 22, 222 1) 
展开 此 方程 ， 可 以 得 到 如 图 10. 32 所 示 的 二 维 滤波 器 掩 码 。 
将 zT, z; RAZ CO. 18), 得 到 的 频率 响应 与 例 10-15 的 
结果 相同 。 
MATLAB 提供 的 ftrans2 函数 可 自动 完成 二 维 变换 的 设计 





图 10. 32 McClellan 变换 


过 程 。 调 用 该 函数 时 ， 首 先 要 利用 常规 的 设计 方法 设计 一 个 一 维 RB eR 
滤波 器 ， 满 足 滤波 器 的 长 度 为 奇数 (偶数 阶 ) ， 再 调用 ftrans2 函 波 器 扼 码 
数 构造 二 维 滤波 器 。 


CEDED 利用 MATLAB 转换 一 维 低 通 滤波 器 为 二 维 低 通 滤波 器 

调用 firls 函数 设计 一 个 一 维 低 通 滤 波 器 ， 归 一 化 抽样 频率 为 2， 过 渡 带 频率 范围 为 
[0. 3，0. 35]， 滤 波 器 阶 数 为 16， 调 用 函数 ftrans2 函数 将 其 转换 成 二 维 滤波 器 。 

解 : 利用 MATLAB 设计 一 维 滤 波 器 : 


fa = 2; 

Fa [0 .3 .35 1]; 
M = [11 O 0]; 

N - 16; 


b - firls(N, F, M); 

[H f] = freqz(b, 1, 1024, fs); 

figure(1); 

plot (f, abs(H)) 

调用 ftrans2 函数 构造 二 维 滤波 器 并 绘制 其 频率 响应 图 : 
h = ftrans2 (b); 

figure(2); 

[H fi £2] = freqz2(h, [129 129]); 

mesh(f1, £2, abs(H)); 

为 得 到 二 维 滤 波 器 的 横 截 面 ， 编 写 以 下 代码 : 
cross = abs(H(:,64)); 

plot (f1, (cross)); 


结果 如 图 10. 33 所 示 。 二 维 滤波 器 的 横 截面 图 用 于 与 一 维 滤波 器 的 幅度 图 比较 。 
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一 维 低 通 滤波 器 


变换 后 的 滤波 器 


增益 
e 
a 






oo 





"0 Gi e2 B3 G4 OS CARY uS do" ] oa 5 
频率 (Hz) fun ey 
a) 原始 一 维 滤 波 器 的 幅度 响应 图 b) 经 过 变换 后 的 二 维 滤波 器 的 幅度 响应 图 
主 辩 增益 比较 
1.08 


增益 
B 


V m vU Ven D EEA TAT 
频率 (Hz) 
c) 二 维 滤波 器 幅度 响应 的 主 瓣 横 截 面 图 ， 释 加 的 曲线 为 一 维 滤波 器 的 幅度 响应 


图 10.33 i] 10-16 图 4 


10.3.4 FIR 滤波 器 在 图 像 中 的 应 用 

MATLAB 提供 的 filter? 函数 可 用 于 图 像 滤 波 ， 其 自 变量 为 输入 图 像 和 给 定 的 FIR gi 
波 器 ， 输 出 为 滤波 后 的 图 像 。 下 面 的 例子 介绍 如 何 调用 该 函数 验证 滤波 器 设计 。 

利用 MATLAB 设计 一 个 30 阶 的 FIR 带 阻 滤波 器 ， 并 将 其 转换 成 二 维 滤波 器 

下 面 的 程序 运行 后 产生 一 个 大 加 号 “十 ”， 并 以 正弦 波纹 填充 ， 如 图 10. 34 所 示 。 程 序 
中 调用 firls 函数 构造 30 阶 的 FIR 带 阻 滤波 器 ， 将 其 转换 成 二 维 滤波 器 ， 然 后 用 这 个 滤波 


256; 












zl = ones(N) ; 
n2 = 16; 
f = 32; 


for i e 1:N 
zl(:, i) = (1«sin(2*pi*f*i/N))/2; 
end 


21(1:N/2-n2, 1:N/2-n2) = 1; 
z1(1:N/2-n2, N/2+#n2:N) = 1; 
z1(N/2«n2:N, 1:N/2-n2) = 1; 







z1(N/24n2:N, N/2+n2:N) = 


[ 
H 


a) b) 
10.34 MATLAB 生成 的 二 维 图 像 
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器 过 滤 图 像 中 的 波纹 。 

解 : 图 像 由 256 个 抽样 方块 构成 ， 每 个 周期 抽样 两 次 ， 变 化 最 快 的 正弦 信号 有 128 个 
周期 。 此 例 中 ， 图 像 中 有 32 个 周期 的 正弦 波 ， 归 一 化 抽样 频率 即 六 /2=1， 正 弦 波 对 应 频 
AX 32/128=0. 25。 设 计 一 个 归 一 化 的 带 阻 滤波 器 来 截获 此 频率 ， 合 理 的 频带 边界 频率 可 
设 为 0.2、0. 22、0. 28 和 0.3。MATLAB 程序 及 其 一 维 带 阻 滤波 器 如 图 10. 35 所 示 。 


一 维 带 阻 滤波 器 





08 
:220 128 3 11; 
gos 
30; 04 
b = firls(Nf, F, M); 

[H f] = freqz(b, 1, 1024, fs); 02 
figure (1); 0 i 
plot(f, abs(H)); x 0.6 
频率 (Hz) 

a) b) 


图 10. 35 ”一 维 带 阻 滤波 器 


下 面 调 用 ftrans2 函数 将 一 维 带 阻 滤波 器 转换 成 二 维 带 阻 滤波 器 ， 所 得 滤波 器 的 响应 
如 图 10. 36 所 示 。 


转换 后 的 滤波 器 


ftrans2 (b); 
figure(1); 
[H f1 £2] = freqz2(h, [128 1281); 
mesh(f1, £2, abs(H)); 





a) : b) 
图 10.36 由 图 10.35 中 一 维 滤 波 器 转换 得 到 的 二 维 滤 波 器 


最 后 ， 调 用 filter2 函数 实现 用 该 二 维 滤波 器 对 图 像 的 滤波 ， 结 果 如 图 10.37 所 示 。 由 





filter2(b, z1, 'valid'); 


figure(1); 


imshow(y, [.1 .9]); 





a) b) 
图 10.37 滤波 后 的 图 像 
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图 10. 37 可 见 ， 水 平 横 条 上 的 正弦 频率 几乎 全 被 去 除 ， 而 竖 条 的 左右 边缘 附近 留 有 其 他 频 
率 ， 这 些 是 正弦 信和 号 被 截断 时 产生 的 较 高 频率 。 < 

利用 MATLAB 实现 对 Sophie 图 像 的 滤波 

图 10. 38 的 图 像 名 为 “Sophie”， 借 助 firl 函数 构建 32 阶 的 高 通 滤波 器 ， 对 图 像 进 
行 滤波 。 

8: 下 面 的 MATLAB 程序 实现 读 取 图 像 ， 构 造 二 维 滤波 器 ， 以 及 调用 filter2 HRS 
图 像 进 行 滤 波 。 图 10.39 显示 了 不 同 截止 频率 下 的 滤波 结果 。 


s = imread('sophieyaya.bmp') ; 
z = rgb2gray(s) ; 
figure (1) ;clf; 

imshow (z) ; 

% 


Nf = 32; 

fs = 2; 
figure (2) ;clf; 
fo = .05; 


b = firl(Nf, fc(i), 'high!); 
[H f] = freqz(b, 1, 1024, fs); 
h = ftrans2(b); 

y = filter2(h, z); 图 10.38 Sophie 图像 
imshow (y) ; 


图 10. 39a 中 截止 频率 相对 较 低 ， 所 去 掉 的 低频 分 量 很 少 ， 图 像 中 大 片 的 白色 区 域 得 以 保 
留 。 相 比较 而 言 ， 图 10. 39d 中 去 掉 了 较 多 低频 分 量 ， 仅 有 变化 比较 明显 的 区 域 被 保留 下 来 。 


天 =0.05 大 =0.08 








图 10. 39 图 像 *Sophie” 分 别 通过 4 个 不 同 截止 频率 的 高 通 滤波 器 。 图 acd 中 频率 
由 0. 05 逐步 增加 到 0. 14， 步 长 为 0.03 < 
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小 结 


人 们 提 到 信号 的 频率 ， 往 往 认为 是 听觉 上 的 感受 。 如 果 从 视觉 上 分 析 频 率 ， 通 常 是 指 物体 的 颜色 ， 
因为 不 同 频率 的 可 见 光 代表 不 同 的 颜色 。 在 本 章 中 ， 可 以 看 到 从 视觉 上 分 析 图 像 时 ， 频 率 分 量 可 表示 图 
像 中 相 邻 像素 间 亮 度 的 变化 率 。 明 亮 的 区 域 在 极 短 的 空间 范围 过 渡 到 较 暗 的 区 域 ， 表 示 存 在 高 频 分 量 的 
边缘 ， 就 像 方 波 陡峭 的 边缘 对 应 电压 信和 号 的 高 频 分 量 。 

图 像 可 以 用 二 维 信号 表示 ， 同 时 大 部 分 应 用 于 一 维 数字 信和 号 处 理 的 技术 可 以 应 用 到 二 维 ， 但 有 一 些 
差别 需 引 起 注意 。 这 里 的 信号 不 再 是 传统 观念 上 随时 间 变 化 的 电压 信号 ， 而 是 指 在 空间 中 变化 的 亮度 或 
幅度 值 。 在 二 维 数 字 信 号 处 理 中 ， 因 果 性 也 不 再 那么 重要 。 二 维 信号 的 频率 变化 以 及 滤波 器 的 稳定 性 很 
难 其 至 不 可 能 以 可 视 化 表示 (如 零 极 点 分 布 图 ) 进 行 处 理 。 

二 维 DFT 可 以 通过 多 个 一 维 DFT 进行 求解 。 分 析 一 个 NX M 的 图 像 ， 需 对 图 像 信号 进行 M 次 的 N 
点 1D DFT, 再 进行 N 次 M 点 的 1D DFT。 在 2D DFT 中 ,通常 将 零 频 放 在 中 间 位 置 ， 并 以 该 点 为 中 心 
的 同心 圆 表示 其 他 较 高 频率 。 在 傅 里 时 光学 理论 中 ， 一 个 透镜 在 焦 平面 产生 的 效果 相当 于 二 维 傅 里 叶 变 
换 ， 可 以 利用 2D DFT 模拟 此 等 效 过 程 。 

DCT 是 另 一 种 图 像 变 换 方法 , 已 广泛 应 用 于 图 像 压 缩 和 编码 。 在 压缩 图 像 时 ，DCT 可 用 较 少 的 位 数 
对 低能 量 图 像 进行 编码 ， 同 时 DCT 可 以 从 DFT 计算 得 到 。 

利用 窗 函 数 法 设计 二 维 FIR 滤波 器 时 ， 实 现 过 程 与 一 维 情况 类 似 。 本 章 介 绍 了 两 种 生成 二 维 窗 函 数 
的 方法 。 第 一 种 方法 将 传统 的 一 维 窗 函 数 绕 原点 旋转 获得 二 维 窗 函 数 平面 。 第 二 种 方法 用 两 个 一 维 窗 函 
数 相 乘 ， 一 个 窗 函数 表示 一 个 行 向 量 ， 另 一 个 窗 函 数 ( 可 能 与 第 一 个 窗 函 数 相 同 ) 则 表示 一 个 列 向 量 。 两 
个 向 量 相 乘 所 得 矩阵 即 为 二 维 窗 函 数 。 

频率 抽样 法 设计 一 维 FIR 滤波 器 可 扩展 到 二 维 ， 为 此 ， 我 们 需要 对 二 维 理想 滤波 器 抽样 后 进行 二 维 
IDFT。 由 于 DFT 定义 在 第 一 象限 ， 需 要 利用 对 称 性 在 其 他 三 个 象限 构建 类 似 的 表面 ， 从 而 得 到 二 维 FIR 
滤波 器 ， 其 生成 相对 容易 。 

第 三 种 设计 二 维 滤波 器 的 方法 是 变换 法 。 首 先 获得 一 维 FIR 滤波 器 ， 根 据 一定 的 变换 规则 ， 将 其 变 
换 成 二 维 滤波 器 ， 并 对 周期 对 称 FIR 滤波 器 进行 了 说 明 。 

MATLAB 的 图 像 处 理工 具 箱 中 提供 了 许多 函数 ， 使 得 二 维 情 况 下 的 分 析 和 处 理 过 程 更 为 简单 。 可 
以 使 用 filter2 函数 实现 二 维 滤波 并 显示 滤波 结果 。 本 章 中 所 使 用 的 MATLAB 函数 见 表 10. 4。 


表 10. 4 本章 中 用 于 滤波 器 设计 和 图 像 显示 的 MATLAB GH, tit" * ”号 的 函数 来 自 图 像 处 理工 具 箱 


函数 调用 格式 及 功能 描述 

conv2 y= conv2(xl, x2); 二 维 信 号 zl 和 zz 的 卷 积 

Det y= dct (x); 离散 余弦 变换 

dct2* y= dct2(im); 二 维 离散 余弦 变换 

fft2 y= fft2(x); HER BR HL np ARS 

fftshift y= fftshift (x); 将 变量 平移 使 得 零 频 分 量 位 于 中 心 ，z 可 以 是 一 维 或 二 维 变量 
filter2 y= filter2(h, x); 利用 二 维 滤波 器 hh 对 二 维 信号 xz 滤波 


freqspace fl f2]= freqspace(N); 构建 频率 空间 ， 一 般 fi. fo 的 取 值 范围 为 [一 1，1]， 以 N 步 实现 
[H fl f2]= freqz2(h); 求 二 维 FIR 滤波 器 天 对 应 的 频率 响应 瓦 ， 并 返回 两 个 频率 向 量 a 和 


ecc 方 。 单 独 使 用 函数 freqz2(h) 可 绘制 二 维 频率 响应 图 

fsamp2* h= fsamp2(H); 利用 五 中 的 频率 抽样 点 构建 二 维 FIR 滤波 器 

ftrans2* h= ftrans2(b); 通过 变换 法 将 一 维 FIR 滤波 器 5 变换 成 二 维 FIR 滤波 器 用 

fwind2* h= fwind2(Hd, win); 利用 窗 函 数 法 设计 二 维 FIR 滤波 器 。Hd 是 理想 滤波 器 的 频率 响应 ，win 
是 二 维 窗 函 数 

ifft2 y= ifft2(x); 计算 二 维 离散 傅 里 叶 反 变换 


ifftshiftP x= ifftshift(y); fftshift KI zH 

A= imread('filename', fmt); 从 filename 读 取 fmt 格 式 的 图 像 数据 至 二 维 向 量 A 中 ，fmt 可 
J jpeg. bmp 等 格式 

imshow* imshow (im); 显示 灰 度 图 像 


imread 
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GE 
函数 调用 格式 及 功能 描述 
imwrite imwrite(A, 'filename', fmt); 将 灰 度 图 像 A fmt 格式 写 入 文件 filename 
mesh mesh (x, y, z) mesh (z); 生成 由 xz、y、z 定 义 的 网 格 线 表 面 图 
surf surf (x, y, z):k surf(z); 生成 三 维 曲面 图 ， 颜色 变 化 与 高 度 成 比例 
习题 
思考 题 
1. 阐述 离散 余弦 变换 与 离散 全 里 叶 变 换 之 间 的 关系 。 
2. 假如 我 们 利用 一 维 FFT 计算 一 个 NXN 图像 的 二 维 FFT， 其 中 复数 相 乘 的 次 数 如 何 随 N 变化 ? 
3. 二 维 傅 里 叶 变 换 与 光学 中 的 干涉 现象 有 什么 关系 ? 结合 光 于 涉 现象 启发 性 解释 竖 向 细 细 的 二 维 傅 里 叶 
变换 。 
4. DET 可 用 于 计算 循环 卷 积 ， 如 何 利用 DFT 计算 线性 卷 积 ? 
5. DCT 能 量 聚 集 的 含义 是 什么 ? 
6. 一 维 滤波 系统 中 ， 水 平 轴 往往 是 时 间 轴 ， 并 且 常 讨论 系 FFT 
统 的 因果 性 ; 二 维 滤波 系统 中 ， 两 个 维度 都 表示 空间 位 
置 ， 且 系统 的 因果 性 变 得 不 重要 ， 这 是 否 意味 着 可 以 实 1 
现 理想 滤波 器 ? 
7. 给 定 一 个 一 维 滤波 器 [nj*>Hi(z)， 旋 转 h[Lnj 得 到 二 | 


. 当 计 算 一 维 信号 的 FFT 时 ， 可 以 得 到 图 10.8 的 结果 ， 


维 脉冲 响应 廊 Ly ne, hi Ly me JA z ERA Hi (zi， R o6 
22)» 证 明 H; (zi ,zz ) 不 可 由 Hi (z) 旋 转 得 到 。 


其 中 抽样 频率 为 1， 观 察 此 图 可 得 : 0.2 
。 频率 从 0Hz 线性 变化 到 fs. | | | 
。 频率 分 辩 率 为 fs/L, L 是 信号 抽样 点 的 个 数 。 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 
。 图 形 是 左右 对 称 的 。 频率 (Hz) 

。 FFT 的 幅 值 以 左 侧 的 线性 尺度 标注 。 图 P10.8 思考 题 8 的 FFT 

这 些 特性 在 二 维 FFT 的 频率 显示 结果 中 有 哪些 不 同 ? 


分 析 和 设计 题 
10.1 节 
10.1 已 知 二 维 FIR 滤波 器 的 差分 方程 


»Lh kh] = bo,o 2L Ai ska] m bo,1 yLh skp 一 1] —bioyLh P 1,À;] — byLk = lk = 1] 
A, boo =l, 5170.5, bio =0.5, bi =0. 25, 
试 确定 滤波 器 的 脉冲 响应 。 


10.2 已 知 二 维 IIR 滤波 器 的 差分 方程 : 


yLki sk | a bo,o xL +k | = 4,1 VLA: skz 一 1] = ai,0o YLk J LR] E aii yL — l.k; 一 1] 
AP, Duo, aoo =l, 491770.5, aio — —0.5, ai —0. 25, 
试 确定 滤波 器 的 脉冲 响应 。 


10.3 已 知 差分 方程 


ybi Re] = boo z[ki ,ka]— bor yLki skz — 1] — boyLki — b ER] hay — 1542 — 1] 
AP, boo=1, 5170.5, bio =0.5, bi, =0. 25, 
试 画 出 输入 /输出 (I/O) 掩 码 图 。 


10.4 已 知 差分 方程 


ao, yLki ska] =bo,oxLhi kh] + bin rlki — lk; — 1] 
= a yLA sk; 一 1] E 1,0 Y Li P 1,&;] m aia Lh —l,k-— 1] 
HH, boo =l, 57 —1, 4607 —0.2, a9170.5, a1,,—0.5, a11— —0. 25, 
试 画 出 输入 输出 (IO) 掩 码 图 。 
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10.5 根据 下 面 绘制 的 掩 码 图 ， 试 确定 相应 的 差分 方程 。 





_005 -01 
输出 掩 码 


图 AP10.5 确定 IO 掩 码 图 所 对 应 的 差分 方程 


10.6 给 定 两 个 函数 
0, kı <0 0, kz <0 
pitt Ment km 7 £974 uad 2-32 
计算 这 两 个 函数 相 乘 得 到 的 二 维 差 分 方程 ， 并 画 出 类 似 图 10. 4 所 示 的 结果 图 ， 网 格 大 小 为 10X10。 
10.7 给 定 两 个 函数 
0, ky <0 


fm 1 OE His 加 eren 
计算 这 两 个 函数 相 乘 得 到 的 二 维 差分 方程 ， 并 画 出 类 似 图 10. 4. 所 示 的 结果 图 ， 网 格 大 小 
100X100, 
10.2 4 


10.8 计算 下 列 系统 的 > 变换 
3y[LA ke] 一 ZLA ko] +0. 5x[kı ys — 1] +0. 5z[ki — 1, 5; ] +0. 25z [Ei —1,42 — 1] 
十 0.25xz[A — 2,&; |+ 0. 252[ki ys — 2] + 0. 252[k, —1,4, — 2] 
+0. 252zLki —2,k; — 1] +0. 125z[k; — 2, ; — 2] 
10.9 计算 下 列 系统 的 z 变换 
y[LAi sk: ] =x[ki sk: ] +0. Salhi Rs 一] 十 0.5z[ —1,42]+0. 25y[ki — 1,5; — 1] 
+0. 5y[kı — 1,£; —2] +0. 5y[ £i — 2,5; —1]—0. 25y[ i — 2,5; — 2] 
10.10 已 知 某 二 维系 统 的 传输 函数 


_ ylei rz.) (0 biz) 2! 
H(z 522) =] A =i ef 
zm z2) 1 — ai ozi — 40122) — 1121 22 





试 求 差分 方程 。 
10. 3 节 
10.11 “将 脉冲 响应 =[1，2，2] 与 其 自身 相 乘 构造 二 维 FIR 滤波 器 。 利 用 MATLAB 画 出 在 65X65 4B 
阵 空间 上 的 滤波 器 的 频率 响应 图 。 
10.12 利用 MATLAB 画 出 下 列 二 维 FIR 滤波 器 的 频率 响应 图 , 
zizb—z21—2;4-1 
ziz 
zizi tH ziz tee +z, 23 +2, 2. +2; $2. +23 +1 


zizi 


(a) H(z, z2)= 





(b) H(zi , Z2 ) 一 


(c) Hlas z;2—1-9-2(zi! -2z;!2—2(z ?z;?)-cF4ziiz;!—A4zz'—A4zz-4z zm 

10.13 ”利用 MATLAB 画 出 下 列 二 维 IIR 滤波 器 的 频率 响应 图 : 

ziz: +0. 5z; 4-0. 5z; +1 

zı zı —2z, — 2z: +4 

zitzi tH zz tzi tz 

ziz2—0. 221 —0. 222 F0: 04 

10.14 FER MATLAB 程序 运行 后 显示 一 个 名 为 “im” 的 三 维 sinc 函数 图 像 。 根 据 下 列 两 个 步 又 计算 
2D FFT: 
步骤 1: 对 im 的 每 一 行进 行 1D FFT 计算 ， 生 成 新 的 图 像 imRows。 
步骤 2. 对 imRows 的 每 一 列 进行 1D FFT 计算 ， 生 成 新 的 图 像 imFFT。 


(a) H(z , 25)—4 





(b) Hm ;,22)— 
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画 出 图 像 imFFT， 并 与 直接 采用 MATLAB 函数 fft2 计算 所 得 的 二 维 FFT 结果 进行 比较 。 


N = 128; 
im = zeros(N, N); 
[xl x2] = freqspace(N, 'meshgrid') ; 
r = sqrt(x1.^2 + x2.^2); 
im - sinc(2*pi*r); 
画 出 下 列 函 数 的 二 维 FFT 图 ， 所 有 函数 均 满 足 ; 
N = 256;E = 20;im = zeros(N, N); 
(a) BEAR Ax 
for c = 1:N 
im(c, :) = square(2*pi*f*c/N); 
end 
(b) 正弦 波纹 
im = zeros(N, N); 
[x1 x2] = freqspace(N, 'meshgrid') ; 
r = sqrt(x1.^2 + x2.^2); 
im = sin(2*pi*r); 
(c) chirp 函数 
im = zeros(N, N); 
[x1 x2] = freqspace(N, 'meshgrid'); 


r = sqrt (x1.*2 + x2.^2); 
T = 1/f; 
t = 0:T:N*T-T; 


for c = 1:N 
im(:, c) = chirp(t, .2, N*T, 2); 


end 
(d) 锯齿 波 
for ¢ = 1:N 
im(:, c) = sawtooth(2*pi*.5*f*c/N); 
end 
两 个 信号 定义 如 下 ， 利 用 DFT 的 性 质 计算 两 者 的 线性 卷 积 ， 并 利用 MATLAB 提供 的 conv2 函数 
验证 计算 结果 。 





xin, n2] yin, 77] 


例 10-4 中 低 通 滤波 器 的 脉冲 响应 为 
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10. 18 


10. 19 


10. 20 


下 面 的 MATLAB 程序 运行 后 ， 得 到 一 个 三 维 sinc 函数 及 其 图 形 ， 将 其 作为 一 个 二 维 滤波 器 的 脉 
冲 响应 。 
N= 255; 
[t1 t2] = freqspace(N, 'meshgrid'); 
r = sqrt (t1.*2 + t2.^2); 
Hw - sinc(2*pi*r); 
Hw(r > 1) = 0; 
figure (1) ;clf; 
mesh (Hw) ; 
如 果 滤 波 咒 的 输入 是 由 下 面 的 程序 产生 的 高 斯 型 点 阵 ， 试 用 卷 积 计算 滤波 器 的 输出 ， 并 解释 输出 结果 。 
s = zeros(N, N); 
rx = randn(5000,1);ry = randn(5000, 1); 
rx = fix((N-1)* (rx - min(rx))/(max(rx)-min(rx))) + 1; 
ry = fix((N-1)*(ry - min(ry))/(max(ry)-min(ry))) + 1; 
for i = 1:length(rx) 
s(rx(i), ry(i)) = 1; 
end 
figure (2) ;clf; 
imshow (s); 
title('Gaussian Dots') ; 
下 面 的 MATLAB 程序 运行 后 显示 一 张 由 水 平 线 和 垂直 线 构成 的 网 格 图 ， 对 该 图 像 进 行 2D FFT 
变换 。 在 变换 后 的 图 像 中 ， 手 动 去 掉 垂 直线 对 应 的 频率 分 量 ， 再 进行 IFFT 变换 重建 图 像 。 验 证 
去 除 的 频率 分 量 是 否 正确 。 
N = 256; 
Iml = zeros(N, N); 
steps = 16; 
for i = 1:N/steps 
start = i*steps - steps + 7; 
im1(:,start:start+steps/(N/steps)) = 1; 
end 
im2 = imrotate(imv,90,'nearest','crop') ; 
im = iml + im2; 
若 对 图 AP10. 20 中 每 幅 图 像 进 行 2D FFT， 预 测 结果 图 像 的 形状 ， 并 利用 MATLAB 计算 二 维 
FFT 图 像 ， 验 证 预测 结果 。 





EJ:E i KFZ XA 
a) b) c) 
直径 为 8 像素 的 针 孔 十 字 架 








d) e) 
图 AP10.20 YM 10. 20 图 
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利用 MATLAB 按 如 下 步骤 计算 z[z] 的 离散 余弦 变换 


z[n] = sin( Se) ,N = 8,n = 0,1,2,:,7 





计算 步 又: 

1. 将 zxLnj] 进 行 周期 延 拓 得 到 z[n] 二 x[2N 一 n 一 1]。 

2. 对 所 得 周期 信号 进行 离散 傅 里 叶 变 换 得 到 XK). 

3. X(CK) 的 每 一 项 与 p(k) eC7*//CN /2 相 乘 得 到 CCK). 

调用 MATLAB 中 的 det 函数 验证 计算 结果 。 

附录 D 中 编制 的 MATLAB 函数 fouriersq, fouriertri 和 fouriersaw 分 别 用 于 生成 带 限 方 波 、 三 角 
波 和 锯齿 波 。 调 用 这 三 个 函数 ， 生 成 的 波形 分 别 定 义 为 sq、tri 和 saw。 每 个 信号 都 有 1024 个 点 ， 
基 频 为 100Hz， 抽 样 频率 为 11025Hz， 包 含 28 项 。 

(a) 计算 并 画 出 每 个 信号 的 DCT A. 

(b) 确定 DCT 的 最 少 点 数 ， 使 得 其 仍 保留 95% 的 信号 能 量 。 

图 10. 25 显示 的 二 维 汉 明 窗 由 一 维 窗 函 数 旋转 而 得 到 ， 利 用 该 方法 构造 一 个 长 度 为 65 的 二 维 布 
EX. 

图 10. 26 显示 的 二 维 汉 明 窗 由 两 个 一 维 窗 相 乘 而 得 到 。 利 用 该 方法 构造 一 个 长 度 为 33 B5 — AE 
形 窗 。 

构建 一 个 二 维 理想 低 通 滤 波 器 ， 应 用 布莱克 曼 窗 于 理想 滤波 器 ， 并 显示 结果 。 要 求 其 归 一 化 抽样 
频率 为 2， 截止 频率 为 0. 18。 

构建 一 个 二 维 理想 低 通 滤 波 器 ， 应 用 汉 宁 窗 于 理想 滤波 器 ， 并 显示 结果 。 要 求 其 归 一 化 抽样 频率 
为 2， 截止 频率 为 0. 35 。 

构建 一 个 二 维 理想 高 通 滤波 器 ， 应 用 汉 明 窗 于 理想 滤波 器 ， 并 显示 结果 。 要 求 其 归 一 化 抽样 频率 
为 2， 截 止 频 率 为 0. 5。 

添加 必要 的 代码 ， 验 证 下 列 加 窗 后 的 低 通 滤波 器 满足 通 带 和 阻 带 波动 指标 要 求 。 

Rp = .05;Rs = .05; 滤波 器 类 型 : 低 通 加 窗 

fs = 2; 抽样 频率 : 2 


Lau ee eee WPm: 0.05 
fc = ((fpass + fstop)/2); 通 带 : 0-0.2 
N = 128; 
[£1 £2] = freqspace(N, 'meshgrid'); Ma: 0.3~1 
r = sqrt(f1.^2 + f2.^2); 
Hd = zeros(N); $Ideal filter 
Hd(r«fc) = 1; 
Nw - 48; $Window size 

- zeros((N-Nw)/2, 1); 
wHam = [zpad; hamming(Nw); zpad]; 
wHam2 = wHam*wHam'; 
h = fwind2 (Hd, wHam2); 


试用 布莱克 曼 窗 设计 满足 下 列 指标 的 低 通 滤波 器 ， 要 求 滤波 器 阶 数 最 低 。 





滤波 器 类 型 
抽样 频率 
通 带 波动 
阻 带 波 动 
通 带 

阻 带 


滤波 器 类 型 
抽样 频率 
通 带 波动 
阻 带 波动 
阻 带 

通 带 


低 通 加 窗 滤波 器 
2 

0. 03 

0. 05 

0~0. 33 
0.5~1 


要 求 滤波 器 阶 数 最 低 。 


高 通 加 窗 滤 波 器 
2 

0. 02 

0. 04 

0—0. 4 

0.5~1 
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10. 31 


10. 32 


10. 33 


10. 34 


10. 35 


10. 36 


试用 汉 明 窗 设计 满足 下 列 指标 的 带 通 滤波 器 ， 要 求 滤波 器 阶 数 最 低 。 
滤波 器 类 型 带 通 加 窗 滤波 器 
抽样 频率 2 
通 带 波动 0. 05 
阻 带 波动 0. 03 
阻 带 0—0.3, 0.62—1 
i 0. 38~0. 54 
试用 布 菜 克 曼 窗 设计 满足 下 列 指标 的 带 阻 滤波 器 ， 要 求 滤波 器 阶 数 最 低 。 
滤波 器 类 型 带 阻 加 窗 滤 波 器 
抽样 频率 2 
通 带 波动 0. 03 
阻 带 波动 ， 0. 01 
阻 带 0. 4—0. 6 
通 带 0—0.2, 0.8—1 
下 面 的 MATLAB 程序 采用 长 度 为 28 的 矩形 窗 设 计 低 通 滤波 器 。 试 确定 最 大 的 通 带 波动 ， 以 滤 
波 器 增益 百分比 形式 表示 。 
fs = 2; 
fpass = .33; 
fstop = .5; 
fc = ((fpass + fstop)/2); 
N = 128; 
[fi £2] = freqspace(N, 'meshgrid') ; 
r = sqrt(f1.*2 + f2.^2); 
Hd = zeros(N) ; 
Hd(r«fc) = 1; 
% 
Nw = 28; 
zpad = zeros((N-Nw)/2, 1); 
wRectl = [zpad; boxcar (Nw); zpad] ; 
wRect2 = wRectl*wRectl'; 
h = fwind2 (Hd, wRect2) ; 
利用 频率 抽样 法 设计 两 个 FIR 滤波 器 。 第 一 个 滤波 器 的 截止 频率 为 0. 5， 并 且 没 有 过 渡 带 。 第 二 
个 滤波 器 有 过 渡 带 且 通 带 截 止 频率 为 0.4， 阻 带 截止 频率 为 0.6。 两 个 滤波 器 的 抽样 频率 都 为 2， 
理想 滤波 器 大 小 都 为 23X23 点 。 画 出 两 个 滤波 器 响应 的 横 截 面 图 ， 显 示 两 个 滤波 器 响应 的 通 带 
波动 、 阻 带 波动 以 及 过 渡 带 宽度 ， 解 释 其 差别 。 
设计 两 个 满足 如 下 指标 的 FIR 滤波 器 。 第 一 个 滤波 器 采用 频率 抽样 法 实现 ， 第 二 个 滤波 器 采用 汉 
明 窗 函数 法 实现 。 
滤波 器 类 型 低 通 滤波 器 
抽样 频率 2 
通 带 波动 0. 04 
阻 带 波动 0. 02 
通 带 0 一 0. 43 
阻 带 0.65~1 
比较 两 个 滤波 器 的 阶 数 。 
已 知 某 一 维 二 阶 低 通 FIR 滤波 器 


H(z) 一 0. 3118 IUBE 


10. 37 


10. 38 


10. 39 


10. 40 


10. 41 
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(a) 求 出 脉冲 响应 ， 并 表示 成 一 个 零 相 位 系统 。 

(b) 将 零 相 位 系统 的 频率 响应 写成 余弦 函数 的 形式 。 

(c) 利用 McClellan 变换 式 (10. 17) ， 将 函数 表示 为 二 维 cos CQ: fl cos CO; ) 的 寡 次 形式 。 

(d) 画 出 该 滤波 器 的 二 维 频 率 响 应 图 。 

试用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 法 设计 满足 以 下 指标 的 一 维 FIR 滤波 器 。 并 将 该 滤波 器 变换 到 二 维 ， 显 示 


变换 后 的 结果 。 画 出 滤波 器 幅度 响应 的 横 截 面 放 大 图 ， 验 证 设计 的 滤波 器 是 否 满足 指标 要 求 。 


低 通 滤波 器 
2 

0. 02 

0. 02 
0 一 0. 28 
0.60~1 


试用 帕克 斯 -麦克 莱 伦 法 设计 满足 以 下 指标 的 一 维 FIR 滤波 器 。 并 将 该 滤波 器 变换 到 二 维 ， 显 示 
变换 后 的 结果 。 画 出 滤波 器 幅度 响应 的 横 截 面 放 大 图 ， 验 证 设计 的 滤波 器 是 否 满足 指标 要 求 。 


滤波 器 类 型 
抽样 频率 
通 带 波动 
阻 带 波动 
通 带 

阻 带 


带 通 滤波 器 

2 

0. 02 

0. 02 

0. 35~0. 45 

0 一 0. 20, 0.60—1 


例 10-17 中 ，MATLAB 程序 生成 的 图 像 在 频率 为 0.25 处 存在 波纹 ， 程 序 中 抽样 频率 归 一 化 为 
fs/2 二 1。 试 将 该 图 像 通过 一 个 低 通 滤波 器 ， 并 画 出 滤波 结果 。 滤 波 器 的 通 带 边界 频率 为 0. 18， 
阻 带 边界 频率 为 0. 23。 采 用 变换 法 和 一 维 帕 克 斯 -麦克 莱 伦 低 通 滤波 器 设计 该 二 维 滤波 器 ， 通 带 
和 阻 带 波动 为 0. 02。 

例 10-17 中 ，MATLAB 程 序 生成 的 图 像 在 频率 为 0. 25 处 存在 波纹 ,程序 中 抽样 频率 归 一 化 为 
f:/2 二 1。 试 将 该 图 像 通过 一 个 高 通 滤波 器 ,并 画 出 滤波 结果 。 滤 波 器 的 阻 带 边界 频率 为 0. 22， 
通 带 边界 频率 为 0.28。 采 用 变换 法 和 一 维 帕 克 斯 -麦克 莱 伦 高 通 滤波 器 设计 该 二 维 滤波 器 ， 通 带 
和 阻 带 波动 为 0. 02。 

TFE MATLAB 代码 产生 一 个 近似 正 态 分 布 的 随机 点 阵 图 ， 如 图 AP10. 41 所 示 。 


256; 
im3 = ones(N, N); 
randn(5000,2); 
max (max (rx) ) ; 
- min(min(rx)); 
range - mx - mn; 
rx = fix((N-1)*(rx - mn)/(mx-mn)) + 1; 


for i = 1:length(rx) 
im3 (rx(i,1), 
end 


rx(i,2)) 


imshow(im3); 
title('Gaussian Dots'); 





AP10.41 正 态 分 布 的 随机 点 


(a) 若 将 该 图 像 通过 罕 带 低 通 滤波 器 ， 解 释 图 像 将 会 发 生 什 么 变化 。 
(b) 若 低 通 滤 波 器 满足 : fs=1; Fuss = 0. 08, Fay = 0.1, 通 带 和 阻 带 波动 都 为 0.02. 利用 帕克 
斯 -麦克 莱 伦 滤波 器 和 变换 法 设计 二 维 滤 波 器 ， 利 用 MATLAB 编程 画 出 滤波 后 的 图 像 。 
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10.42 FHE MATLAB 程序 生成 由 8 个 圆 构成 的 图 像 ， 如 图 AP10. 42 所 示 。 
(a) 若 该 图 像 通 过 高 通 滤 波 器 ， 解 释 图 像 将 会 发 生 什么 变化 。 
(b) 若 高 通 滤 波 器 满足 : fs=2s fua 0.40, fas, =O. 50， 通 带 和 阻 带 波 动 都 为 0.02。 利 用 帕克 
斯 -麦克 莱 伦 滤波 器 和 变换 法 设计 二 维 滤 波 器 ， 利 用 MATLAB 编程 画 出 滤波 后 的 图 像 。 








N 


256; 
zeros(N, N); 
16; 


[16 48 80 112 144 


iml 


for £i 1:length (xc); 
1:N 


1:N 


for x 


for c 


( 
= 工 


iml(c, r) 
end 
end 
end 
end 
imshow (im1) ; 
title('Circles'); 





[32 32 96 96 160 160 224 224]; 


if((c-xc(i))^2 «(r-yc(i))^2 < rà^2) 


176 208 240]; 


i 








e ir 


10.43 下面 的 MATLAB 程序 运行 
个 二 维 微分 器 ， 显 示 结 果 图 像 


N 


im2 





256; 


zeros (N,N); 
16; 


ncircles 
[£1 £2] 
g s eqrt (£f1.°2 4 £2.^2) 
0; 


for s 


freqspace (N, 


i 


ays « LE 


im2(r > s) 


mod (i, 


i i + 1; 
end 
figure (2);clf; 


imshow (im2) ; 





a) 


2); 


title('Concentric Circles'!); 


图 AP10.42 有 序 排列 的 圆 


= 


'meshgrid'); 


i 





图 AP10.43 同心 圆 


后 生成 黑白 相间 的 同心 圆 环 ， 如 图 AP10. 43 所 示 。 若 将 该 图 像 通 过 一 
维 微分 器 通过 对 理想 二 维 微分 器 应 用 N= 65 的 汉 明 窗 实现 。 


同心 贺 


b) 


&11z 
Ny 3r 


小 波 从 20 世纪 90 年 代 进 入 数字 信和 号 处 理 (DSP) ， 其 应 用 领域 十 分 广泛 ， 包 括 医 学 信 
号 分 析 、 数 值 分 析 ， 以 及 电磁 信和 号、 语音 与 图 像 信号 和 振动 信号 的 分 析 等 。 小 波 分 析 渗 透 
到 诸多 工程 领域 ， 且 列 人 了 工科 本 科 生 的 课程 。 

本 章 简要 介绍 了 小 波 一 解释 什么 是 小 波 、 如 何 应 用 小 波 ， 以 及 相 比 于 传统 的 传 里 叶 
(Fourier) 分 析 ， 小 波 分 析 有 何 优点 ， 并 给 出 了 一 些 应 用 实例 。 

追溯 小 波 的 历史 ， 小 波 与 起 源 于 19 世纪 早期 的 侍 里 叶 级 数 和 侍 里 叶 变 换 有 密切 联系 。 
傅 里 叶 变换 可 以 提供 某 给 定 信号 的 频率 分 析 ， 其 通过 不 同 频率 与 幅度 的 正弦 和 余弦 信和 号 来 
表示 待 分 析 的 信号 。 傅 里 叶 变 换 只 能 给 出 信号 中 的 频率 分 布 ， 但 难以 给 出 信号 中 某 指 定 频 
率 出 现 的 时 刻 。 例 如 ， 某 信和 号 由 一 个 频率 为 IkHz、 持 续 时 间 为 0. 5s 的 正弦 信号 ， 并 紧 随 
另 一 个 频率 为 2kHz、 持 续 时 间 为 0. 5s 的 正弦 信和 号 而 构成 ， 傅 里 叶 变 换 将 给 我 们 显示 频率 
为 kHz 和 2kHz 的 频带 ， 其 中 伴随 一 些 由 于 该 正弦 曲线 的 截断 而 出 现 的 其 他 一 些 更 高 频 
率 的 分 量 ， 但 它 无 法 告诉 我 们 那个 1kHz 的 信号 在 时 域 是 位 于 前 段 还 是 后 段 。 因 此 我 们 认 
为 傅 里 时 变换 比较 适合 于 静态 分 析 。 目 前 已 经 有 多 种 方法 弥补 傅 里 叶 变 换 的 上 述 不 足 ， 最 
著名 的 就 是 短 时 傅 里 叶 变 换 ( 也 称 为 加 窗 传 里 叶 变 换 ) ， 小 波 分 析 提 供 了 一 种 比 传统 短 时 傅 
里 叶 变 换 更 佳 的 解决 方法 。 

匈牙利 数学 家 Alfred Haar 于 1909 年 在 其 博士 论文 中 首先 公开 应 用 了 第 一 个 小 波 实 
fal), PRIX ia] FE 1909 年 时 并 不 存在 ,今天 我 们 将 Haar 当时 引入 的 小 波 信号 称 为 
Haar 小 波 。Haar 小 波 相 对 比较 简单 ， 便 于 我 们 引入 小 波 的 概念 。 小 波 这 个 术语 首先 由 
Jean Morlet 在 其 出 版 物 中 采用 号 ， 他 于 20 世纪 80 年 代 初期 利用 小 波 来 分 析 地 震 信和 号 。 
1987 年 Ingrid Daubechies 在 使 得 小 波 易于 应 用 和 理解 方面 做 出 了 积极 贡献 9] 。 


11.1 概述 
根据 第 3 章 ， 描 述 傅 里 叶 变换 的 方程 表示 为 
F[z(O] = Xw) = |^ aede 
利用 欧 拉 (Euler) 公 式 ， 可 以 用 [cos(ot) 一 jsin(owot)] 替 换 e ”“， 得 
Fl2(t)] = X(w) = Li. x(t)eosCwt )dt— j|. x(t)sin(wt)dt 
Ria RE i RIAA. ER BEA 
F[z(t)] = Xw) = TY z(iT)cos(onT) — jT bs x(nT)sin(amT) — (11.1) 


n--—oo 


余弦 项 求 和 可 以 用 来 测度 信号 zCzT) 与 频率 为 w 的 余弦 函数 之 间 的 相关 性 (也 就 是 说 ， 
如 果 某 个 频率 wo 的 余弦 函数 与 z(nT) 之 乘积 的 累加 和 比较 大 ， 说 明 信 号 z(z) 中 含有 该 余 
弦 信 号 分 量 cos(wot) 较 多 )。 同 理 ， 正 弦 项 求 和 可 以 用 来 测度 信号 znT) 与 频率 为 w 的 正 
弦 函 数 之 间 的 相关 性 。 符 号 7 可 以 看 作 一 个 标识 ， 用 来 分 别 跟 踪 这 两 个 相关 性 。 下 面 的 例 
子 表 述 了 以 相关 视角 展现 傅 里 叶 变 换 。 
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以 相关 性 表述 的 傅 里 叶 变换 

产生 一 个 信号 ， 其 前 50ms 是 信号 cos(zwT 一 30")， 后 50ms HH, MARAL 1) 于 该 
信号 ， 计 算 结 果 可 以 测定 该 信号 的 幅度 和 相位 。 设 定 该 信号 中 的 频率 为 100Hz， 且 抽样 频 
率 为 1000Hz。 

解 : 利用 MATLAB 可 以 产生 该 信号 

fs = 1000;T = 1/fs; 

fsig = 100; 

t = 0:T:.1-T; 

X - cos(2*pi*fsig*t - pi/6); 

x(length(t)/2:length(t)) = 0; 

对 于 某 特定 的 角 频 率 w， 可 以 根据 式 (11. 1) 计 算得 到 下 列 值 

sumCos = sum(cos(w*t).*x); 

sumSin = sum(sin(w*t).*x); 

mag = sqrt (sumCos*2 + sumSin^2); 

phase = atan(-sumSin/sumcos) *180/pi; 


这 些 方程 可 以 计算 出 信号 的 幅度 频谱 图 。 如 图 11.1 Bras, EP, Æ »—2m(sig) RE TERR 2 
—30°, 





图 11.1 余弦 函数 和 由 式 (11.1) 得 到 的 幅度 图 4 


关于 例 11-1 有 两 点 值得 注意 。 首 先 ， 我们 能 够 清晰 地 看 到 ， 信 号 从 时 域 到 频 域 的 变 
换 可 以 反映 信号 与 正弦 函数 和 余弦 函数 之 间 的 相关 性 ， 且 傅 里 叶 变 换 中 的 正弦 本 数 与 余弦 
函数 都 是 正 交 基 函 数 。 其 次 ， 在 信号 的 幅度 谱 中 ， 无 法 显现 竺 分 析 信 号 的 正弦 曲线 仅 出 现 
在 其 前 半 部 分 。 也 就 是 说 ， 信 号 的 幅度 谱 中 没有 任 BERNIEM 
何 时 间 信 息 。 

小 波 变换 与 传 里 叶 变换 的 机 理 完全 相同 ， 傅 里 
叶 变 换 将 信号 表示 为 正弦 函数 和 余弦 函数 ， 而 小 波 
变换 将 信号 表示 为 小 波 函 数 。 同 理 可 以 由 小 波 变换 
反映 信号 与 小 波 函 数 之 间 的 相关 性 。 两 者 的 主要 差 
别 是 ， 小 波 函 数 一 般 是 时 域 有 限 长 的 信号 (正弦 和 
余弦 函数 是 时 间 无 限 长 信号 )， 因 此 ， 在 小 波 变换 
域 中 可 以 同时 获得 时 间 信 息 和 频率 信息 。 

为 了 表述 小 波 的 特点 ， 以 图 11.2 所 示 的 墨 西 
哥 帽 小 波 为 例 进行 表述 。 

当 进 行 小 波 变换 时 ， 将 小 波 母 函数 与 信号 相 





图 11.2 墨西哥 帽 小 波 母 函数 
乘 ， 然 后 求 其 和 。 由 于 小 波 信号 是 时 域 有 限 的 信号 ， 在 乘积 过 程 中 ， 它 与 信号 只 有 少 部 
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分 重 倒 。 因 此 ， 需 要 平移 小 波 信 和 号 至 不 同 的 时 间 段 ， 再 分 别 与 信号 进行 乘积 求 和 。 小 波 
信号 每 平移 一 段 ， 就 可 以 得 到 对 应 该 时 间 段 的 小 波 信号 与 信号 的 相关 性 测度 。 图 11. 3 
显示 了 不 同 尺度 (scale) 下 小 波 变 换 的 结果 ， 不 同 尺度 的 小 波 信 号 可 通过 对 小 波 母 函数 进 
行 展 缩 而 得 到 。 其 中 首先 是 信号 在 墨西哥 帽 小 波 于 尺度 1 下 的 小 波 变 换 ， 其 对 应 于 尺度 
1 下 的 墨西哥 帽 小 波 与 信号 乘积 求 和 而 得 到 的 相关 值 ， 然 后 右 移 该 小 波 信号 ， 同 理 得 到 
该 时 间 段 的 相关 数 。 将 不 同时 间 段 对 应 的 相关 数 以 亮度 级 完整 地 描述 出 来 ， 就 形成 了 尺 
度 1 下 的 信号 小 波 变换 示意 图 。 值 得 注意 的 是 ， 小 波 函数 的 尺度 对 应 于 墨西哥 草帽 小 波 
的 频带 。 







利用 墨西哥 帽 进 行 的 连续 小 波 变换 


a 


0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0. 
时 间 Cs) 


图 11.3 顶部 的 信和 号 分 别 与 某 个 尺度 的 小 波 函 数 乘积 求 和 ， 不 同 尺 度 下 的 小 波 信号 对 应 不 同 
的 频带 。 小 波 函 数 从 左 向 右 平移 ， 每 次 平移 后 小 波 函 数 与 信号 乘积 求 和 得 到 相应 
值 。 右 边 显 示 了 信号 连续 小 波 变换 的 示意 结果 


只 需要 将 小 波 信号 时 域 扩展 一 倍 ， 就 可 以 获得 尺度 2 下 信和 号 的 小 波 变换 。 由 于 小 波 信 
号 在 时 域 扩展 一 倍 ， 其 频谱 在 频 域 相应 地 压缩 一 倍 。 此 例 中 ， 小 波 信 号 的 尺度 从 1 变化 到 
8。 从 图 11. 3 中 清晰 可 见 ， 最 好 的 相关 出 现在 尺度 2 附近 ， 而 且 时 间 轴 也 较 好 地 保留 了 信 
号 的 时 间 特 性 。 该 正弦 波 信号 只 持续 到 一 半 ， 信 和 号 停止 造成 信号 改变 的 时 间 点 ， 在 不 同 尺 
度 下 的 小 波 变换 中 都 有 呈现 。 

由 于 这 是 一 个 简化 的 小 波 变换 的 过 程 示 意 ， 因 此 仅 利 用 了 8 个 尺度 。 实 际 上 ， 可 以 利 
用 100 以 上 的 尺度 以 获得 更 高 的 频率 分 辨 率 。 值 得 特别 关注 的 是 ， 图 11. 3 中 的 纵 轴 标注 
的 是 “尺度 ”， 用 它 代表 频率 。 尺 度 与 频率 有 关 ， 但 所 有 小 波 函 数 的 频谱 不 是 对 应 一 个 单 
频 ， 而 是 对 应 一 个 频带 。 若 要 细 分 信号 的 频率 分 量 ， 需 要 采用 傅 里 叶 变 换 。 

11.3 描述 了 信号 的 连续 小 波 变 换 (Continuous Wavelet Transform，CWT) 。 本 章 
也 将 引入 信号 的 离散 小 波 变换 (Discrete Wavelet Transform, DWT)。 如 此 命名 CWT 是 因 
为 其 小 波 变换 的 尺度 轴 可 以 是 连续 的 。 而 实际 进行 小 波 变换 的 信号 可 能 是 离散 的 ， 因 此 
连续 小 波 变换 需要 转变 为 数字 计算 。DWT 具有 二 分 的 离散 尺度 ， 其 尺度 按照 2 IRE 
递 变 。 我 们 将 会 看 到 ，DWT 通过 对 信号 进行 升 抽 样 ( 内 插 ) 和 降 抽样 (抽取 ) 来 体现 小 波 
沙 数 的 展 缩 。 
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我 们 通过 简 述 短 时 傅 里 叶 变 换 (Short-Term Fourier Transform，STFT) 来 介绍 小 波 分 
析 ， 并 引入 信号 的 时 间 一 频率 概念 。 从 短 时 傅 里 叶 变换 引入 小 波 变 换 ， 可 以 更 好 地 衬托 出 
小 波 的 特性 。 


11.2., STFT 


傅 里 叶 变 换 假定 信号 是 平稳 的 ， 即 信号 的 频率 不 随时 间 而 变化 。 对 于 非 平 稳 信 和 号， 傅 
里 叶 变换 只 能 给 出 信号 的 频率 分 布 ， 但 无 法 给 出 信号 在 何 时 发 生 了 频率 的 改变 。 解 决 此 问 
题 的 途径 之 一 是 将 信号 拆 分 为 多 段 ， 分 别 对 每 段 信 号 进行 传 里 叶 变 换 。 由 于 我 们 事先 知道 
每 段 信号 对 应 的 时 间 ， 因 此 我 们 可 以 更 好 地 测定 某 特定 频率 出 现在 何 时 间 段 。 在 理想 情况 
下 ， 将 信号 拆 分 为 许多 时 间 段 ， 每 段 时 间 的 间隔 非常 小 。 从 数学 语言 描述 ， 可 以 定义 一 个 
窗 函 数 ， 其 窗口 宽度 即 为 信号 分 段 的 长 度 。 将 窗 函 数 与 信号 相 乘 (相当 于 选择 某 段 信号 )， 
然后 进行 傅 里 叶 变换 。 随 着 窗口 沿 着 信号 平移 (相当 于 选择 各 段 信 号 ) ， 可 以 得 到 各 段 信 号 
对 应 的 傅 里 叶 变换 。 

对 于 连续 时 间 信 号 ，STFT 可 表示 为 

STET f) = Xlo) = [^ [x0 * wG — 2) le de 


在 此 方程 中 ，z(z) 代 表 输 入 信和 号，w(z) 代 表 窗 函数 ，r 代表 每 段 信号 的 起 点 。 窗 函数 
可 以 无 重 共 连续 分 布 履 盖 整 个 信号 ， 也 可 以 相 邻 段 有 部 分 重 倒 ， 以 改善 由 于 拆 分 信号 造成 
的 “人 为 误差 ”。 对 于 离散 时 间 信 号 ，STFT 可 表示 为 


X,C0) = » zln mS ]w[n ]e 97» 


方程 中 ，m 是 每 段 的 计数 变量 ， S 是 每 段 信号 的 样 点 数 ， w[nj 是 窗 函数 。 通 过 适当 运 
Ha, WER LAT eA 


N/2 
X, (2nk/N) = e 5N S$) tEn + mS win ler’ 


n——N/2 


此 方程 可 以 看 作 加 窗 的 时 移 输入 信号 的 DFT 再 乘 以 e ”wrN。 因 此 ， 可 以 利用 FFT 
来 计算 STFT。 在 MATLAB F, KA spectrogram 可 以 实现 此 计算 。 

一 个 声音 文件 的 短 时 侍 里 叶 变 换 图 形 (Spectrogram) 

利用 MATLAB 读 入 一 个 名 为 “doorbell. wav” 的 文件 ， 产 生 该 声音 信号 的 一 个 短 时 伍 
里 叶 变 换 图 形 。 文 件 中 的 门铃 是 类 似 “bing 一 bong” 的 传统 双 音 调 ， 信号 的 持续 时 间 
约 2. 5s。 

解 : wavread 函数 读 取 WAV 文件 ， 其 将 信号 样 点 值 、 抽 样 频率 和 每 个 样 点 的 位 数 返 
回 给 输出 变量 。 

Ly fs b]=wavread( ' doorbell. wav'); 

函数 spectrogram 计算 信号 的 STFT， 并 绘 出 其 结果 图 。 如 果 我 们 配合 使 用 mesh K 
数 ， 则 可 以 对 spectrogram 函数 的 输出 做 出 更 多 的 操作 。 这 里 使 用 的 spectrogram 函数 的 
输入 变量 依 序 如 下 : 





y 一 一 输入 信号 
win 约定 的 汉 明 窗 的 宽度 
win/4 相 邻 窗口 的 重 释 量 





nfft 一 一 FFT 点 数 
fs 抽样 频率 (Hz) 
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win = 128; 

nfft = 128; 

[s fr tr] = spectrogram(y, win, win/4, nfft, fs); 
mesh(tr, fr, abs(s)); 


计算 结果 如 图 11.4 所 示 。 
窗口 宽度 128 窗口 宽度 128 






频率 (Hz) 





12 14 1.6 1.8 2 22 
时 间 〈s) 


a) 数据 的 俯视 图 b) 数据 的 3D 显 示 
图 11.4 门铃 WAV 文 件 的 频谱 图 


由 图 11.4 可 见 ， 每 个 音调 由 一 个 持续 时 间 约 1s 且 频 率 约 800Hz 的 音符 组 成 ， 并 伴随 
一 个 持续 时 间 约 0. 1s 且 频 率 约 3900 Hz 的 极 短 音调 。 < 
STF T 的 主要 问题 是 如 何平 衡 频率 分 辩 率 与 时 间 分 辨 率 。 为 了 得 到 更 高 的 时 间 分 辩 
率 ， 我 们 需要 将 信号 在 时 域 尽 可 能 分 得 越 短 越 好 。 而 为 了 得 到 更 高 的 频率 分 辨 率 ， 最 好 不 
分 段 ， 因 为 待 分 析 的 信号 持续 时 间 越 长 ， 可 以 得 到 越 高 的 频率 分 辩 率 。 
考虑 下 面 给 定 的 信号 





sin(2nfit), O<t< 256 





= 11.2) 
FO 一 inCQnfrt), 256<t< 512 ‘ 
XB, f;,—0.3Hz, f;—0.7Hz., 
取 抽 样 频率 fs 二 2Hz， 即 抽样 周 两 个 正弦 信号 


期 ==0. 5s， 抽 样 后 的 信号 如 图 11.5 
所 示 。 

我 们 利用 MATLAB 分析 此 信号 
Bj STFT, 分 段 长 度 分 别 取 16 点 、 
32 点、64 点 和 256 点 。 由 于 抽样 后 
的 信号 共有 1024 个 样 点 ， 对 应 上 述 
分 段 长 度 ， 可 以 分 别 得 到 64 段 、32 
段 、16 段 和 4 段 的 信号 。 对 所 有 分 
段 情 况 ， 都 采用 汉 明 窗 进 行 STFT， 
而 且 相 邻 段 之 间 采 用 5076 8 3E 
图 11.6 显示 了 该 信号 STFT 的 





由 图 11. 6a 可 见 ， 我 们 获得 了 很 时 间 Cs) 
好 的 时 间 分 辨 率 ， 但 频率 分 辨 率 相对 图 11.5 两 个 正弦 信号 。 第 一 个 正弦 信号 的 频率 为 
较 差 。 在 时 间 轴 上 ， 信 和 号 低频 部 分 在 0. 3Hz， 持 续 时 间 为 256s， 第 二 个 正弦 信和 号 紧 
256 个 样 点 处 锐 截 止 。 而 在 频率 轴 随 第 一 个 正弦 信号 ， 其 频率 为 0. 7Hz， 持 续 时 


上 ,我 们 发 现 信号 中 的 0.3Hz 频率 间 为 256s 
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是 以 0—0.6Hz 的 频带 呈现 。 由 图 11. 6d 可 见 ， 效果 恰 好 相反 。 由 于 信号 只 分 为 4 段 ， 因 
而 频率 轴 方 向 得 到 了 非常 好 的 分 辨 率 。 信 号 中 0. 3Hz 的 低频 由 一 个 以 0.3Hz 为 中 心 的 罕 
带 表 示 ， 而 时 间 轴 方向 上 的 分 辨 率 明 显 下 降 。 时 间 轴 上 没有 在 相应 位 置 ( 即 第 256 个 样 点 
处 ) 出 现 锐 截止 ， 而 是 呈现 了 一 个 在 样 点 180—320 之 间 的 线性 过 渡 。 


窗口 尺寸 16 e 窗口 尺寸 32 


yt 
ai 
i 
TM 
TTD 
qu ni 


— — "uw 和 





i 100 
频率 (Hie) 时 间 Cs) 
b) 


窗口 尺寸 64 窗口 尺寸 256 


in 
" 
d'en 
va 






eso 400 
eo 300 50 
100 ATT Cs) 





0 00 0 
频率 (Hz) 时 间 Cs) 频率 (Hz) 
c) d) 


图 11.6 不 同 分 段 长 度 下 式 (11. 2) 定 义 信 号 的 频谱 图 


我 们 已 知 ， 当 对 一 个 N 点 信号 进行 DFT 时 ， 我 们 可 以 在 变换 域 得 到 频率 间隔 为 
人 A/N。 若 我 们 希望 提高 频率 分 辩 率 ， 就 需要 减 小 此 频率 间隔 。 在 实际 应 用 中 ， 我 们 通常 
不 能 任意 降低 抽样 频率 fs;， 而 只 能 增加 信号 的 长 度 N。 由 此 可 见 ， 在 信号 STET m, 4 
我 们 增加 N， 即 增加 每 段 的 信号 长 度 ， 则 必然 导致 时 间 分 辨 率 的 降低 。 因 此 ， 信 号 的 
STFT 面临 着 时 间 分 辨 率 和 频率 分 辨 率 的 相互 制约 。 小 波 以 不 同 的 视角 有 效 地 化 解 此 
问题 。 


11.3 小 波及 其 连续 小 波 变换 

小 波 一 般 以 小 波 簇 或 小 波 系 列 来 定义 ， 每 个 小 波 系 列 都 有 其 特点 和 适用 对 象 。 两 个 最 
常见 的 小 波 系列 是 Haar 小 波 和 Daubechies( 发 音 Doab chee) 小 波 。MATLAB 目前 提供 10 
多 个 类 似 的 小 波 系列 ， 如 Meyer, Gaussian, Morlet, Shannon 和 Mexican Hat 小 波 。 

所 有 小 波 都 具有 某 些 共性 。 因 此 ， 当 你 掌握 了 某 小 波 系列 时 ， 就 可 以 很 容易 推 及 其 他 
小 波 系列 。Haar 小 波 可 能 是 最 易学 的 小 波 ， 它 计算 简单 且 拥 有 小 波 的 所 有 基本 特性 。 遗 
RKE, Haar 小 波 不 是 非常 实用 。 因 此 ， 我 们 需要 了 解 其 他 小 波 来 加 深 理 解 ， 并 通过 应 
用 来 感受 小 波 的 机 理 。 

回想 以 前 学 过 的 傅 里 叶 变换 ， 其 定义 为 


FG) = | fed 
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傅 里 叶 变换 在 时 域 将 信号 与 复 指 数 信号 相 乘 ， 通 过 计算 后 得 到 另 一 个 称 为 频 域 的 信号 。 该 
变换 利用 了 复 指 数 信号 所 具有 的 正 交 特 性 ， 当 信号 中 含有 与 某 特定 频率 复 指 数 信号 相同 的 
频率 时 ， 信 和 号 与 复 指 数 信号 乘积 的 积分 具有 最 大 值 ， 依 此 可 以 获得 信号 中 频率 分 量 的 分 布 
( 即 信号 的 频谱 )。 小 波 变 换 与 健 里 叶 变 换 具有 相同 的 机 理 ， 主 要 区 别 是 ; 小波 是 持续 时 间 
有 限 的 信号 ， 而 复 指数 信和 号 是 持续 时 间 无 限 的 信和 号。 小 波 的 持续 时 间 有 限 带 来 两 个 结果 : 
一 是 时 间 有 限 使 得 我 们 可 以 在 小 波 变 换 中 提取 到 信号 的 时 间 特 性 ; 二 是 时 间 有 限 的 小 波 信 
号 只 能 覆盖 部 分 信号 ， 因 此 需要 平移 小 波 信号 以 分 段 履 盖 到 全 部 信号 。 

每 个 小 波 都 有 其 特定 的 波形 ， 为 了 能 够 从 小 波 与 信号 的 乘积 中 提取 到 信和 号 的 频率 分 布 
信息 ， 我 们 需要 改变 小 波 的 波形 。 通 过 信和 号 的 尺度 变化 ( 即 展 缩 ) 可 改变 小 波 的 波形 ， 以 此 
来 改变 小 波 信 号 的 频率 分 量 。 

11.3.1 展 缩 与 平移 
平移 与 展 缩 是 两 种 简单 的 信和 号 运算 ， 可 以 应 用 到 任意 信号 。 考 虑 下 列 给 定 的 信和 号 


f@ = sin(—*) (11.3) 


式 中 ， 尺 度 参数 a 实现 信号 在 时 域 的 展 缩 ， 而 平移 参数 名 实现 信号 在 时 域 的 平移 。 如 
图 11.7 所 示 。 

由 图 11.7 清晰 可 见 ， 当 改变 平移 参数 时 (第 2 列 )， 信 号 的 频率 分 布 不 变 。 而 当 改 
变 尺度 参数 时 (第 1 列 )， 信 号 的 频率 分 布 确实 发 生 了 改变 。 在 此 情况 下 ， 我 们 在 时 域 通 
过 时 间 变 量 + 除 以 尺度 参数 以 实现 信号 展 缩 ， 而 信号 时 域 的 压缩 对 应 信号 频 域 的 扩展 ， 
反之 亦 然 。 





azLb=l 








e) D 
E] 11.7 式 (11.3) 定 义 的 函数 ， 对 应 不 同 的 尺度 参数 a MEBERMS 


CWT 以 下 列 方 程 定 义 
W(a,b) = a/ Jay] foy (—*)ar (11.4) 


a 
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AF, «eR MI, Bac 是 尺度 参数 ，20 是 平移 参数 。 函 数 y 是 母 小 波 函 数 。 

小 波 信和 号 由 两 个 函数 描述 ， 分 别称 为 尺度 函数 g(t) 和 母 小 波 y(t)。( 在 某 些 文献 中 ， 
尺度 函数 也 称 为 父 小 波 。) 
11.3.2 Haar 小 波 

Haar 小 波 对 应 的 尺度 函数 与 母 小 波 可 分 别 定义 如 下 : 


| 
«o (0 xa — Heer 尺度 函数 


1, O<t<1/2 
gt) = T 1/2<t<1 Haar EAR 
0, 其 他 
对 于 此 Haar 小 波 ， 尺 度 函 数 与 母 小 波 之 间 存 在 下 列 关 系 : 
pt) = g(GD — p(2t— 1) 
图 11. 8 以 图 形 方 式 显 示 了 两 者 之 间 的 关系 。 





~—y(2t-1) 





时 间 时 间 时 间 时 间 
a) b) c) d) 


图 11.8 Harr /] NIE IS RE RR CAE) A ND PR AI)» (0 = (20 — g(Q2t— 1) 
为 了 更 好 地 阅 述 小 波 变换 的 原理 ， fo p "jg TT 97 0 0 


以 及 其 提供 了 哪些 信息 ,利用 Haar 小 波 。 ， 7 
来 分 析 下 列 一 个 非常 简单 的 例子 ， 并 通 = 
过 MATLAB 给 出 类 似 的 结果 和 图 形 4。-1 LE. 
显示 。 1 
利用 Haar 小 波 分 析 信号 的 CWT 77 zi 
利用 Haar 小 波 计算 下 列 信号 的 CWT b=3 一 一 
fnT) = {0,0,0,10,100,10,0,0,0} 1 
解 : 根据 Haar 小 波 的 定义 ，Haar 小 "UT 
波 滤波 器 的 值 为 [1 一 1]， 应 用 此 小 波 函 。 “4。-s LI 
B o S XO... MARSA 9 个 数据 1 
项 ， 每 个 数据 项 对 应 一 个 时 间 单 元 ,， 故 P =i 
平移 因子 5 将 从 0 变化 到 8. REAFa pa B. 
从 2 开始 ， 以 使 得 Haar 小 波 90/2) Æ 


[0，1] 区 间 上 其 函数 值 为 1， 在 L1，2] 区 

间 上 其 值 为 一 1。 设 定 抽样 时 间 间 隔 T 一 RR 0 0705 9 0 o o 0 

1， 利 用 式 (11. 4) 分 别 对 每 个 平移 参数 求 ”图 11.9 Haar 小 波 分 别 向 右 平移 45 个 样 点 ， 然 后 

其 对 应 的 数值 积分 。 计算 过 程 如 与 信号 fo) 相 乘 ， 求 其 积分 ， 在 底部 显 

图 11. 9 Bras. 示 其 积分 值 。 如 b=3 时 ， 可 以 得 到 1X 
在 图 11.9 中 ， 尺 度 因 子 a=2, 根据 10+(—1) X100=—90 
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RAL 4) 我 们 必须 将 计算 结果 乘 以 1/V2。 最 终 得 到 的 信号 CWT 的 结果 为 
W(2,6) = (0,0, — 7. 0711, — 63. 6396,63. 6396,7. 0711,0,0,0) C11. 5) 
上 述 实 现 了 信号 在 尺度 因子 a 二 2 下 的 CWT 计算 。 同 理 ， 可 计算 尺度 因子 a— 3 时 的 
CWT， 只 不 过 需要 通过 尺度 因子 a=3 扩展 Haar 小 波 。 用 £/3 替代 Haar 母 小 波 信号 定义 
式 中 的 +t， 可 得 
Yt/3) = gp(21/3) — 9(2t/3— 1) 
根据 此 尺度 扩展 后 的 小 波 信号 4/3) 定 义 ， pp oo o ooo ee. 


其 在 区 间 [L0，1.5] 上 的 函数 值 为 1， 在 区 "MX o 
间 [L1.5，3] 上 的 函数 值 为 一 1。 设 定 在 区 间 2 
[o，1] 上 的 函数 值 为 十 1， 在 区 间 [2, 3] 上 ?一 一 
的 函数 值 为 一 1， 而 在 区 间 [L1，2] 上 的 函数 6-3 — i 
值 取 该 区 间 上 的 信号 平均 值 0。 扩 展 后 的 "v 110 
Haar 小 波 信号 的 值 为 L1 0 一 1]。 对 应 该 尺 = 
度 因 子 的 CWT 计算 如 图 11. 10 所 示 ， 最 后 ~~ =, 
所 得 结果 需要 除 以 /3， 其 结果 为 gü m= 
W(3,b) = {0,0, — 5. 7735, — 57. 7350, b=9 -1 
0,57. 7350,5. 7735,0,0,0) EET EST D B6 W 39 € 5 
该 计算 过 程 可 推 至 更 大 的 尺度 因子 。 图 11.10 wc. DÉIGER. RUSISSEBURA HS 
MATLAB 提供 一 个 函数 cwt 来 计算 信号 的 需 除 以 /3 得 到 信号 的 CWT 


CWT。 下 列 语句 即 可 求解 此 问题 。 
f = [0 0 0 10 100 10 0 0 0]; 
c = cwt(f, 1:10, 'haar', 'plot'); 


向 量 c 中 保留 了 计算 结果 ， 其 行 表示 尺度 ， 列 表示 时 间 。 表 11.1 和 图 11.10 显示 了 
计算 结果 。 图 11. 11 绘 出 了 表 11. 1 的 数据 。 


表 11.1 f[n]—(0, 0, 0, 10, 100, 10, 0, 0, 0} R$ Haar 小 波 变 换 系 数 。 该 结果 由 MATLAB 的 
cwt 函数 产生 。 注 意 ，MATLAB 函数 在 变换 前 ， 在 数据 的 两 端 进行 了 补 零 


时 间 值 









Hi Air iar rae se 
-7.07 | —63.64 63.64 7.07 

raf e| ol snl mol os som | sm [of v] 
raf of of so] sso] e| | sso] so] v] 
| o| ame [2e [2 | om [ oa [wm | ans o 
Ce of cao | o [os | 067 | oss | anos | sos | 4m | 
Fs | ase [cass [asa | nar [ nas [aise [usn [ n | 377] 
Cs | asc | oom [a | mal sm | 3536 | an [aa | 9 | 
Fo caen | am [oe [aer | o | 367r | soos | «nos | «s | 
Fia | 5 | ue | m | ms [ aar | sur | oae | sem |» | 


读者 可 能 注意 到 例 11-3 中 的 信号 并 非 连续 信号 ， 但 我 们 却 对 其 进行 了 连续 小 波 变 换 
CWT。 连 续 小 波 变 换 并 非 要 求 信 号 必须 为 连续 信和 号。 实际 上 ， 这 里 “连续 ”这 个 词 是 指 尺 
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度 因 子 可 以 取 任 意 值 。 而 相应 的 离散 小 波 变换 DWT 中 ， 其 尺度 因子 只 取 2 KRK, AT 


极 大 地 降低 了 小 波 变换 的 计算 量 ， 此 称 
为 二 分 (dyadic) 尺 度 。 
原先 的 例题 利用 Haar 小 波 滤 波 器 。 
我 们 也 可 以 利用 Haar 尺度 函数 滤波 器 。 
该 尺度 函数 具有 系数 00 — [1 1]， 因 而 
其 可 以 按照 距离 为 2 实现 对 信号 的 滑动 
平均 计算 。 利 用 上 例 中 的 信和 号， 可 以 得 
到 下 列 结果 : 
gp(2,6) = (07 O71, 7% TALT; 
77. 781757. 0711,0,0,0) 
(11. 6) 
比较 式 (11. 5) 与 式 (11.6)， 如 果 将 两 式 
逐 项 相 加 ， 并 除 以 2 ， 则 可 以 恢复 原来 
的 信号。 


g(2, b) 0 0 
W(Q, b) 0 0 
(g(2, b)+W(2, 6))/ 42 0 0 


a=1 2345… 在 a=1，2，3，4，5… 时 Ca，b 系 数 的 绝对 值 ? 


S 





9 
8 
7 
& 6 
m 5 
4 
3 
2 
1 
时 间或 空间 ) b 
图 11.11 表 11.1 数据 的 图 像 显 示 。 较 高 的 频率 对 
应 较 低 的 尺度 值 。 较 亮 的 灰 度 对 应 较 大 的 
系数 值 4 
7.071 77. 782 77. 782 7.071 0 0 
—7.071 — 63: 640 63. 640 7.071 0 0 
0 10 100 10 0 0 


尽管 这 是 一 个 简单 的 例子 ， 但 确 阐述 了 一 个 基本 原理 。 更 一 般 地 ， 可 以 利用 下 列 方程 


恢复 信号 IX. 


oo 


fi) = 2 agG—b5-c x S4, Qu — k) 


天 一 co 


Xm, C, 表示 尺度 函数 系数 ， di, 表示 
小 波 系数 。 
11.3.3 Doubechies 小 波 

Haar 小 波 是 Doubechies 小 波 系 列 
中 最 简单 的 一 个 成 员 ， 它 也 是 唯一 可 以 
闭合 形式 描述 的 小 波 。 在 MATLAB m, 
Haar 小 波 也 称 为 dbl, Doubechies 小 波 
系列 的 下 一 个 成 员 在 MATLAB 中 称 为 
db2°, Kd FI 4 点 序列 定义 为 
(—0.1294,—0. 2241, 08365, —0. 4830}, 
这 4 点 构成 小 波 滤波 器 ， 如 图 11.12 所 
示 。 对 应 的 尺度 滤波 器 为 (0.4830， 
0. 8365, 0.2241, — 0.1294). RH E 
后 面 讨论 DWT 时 解释 这 4 个 点 的 由 来 。 


(11. 7) 


k=—oo j=0 


Daub4 小 波 
1 


08 







04 


02 
im 
E 
-0.2 
-04 
-0.6 
-0.8 a 
-i “eo 
~i 0 1 2 3 4 5 
时 间 


图 11.12 Daub4 小 波 函 数 由 此 4 点 定义 { 一 0.1294， 
— 0.2241, 08365, —0. 4830} 


由 于 Daub4 小 波 无 法 以 闭合 形式 定义 ， 因 此 需 通 过 其 他 方式 产生 对 应 的 尺度 函数 。 有 





| O 在 MATLAB 中 ,其 根据 小 波 具有 的 消失 矩 (Varishing Moment) 数 目 来 分 类 Daubechies 小 波 。 在 文献 中 ， 更 多 
好 根据 小 波 滤波 器 的 点 数 来 分 类 小 波 。 例 如 ， 在 MATLAB 中 的 db2 可 能 在 别处 以 Daub4 出 现 。 消 失 矩 数目 等 


于 对 应 的 尺度 滤波 器 在 f./2 处 的 零点 数目 。 


其 常用 来 估计 噪声 。 


一 个 具有 N 个 消失 矩 的 滤波 器 与 N 阶 多 项 式 具 有 很 高 的 相关 性 ， 


$113 小 波 简介 


多 个 算法 产生 尺度 函数 ， 包 括 某 些 合理 近似 的 算法 。Daubechies 给 出 了 一 个 函数 以 计算 尺 
ERR, M. J. Shensa 的 论文 加 证 明了 Daubechies 系数 与 Lagrange a trous 滤波 器 之 间 
的 关系 。Lagrange à trous 滤波 器 通过 多 项 式 P 来 定义 ， 其 系数 为 

{aCN) ,0,aG2 一 1),0, 0,a(l),1,a(1),0,a(2),0, ,0,aCN 一 1),0,aCN) 


式 中 
N 
[[ ¢1/2=) 
pent 
alk) = — 
II @-a 
i=—N+1 


在 求解 得 到 多 项 式 P 的 系数 后 ， 可 以 根据 关系 式 P=h * h 188] Daubechies 小 波 系 
数 ， 其 中 , h 表示 Daubechies 小 波 系数 ， 甩 表示 有 的 时 域 翻转 ，* 表示 卷 积 。MATLAB 
在 函数 dbaux 中 采用 了 该 算法 。 此 外 ，Fugal""] 采 用 了 一 种 内 插 滤 波 器 的 近似 方法 。 首 先 
给 出 一 个 4 点 滤波 器 ， 内 插 后 再 通过 尺度 滤波 器 滤波 。 重 复 此 过 程 ， 得 到 一 个 近似 的 多 点 
Daubechies 小 波 滤 波 器 。 

MATLAB 提供 了 函数 wavefun， 其 可 给 出 相应 的 尺度 滤波 器 和 小 波 滤波 器 。 

计算 Daubechies 尺度 和 小 波 滤波 器 

利用 MATLAB 求解 db2, db4, db8 和 db16 的 尺度 滤波 器 和 小 波 滤波 器 ， 并 绘 出 其 
波形 。 

fF : 

wnum = [2 4 8 16]; 

figure (1) ;clf; 
1:length (wnum) 
wnum (i) ; 
['db' num2str(wnum(i))]; 
[phi psi pts] - wavefun(s, 8); 
subplot(2, 2, i); 
plot (pts, psi); 
axis([0 max(pts) -1.5 2]); 
xlabel('time'); 
ylabel('amplitude'); 
title([s 'wavelet']); 


for i 
n 
s 


end 


图 11.13 显示 了 计算 结果 。 


db2 小 波 db4 小 波 





图 11.13 Daubechies 小 波 
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db8 小 波 db16 小 波 





图 11.13 (2D 


11.3.4 其 他 小 波 系列 

目前 大 量 的 小 波 已 经 定义 ，MATLAB 为 这 里 讨论 的 小 波 都 提供 了 相应 函数 。 小 波 按 
照 其 阶 数 或 长 度 ; 其 是 否 正 交 ， 双 正 交 ， 或 两 者 都 不 是 ;其 对 称 性 以 及 它们 具有 的 消失 拢 
数目 等 来 分 类 。 下 面 根据 上 述 这 些 分 类 属性 分 别 讨论 其 他 小 波 系列 。 

长 度 (length) 一 一 些 一般 是 小 波 滤波 器 的 点 数 。 在 多 数 文献 中 ，Daubechies 小 波 按 其 
长 度 分 类 。 例 如 ，Daub4 是 指 4 点 Daubechies 小 波 。 在 其 他 场合 (特别 是 在 MATLAB) 
H, Daubechies 小 波 按 其 具有 的 消失 矩 数目 进行 定义 。Daub4 具有 两 个 消失 和 矩 ， 因 而 在 
MATLAB 中 列 和 人 db2 类 。 

紧 支 (Compact Support) ARIE “Compact Support” 是 指 小 波 具 有 有 限 的 长 度 。Haar 
小 波 和 Daubechies 小 波 都 具有 紧 支 特性 ， 而 莫 斯 哥 帽 小 波 不 是 紧 支 小 波 。 如 果 某 小 波 函 数 在 
时 域 上 比较 窗 ， 其 将 具有 较 好 的 时 间 分 辩 率 ， 但 具有 较 差 的 频率 分 辨 率 ， 反 之 亦 然 。 

正 交 性 (Orthogonality) 一 一 简 言 之 ， 对 于 小 波 函 数 ， 正 交 是 指 当 以 小 波 函 数 乘 以 时 间 
信号 ， 且 平移 小 波 信号 重复 这 样 的 乘积 过 程 时 ， 两 者 的 乘积 不 包含 重生 的 信息 。 并 非 所 有 
的 小 波 都 具有 正 交 性 ， 非 正 交 的 小 波 也 有 用 途 。 如 果 尺 度 函 数 的 系数 设 为 h;， 假 如 满足 下 
列 方程 ， 则 我 们 可 以 说 对 应 的 小 波 是 正 交 的 。 

Shah nen —0, nk 


k 


Haar 小 波 提供 了 一 个 显而易见 的 正 交 性 例子 。 由 图 11.14 可 见 ， 只 要 母 小 波 平移 一 





0 1 时 间 2 0 1 时 间 2 
+1 +1 
3 R 
$ 2 Wo 1 
Ta 时 间 1 5 时 间 2 
-1 -1 
0 0 0 0 1 -1 0 0 
a) BLNECER—- BOR, HARS b) 母 小 波 与 尺度 函数 出 现 重 倒 ， 但 内 积 为 零 


图 11.14 
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个 整数 ， 则 内 积 为 零 。 为 了 从 数学 上 定义 正 交 性 ， 定 义 两 个 向 量 的 内 积 (inner product) 
AR = (Gui storyn), Cy (yasttts yn)? = diy + 2292 Bc + zxwyx 

如 果 两 个 向 量 的 内 积 为 零 ， 则 此 两 个 向 量 正 交 。 

小 波 的 正 交 性 具有 重要 意义 ， 因 为 这 样 可 以 使 得 时 间 和 频率 两 个 变量 具有 独立 性 。 所 
有 Daubechies 小 波 都 具有 正 交 特性 。 在 图 像 压 缩 和 图 像 编 码 等 应 用 中 ， 正 交 小 波 是 较为 
理想 的 小 波 。 

规范 正 交 (Orthonomal) 当 向 量 没 有 平移 时 ， 如 果 两 个 向 量 的 内 积 为 常数 ， 而 当 向 
量 平移 一 个 整数 时 ， 其 内 积 为 零 ， 则 称 它们 为 规范 正 交 的 。 例 如 ，Daub4 小 波 的 尺度 函数 


是 {一 0.0915，0. 1585，0. 5915，0. 3415}。 利 用 MATLAB 计算 其 内 积 为 
L = [-0.0915 0.1585 0.5915 0.3415]; 
disp (sum(L.*L) ) ; 


得 到 答案 为 0.5。 假 如 平移 向 量 工 一 个 整数 量 ， 再 计算 其 内 积 
LShift = [0 0 L]; 

LZero = [L 0 0]; 

disp (sum(LShift.*LZero) ; 


得 到 的 结果 为 零 。 我 们 说 向 量 工 对 其 自身 是 规范 正 交 的 。 

双 正 交 性 (Biorthogonality) 一 一 对 于 一 个 正 交 的 尺度 函数 ， 我们 常 将 其 表示 为 两 个 其 
他 函数 的 卷 积 ， 对 于 母 小 波 函 数 也 可 同样 表示 。 此 导致 一 个 小 波 函 数 将 对 应 两 个 尺度 函数 
e 和 9， 以 及 两 个 母 小 波 函 数 少 和 由 ， 它 们 可 能 正 交 也 可 能 不 正 交 。 这 样 的 小 波 称 为 双 正 交 
小 波 。 具 有 对 称 特 性 的 双 正 交 小 波 在 图 像 处 理 等 方面 具有 良好 的 效果 。 

Xt KE (Symmetry) 对 称 性 是 指 小 波 函 数 关 于 某 个 中 心 点 是 否 对 称 ( 或 可 能 的 反对 
称 ) 。 例 如 ，Meyer 和 Mexican Hat 小 波 是 对 称 的 。Haar 小 波 是 唯一 具有 对 称 性 、 紧 支 
性 、 正 交 性 的 小 波 。 习 题 11. 26 将 给 出 一 个 简要 的 证 明 。 

7H RA CVanishing moment) —— Ñ RRA 29 V 的 小 波 可 以 表示 阶 数 为 V 一 1 的 多 项 
式 。 对 应 的 尺度 函数 滤波 器 将 在 f;/2 处 具有 V 个 零点 。 信 号 能 够 以 多 项 式 表 示 很 有 意义 。 
例 11-5 解释 了 消失 矩 的 应 用 。 

计算 一 个 多 项 式 函数 的 连续 小 波 变换 CWT 

考虑 一 个 给 定 的 多 项 式 f(t) = 一 2. 1t 十 1. 1。 对 该 多 项 式 按 抽样 频率 100Hz 抽样 ， 
产生 一 个 持续 时 间 为 4s 的 信和 号。 利用 MATLAB 提供 的 dbl, db2 和 db3 分 别 计算 该 信号 
的 CWT。 分 析 比 较 给 出 的 小 波 变 换 的 图 示 结 果 。 

解 : 计算 和 绘制 多 项 式 和 CWT 的 MATLAB 代码 如 下 ， 其 结果 如 图 11.15 和 
图 11. 16 所 示 。 











fs = 100;T = 1/fs; -Zlr+1l 
t = 0:T:4; 

f = @(x) (x.*x - 2.1*x + 1.1); 

figure (1) ;clf; 

plot(t, £(t)); 

8 = 1:32; 


figure (2) ;clf 

subplot(1, 3, 1); 

CWTcoeffs = cwt(f(t),s,'db1', 'plot'); 
subplot(1, 3, 2); 

CWTcoeffs - cwt(f(t),s,'db2', 'plot'); 
subplot(1, 3, 3); 

CWTcoeffs = cwt(f(t),s,'db3', 'plot'); 时 间 〈s) 

a) b) 


Æ 11.15 显示 x^—2.1x4-1. 1 和 三 个 小 波 对 应 的 CWT 的 MATLAB 代码 
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的 dbl (Haar) 小 波 的 Daub4 小 波 的 Daub6 小 波 
图 11.16 多 项 式 的 连续 小 波 变换 (采用 反 向 显示 ， 越 暗 代 表 CWT 值 越 大 ) 


注意 ， 只 有 一 个 消失 和 拖 的 Haar 小 波 未 能 匹配 该 多 项 式 ， 因 而 我 们 看 到 许多 非 零 的 系 
数值 。Daub4 RAM NAA, ， 其 可 以 匹配 一 阶 多 项 式 。 在 此 例 中 ， 匹 配 比 较 好 但 没有 
精确 匹配 。Daub6 小 波 有 三 个 过 零点 ， 小 波 可 以 精确 地 匹配 一 阶 和 二 阶 多 项 式 ， 因 此 此 例 
中 除了 某 些 边缘 效应 外 ， 系 数 几 乎 全 部 为 零 。 4 

Z^ HER (Multiresolution) 函数 的 多 分 辨 率 是 指 函 数 空间 可 以 分 解 为 子 空间 。 对 
于 DWT， 当 时 间 轴 按照 2 的 宕 次 展 缩 时 ， 意 味 着 频率 轴 按 照 倍 频 显 示 。 

1E Wl BE (Regularity) 小 波 函 数 可 以 被 连续 微分 的 次 数 的 近似 测度 。 正 则 度 与 平滑 
度 (Smoothness) 常 交替 使 用 ， 小 波 的 正则 度 越 高 ， 其 越 光滑 。 

下 面 简 要 介绍 几 种 常见 的 小 波 。 

Daubechies 小 波 。Daubechies 小 波 既 是 正 交 的 也 是 双 正 交 的 ， 而 且 它 们 都 具有 紧 支 特 
TE. N ffr Daubechies 小 波 的 长 度 为 2N， 其 紧 支 宽度 为 2N 一 1。 它 们 都 不 具有 对 称 性 (dbl 
除外 ) ， 而 且 其 尺度 函数 具有 六 个 消失 矩 。 图 11. 17 显示 了 Daubechies 小 波 。 











sDaubechies 

[phi psi x] = wavefun('db2', 8); T Daubé JR RE PR 3t " Daub4 母 小 波 
figure(8);clf; 12 que. 15 bow Ld 
subplot(1, 2, 1); 0 : 

plot(x, phi); = is AE : 

title('Daub4 Scaling Function');| o2[f. .. Led b 

subplot(1, 2, 2); oe ed 

photo MESI B^. caeno om o 
title('Daub4 Mother Wavelet'); 


a) b) c) 
KI 11.17 Daubechies 小 波 系列 。 此 图 显示 了 Daub4 尺度 函数 (b) 和 母 小 波 (c) 


Symlet 小 波 。Symlet 小 波 可 以 从 Daubechies 小 波 推导 而 来 ， 其 具有 近似 的 对 称 性 。 
Symlet 小 波 具 有 正 交 性 和 双 正 交 性 ， 且 具有 紧 支 特性 。N 阶 Symlet 小 波 的 长 度 为 2N， 
其 尺度 函数 具有 N 个 消失 和 矩 ， 且 紧 支 宽度 为 2N 一 1。 该 小 波 如 图 11. 18 所 示 。 

Coiflet 小 波 。 与 Symlet 小 波 相 同 ，Coiflet 小 波 具 有 正 交 性 和 双 正 交 性 ， 几 乎 是 对 称 
的 。Coiflet 小 波 具 有 紧 支 特性 。N 阶 Coiflet 小 波 具 有 的 滤波 器 长 度 为 6N， 其 尺度 函数 具 
有 2N 个 消失 矩 。 支 集 宽 度 为 6N 一 1。 该 小 波 如 图 11. 19 所 示 。 

Meyer 小 波 。Meyer 小 波 不 具有 紧 支 特性 ， 但 具有 对 称 特性 。Meyer 小 波 是 正 交 的 和 
双 正 交 的 。Meyer 小 波 的 支 集 宽 度 为 无 限 长 ， 但 其 有 效 的 支 集 宽度 是 一 8 一 十 8。 该 小 波 如 
图 11. 20 所 示 。 
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ssymlet 

[phi psi x] = wavefun('sym8', 8); 
figure (1);clf; 

subplot (1, 2, 1); 

plot (x, phi); 

title ('Sym8 Scaling Function'); 
subplot (1, 2, 2); 

plot (x, psi); 

title ('Sym8 Mother Wavelet'); 


Sym8 尺 度 函数 Sym8 和 母 小 波 








a) b) c) 
图 11.18 Symlet 小 波 。 此 图 显示 了 sym8 对 应 的 尺度 函数 和 母 小 波 


$Coiflet 

[phi psi x] = wavefun('coif5', 8); Coil5 尺 度 函 数 Coil5 母 小 波 
figure (1) ;clf; | 35mm | 
subplot (1, 2, 1); 

plot (x, phi); 

title('Coif5 Scaling Function'); 
subplot(1, 2, 2); 

plot (x, psi); 

title('Coif5 Mother Wavelet') ; 





a) b) c) 
11.19 Coiflet 小 波 。 此 图 显示 了 coif5 对 应 的 尺度 函数 和 母 小 波 


Meyer 

N = 8; %must be a power of 2 
[phi psi x] = wavefun('meyr', N); 
figure (3) ;clf; 

subplot(1, 2, 1); 

plot(x, phi); 

title('Meyer Scaling Function’) ; 
subplot(1, 2, 2); 

plot (x, psi); 

title('Meyer Mother Wavelet’) ; 





a) b) c) 
图 11.20 Meyer 小 波 


高 斯 小 波 。 高 斯 小 波 既 不 是 正 交 的 也 不 是 双 正 交 的 ， 且 不 具有 紧 支 特性 。 它 们 的 偶数 
阶 是 对 称 的 ( 偶 对 称 )， 奇 数 阶 是 反对 称 的 ( 奇 对 称 )。 高 斯 小 波 是 基于 Gaussian 密度 函数 
的 一 阶 微分 。 该 小 波 的 紧 支 宽度 为 无 限 ， 但 其 有 效 的 紧 支 宽度 是 一 5 一 十 5。 该 小 波 如 
图 11. 21 所 示 。 

墨西哥 帽 小 波 。 墨 西 哥 帽 小 波 是 基于 高 斯 密度 函数 的 二 阶 微分 ， 其 既 不 具有 正 交 特性 
也 不 具有 双 正 交 特 性 。 该 小 波 是 对 称 的 ， 但 不 具有 紧 支 特性 。 其 有 效 的 支 集 宽度 是 一 5 一 
十 5。 该 小 波 如 图 11. 22 所 示 。 

Morlet 小 波 。Morlet 小 波 具 有 对 称 特性 ， 其 不 具有 紧 支 特性 ， 但 其 有 效 支 集 宽度 为 
一 4 一 4。 它 们 既 不 是 正 交 的 也 不 是 双 正 交 的 。 该 小 波 如 图 11. 23 所 示 。 
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sGaussian 

lb = -5;ub = 5;pts = 1000;N = 5; 
[psi x] = gauswavf(lb, ub, pts, N); 
figure (4) ;clf; 

subplot (1, 2, 1); 

plot (x, psi); 5 阶 高 斯 母 小 波 
title('5th order Gaussian Mother | 
Function'); 

subplot (1, 2, 2); 

lb = -5;up = 5;pts = 1000;N = 6; 
[psi x] = gauswavf(lb, ub, pts, N); 
plot(x, psi); 

title('6th order Gaussian Mother 
Wavelet'); 





a) b) c) 
图 11.21 高 斯 小 波 


Mexican Hat 

lb = -5;ub = 5;pts = 1000; 

[psi x] = mexihat (lb, ub, pts); 
figure (5) ;clf; 

subplot(1, 2, 1); 

plot(x, psi); 

title(‘Mexican Hat Mother Function’) ; 


BERRE 





a) b) 
图 11.22 墨西哥 幅 小 波 


$Morlet 

lb = -5;ub = 5;pts = 1000; 

[psi x] = morlet (1b, ub, pts); 

figure (6) ;clf; 

subplot (1, 2, 1); 

plot (x, psi); 

title('Morlet Mother Function') ; 
a) b) 


图 11.23 Morlet 小 波 


11.4 小 波 变换 数据 的 解释 

频 域 。CWT 给 出 的 系数 是 一 个 时 间 和 尺度 的 函数 ， 其 尺度 与 频率 有 关 。 小 波 信号 的 
频谱 分 布 在 一 个 频率 范围 (频带 )， 不 同 于 作为 传 里 叶 变换 基 信 号 的 正弦 和 余弦 信号 ， 其 频 
谱 是 单 频 ( 频 点 ) 。 当 将 小 波 与 某 信号 相 乘 时 ， 我 们 得 到 的 是 信和 号 与 小 波 对 应 的 频带 相关 的 
结果 。 因 此 ， 我 们 无 法 将 某 个 频率 与 某 个 尺度 相对 应 ， 只 是 通过 计算 某 尺度 下 小 波 信号 的 
DFT， 求 其 绝对 值 中 的 最 大 值 ， 利 用 该 频带 中 的 幅度 最 大 值 近似 代表 该 小 波 的 频率 点 ， 该 
频率 称 为 此 小 波 信号 的 中 心 频率 (center frequency) 。 

小 波 中 心 频率 

在 同一 幅 图 中 分 别 画 出 Daub4、Meyer 和 Mexican Hat 母 小 波 信号 及 其 对 应 的 中 心 频率 。 

解 : MATLAB 提供 了 函数 centfrq， 其 可 以 计算 指定 小 波 的 中 心 频率 。 该 函数 提供 了 
一 个 选项 以 画 出 小 波 信号 和 以 中 心 频率 为 频率 的 正弦 信号 。 以 下 程序 说 明 如 何 计 算 db2 小 
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波 信号 的 中 心 频率 。 图 11. 24 给 出 了 三 种 小 波 的 计算 结果 。 
figure(1);clf; 
f = centfrq('db2', 8, 'plot'); 
haxis = gca; $Get Current Axis handle 
axisTITL = get (haxis, 'title'); 
axisXLAB = get (haxis,'xlabel') ; 
set (axisTITL, 'String','db2 and centered sinusoid’) ; 
S = (['time in seconds' 'fc = 'num2str(f)]); 
set (axisXLAB, 'String',s); 


db2 及 其 中 心 频率 正弦 1 Meyer 小 波及 其 中 心 频率 正弦 NE EER OER 





-§ -35 0 5S 10 


05 1 15 2 25 3 


T 


时 间 (s) ” 0.66667 时 间 Cs) ”f=0.6902 时 间 (s) ”f=025 
a) Daub4 小 波 b) Meyer 小 波 c) 墨西哥 帽 小 波 
图 11.24 MATLAB 函数 centfrq 绘 出 的 图 形 。 虚 线 表示 以 中 心 频率 为 频率 的 正弦 信和 号， 
实 线 表示 和 母 小 波 函 数 
显而易见 ，Meyer 小 波 和 墨西哥 帽 小 波 在 检测 和 分 离 某 特定 正弦 信号 方面 优 于 Daub4 
小 波 。 n 


值得 注意 的 是 ， 尽 管 频 率 与 尺度 有 密切 关系 ， 但 频率 并 不 等 于 尺度 。 通 过 图 11. 25 进 
行 图 形 解 释 ， 对 于 一 个 周期 为 0.05s( 频 率 为 20Hz) 的 正弦 信号 ， 应 用 Daub16 小 波 对 其 进 
行 连续 小 波 分 析 ， 发 现 其 与 三 个 尺度 相 匹配 。 正 弱 信 号 的 表达 式 为 ji) 一 cos(2r20t) ， 其 
对 应 的 CWT 如 图 11. 25b 所 示 。 图 中 可 见 在 尺度 7 处 存在 一 个 主 频 率 ， 在 尺度 28 处 存在 
微弱 频率 ， 在 尺度 53 处 存在 一 个 极 弱 频 率 。 而 输入 信号 只 是 一 个 单 频 信号 。 尺 度 7 对 应 
于 信号 频率 20Hz， 其 他 两 个 尺度 对 应 的 弱 信 和 号 是 小 波 其 他 成 分 与 信号 相互 作用 的 结果 。 






利用 db8 分 析 cos (2*pi*20*t) 的 CWT 





100 200 300 400 500 600 700 800 
时 间 〈s) Bi Cs) 
a) Daub16 小 波 倒 加 在 频率 为 20Hz 的 正弦 信号 上 b) 信号 的 CWT 中 得 到 充分 显现 


图 11.25 a) Daub16 小 波 生 加 在 频率 为 20Hz 的 正弦 信号 上 。 三 个 图 形 中 的 正弦 信号 频率 都 是 相同 的 ， 
但 小 波 信号 的 尺度 伸展 到 不 同 的 尺度 ， 显 示 了 该 频率 的 正弦 信号 与 不 同 尺度 的 小 波 信 号 之 间 
的 相关 性 。 此 在 图 b) 所 示 信 号 的 CWT 中 得 到 充分 显现 。 主 频 20Hz 出 现在 尺度 7 附近 ， 而 在 
上 面 的 两 个 箭头 所 指 尺度 上 ， 也 存在 微弱 的 相关 性 
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我 们 可 以 将 小 波 的 中 心 频率 与 尺度 对 应 起 来 。MATLAB 函数 centfrq 计算 出 的 中 心 频 
率 假设 尺度 为 1， 抽样 频 率 为 1。 对 于 任意 的 尺度 s 和 抽样 频率 六 ， 与 此 尺度 相对 应 的 中 
心 频率 f — for * fs/s HP for ER BA 1 对 应 的 中 心 频 率 。 在 MATLAB 中 函数 
scal2frq 可 以 实现 这 样 的 转换 。 在 图 11. 25 中 20Hz 频率 对 应 尺度 为 6. 67。 

时 频 小 波 显示 

利用 MATLAB 函数 scal2frq 显示 信和 号 ji) 一 cos(200rt) 的 CWT， 体 现 小 波 变换 的 时 
频 特 性 。 采 用 Morlet 小 波 。 


%ExmpFreg8.m 
wavef = 'morl'; $wavelet type 


imap = invertcolormap (colormap (gray (128) ) ) ; 
fs = 1000;T = 1/fs; 

t = 0:T:2; 

f = cos(200*pi*t); $signal 

fr = 10:10:500; *Define the frequencies 
%Find the corresponding scale numbers 

s - centfrq(wavef, 8)./(fr*T); 

CWTcoeffs - cwt(f,s,wavef); 

figure(1);clf; $Create a scaled image 
imagesc(t, fr, abs(CWTcoeffs)); 
set(gca,'YDir','normal') %Can be used to invert image 
colormap (imap) ; 

haxis = gca; %Get Current Axis handle 
colorbar 

axisTITL - get(haxis, 'title'); 

axisXLAB - get (haxis, 'xlabel'); 

axisYLAB - get(haxis, 'ylabel'); 

str - ['CWT using 'wavef ]; 
set(axisTITL,'String',str); 

set (axisXLAB, 'String','time in seconds'); 
set (axisYLAB, 'String', ‘approximate frequency in Hz'); 


图 11.26 显示 了 结果 。 


利用 morl 小 波 的 CWT 


近似 频率 (Hz) 





时 间 (s) 


图 11. 26 频率 为 100Hz 余弦 信号 的 CWT。 通 过 函数 scal2frq 将 纵 轴 的 尺度 值 转换 
为 近似 的 频率 。 函 数 invertcolormap 是 自 定义 函数 ， 参 见 附录 D 4 
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时 域 。 小 波 在 时 域 提取 信号 中 的 小 事件 比较 优越 。 由 于 小 波 信号 是 时 域 有 限 的 信号 ， 
因此 该 特性 是 直观 的 ， 也 是 意料 之 中 的 。 考 虑 一 个 持续 时 间 为 2s 的 信号 ， 前 1s 是 正弦 信 
号 ， 后 1 秒 为 余弦 信号 。 下 列 MATLAB 代码 产生 该 信和 号， 如 图 11. 27 所 示 。 

fs = 2000;T = 1/fs; 

t = 0:T:2-T; 

fl = sin(2*pi*100*t); %signal at 100 Hz 

f2 = cos (2*pi*100*t); 

f = [(fi(i:length(t)/2)) (£2(length(t)/2+1:length(t)))]; 

100Hz 的 正弦 和 余弦 信号 





—— 
时 间 Cs) 


图 11.27 一 个 正弦 信号 突然 在 1s 处 转变 为 余弦 信号 。 正 余弦 
信和 号 的 频率 都 是 100Hz， 抽 样 频率 是 2kHz 


由 于 信和 号 的 持续 时 间 为 2s， 抽 样 频率 为 2000Hz， 因 此 信和 号 的 不 连续 点 出 现在 样 点 
2000 处 。 通 过 信号 的 CWT， 我 们 可 以 清晰 地 发 现 此 不 连续 点 。 下 列 MATLAB 代码 完 
成 信号 的 CWT 变换 。 图 11. 28 显示 了 三 个 小 波 Haar、Daub16 和 Morlet 对 应 的 变换 
结果 。 


wavef = 'haar'; $wavelet type 
CWTcoeffs = cwt(f,1:64,wavef, 'plot'); 


利用 Haar 小 波 的 CWT 利用 Daub16 小 波 的 CWT 利用 Morlet 小 波 的 CWT 


尺度 a 

尺度 a 

尺度 a 
8 











1000 2000 3000 4000 , 2000 3000 4000 ""1000 2000 3000 4000 
时 间 ( 样 点 ) 时 间 〈 样 点 ) 时 间 《〈 样 点 ) 
a) b) c) 


图 11.28 图 11.27 所 示 正 弦 / 余 弦 信 号 ， 分 别 对 应 Haar 小 波 、Daub16 小 波 和 Morlet 小 波 的 
连续 小 波 变换 。 这 三 个 小 波 对 应 的 CWT 都 在 时 域 有 效 地 检测 到 不 连续 点 


即使 对 于 人 有 眼 不 易 察 觉 的 信号 渐变 ， 时 频 分 析 也 能 检测 出 来 。 观 察 两 个 不 同 幅 度 构成 
的 正弦 信号 ， 两 个 信号 之 间 的 过 渡 是 平滑 的 ， 如 图 11.29 所 示 。 利 用 墨西哥 帽 小 波 可 以 在 
样 点 2000 处 凸显 其 过 渡 位 置 。 这 样 的 过 渡 在 频率 上 覆盖 所 有 64 个 尺度 。 
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100Hz 的 正弦 和 余弦 TH AC WT 





096 0.97 098 099 1 1.01 1.02 103 1.04 
时 间 Cs) 
a) 


图 11.29 ”两 个 同 频 不 同 幅度 的 正弦 信号 连接 构成 一 个 平滑 过 渡 。 利 用 墨西哥 帽 的 连续 小 波 变 
换 结果 如 图 b 所 示 ， 过 渡 点 显现 在 样 点 2000 处 


我 们 已 经 注意 到 ，CWT 可 以 对 离散 信号 进行 处 理 ， 其 尺度 (频率 ) 变 量 是 连续 的 。 与 
之 相对 应 的 便 是 DWT， 顺 便 简要 介绍 非 抽 取 的 (undecimated) 离散 小 波 变 换 ( 常 称 为 
NDWT). 





11.5 NDWT 


NDWT 与 CWT 类 似 ， 只 不 过 其 展 缩 是 2 WK. NUR S DT HA — 4r (dyadic). 
第 一 个 尺度 因子 是 2， 下 一 个 是 4， 然 后 是 8， 如 此 递增 。 而 在 CWT 中 ， 尺 度 因 子 是 2、 
3、4、5， 依 次 递增 。 

我 们 可 以 将 NDWT 看 作 由 两 个 滤波 器 组 成 ， 一 个 是 高 通 滤波 器 ， 另 一 个 是 低 通 滤 波 
器 ， 分 别 对 应 母 小 波 和 尺度 函数 。 按 照 传统 意义 上 解释 ， 高 通 部 分 产生 细节 (detail) 系数 
CA， 而 低 通 部 分 产生 近似 (approximation) 系 数 CD， 如 图 11. 30 所 示 。 





低 通 分 解 CA, 
滤波 器 (LoD) 滤波 器 (LoR) 
x y 
高 通 分 解 高 通 重建 
滤波 器 (HiD) 滤波 器 CHIR) | Di 


11.30 一 级 NDWT 滤波 器 组 信息 传输 示意 图 。 左 边 的 开 是 待 变换 的 
信号 ， 变 换 后 的 信号 在 重建 前 ， 可 能 被 修改 或 滤波 等 


对 于 Haar 小 波 ， 这 4 个 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 分 别 为 
LoD; &[1 1] 
LoR: &[1 1] 
HiD; &[—1 1] 
HiR: [1 —1] 
常量 & 的 值 为 /2/2， 用 来 保持 信号 的 能 量 不 变 。 下 面 分 析 该 系统 的 单位 脉冲 响应 ， 首 
先 输入 一 个 单位 脉冲 序列 至 系统 的 低 通 部 分 ， 我 们 通过 脉冲 与 LoD 滤波 器 的 单位 脉冲 响 
应 卷 积 得 到 其 输出 ， 再 将 该 输出 通过 LoR 滤波 器 。 低 通 部 分 的 分 析 过 程 可 表示 为 
CA, [teh ie A[1C X] 
A =I 1]«&[1 1]— [1/2 1 1/2] 
同 理 ， 可 得 高 通 部 分 的 分 析 过 程 。 
CD 一 [1]x*&[ 一 1 1]=k[—-1 1] 
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D= =1 Hern —1]-[—-1/2 1 —1/2] 

最 后 得 到 输出 y=A +D S=[0 1 0]。 和 输出 除了 平移 一 个 单位 外 ， 其 与 输入 相等 。 

在 上 述 方程 式 中 ， 输 入 信号 经 过 LoD 和 HiD 变换 后 ， 变 换 后 的 数据 集 没 有 做 任何 处 
理 ， 输 入 信和 号 在 输出 端 得 到 了 完全 重建 。 我 们 也 可 以 修改 变换 后 的 数据 集 ， 以 得 到 某 些 期 
待 的 特性 ， 如 去 除 噪 声 ， 此 种 情形 下 ， 我 们 按照 预先 设 定 来 改变 变换 后 数据 ， 从 而 得 到 我 
们 所 需要 的 修改 版 的 输入 信号 。 

利用 MATLAB 求解 信号 的 NDWT 

在 前 面 的 NDWT 描述 中 ， 利 用 卷 积 计算 来 获得 输出 和 变换 系数 CA, 和 CD;。 此 例 展 
现 如何 利 用 MATLAB 获得 同样 的 结果 。 

解 : MATLAB 函数 ndwt 可 以 用 来 计算 信号 的 NDWT。 


x = lá 

level = 1; 

wname = 'haar'; 

sigExtension = 'zpd'; %zero padding 


w = ndwt(x, level, wname, 'mode', sigExtension) ; 


函数 ndwt 的 输出 w 是 一 个 数据 结构 ， 其 包含 多 个 数据 项 。 我 们 感 兴 趣 的 是 所 用 的 滤 
波 器 组 (LoD，HiD，LoR，HiR) 和 变换 系数 (CA,，CDi )。 这 些 数 据 可 以 通过 下 列 方式 


显示 。 
disp(w.filters); tShows LoD, LOR, HiD, and HiR 
disp(w.dec{1}); Gives approximation coefficients 
disp(w.dec{2}); $Gives detail coefficients 
此 例 中 的 结果 为 
LoD: [0.7071 0.7071] %filters 
HiD: [-0.7071 0.7071] 


LoR: [0.7071 0.7071] 

HiR: [0.7071 -0.7071] 

0.7071 0.7071 Reconstruction coefficients 

-0.7071 0.7071 $Detail coefficients 

近似 系数 和 细节 系数 与 我 们 通过 “手动 ” 卷 积 计算 的 结果 相同 。 < 

在 图 11.30 rP, LoD 和 LoR 两 个 滤波 器 构成 一 个 低 通 滤波 通道 ， 对 于 Haar 小 波 来 
说 ， 其 传输 函数 (实际 是 系统 的 单位 脉冲 响应 ) 是 LoD 和 LoR 滤波 器 的 脉冲 响应 之 卷 积 。 

wÆ — &[1 1]«&[1 1] = [1/2 1 1/2] 

高 通 滤 波 通道 由 HiD 和 HiR 两 个 滤波 器 构成 ， 其 脉冲 响应 是 该 两 个 滤波 器 的 脉冲 响 

应 之 卷 积 。 
高 通 一 R[ 一 1 1]«24[1 —1]=[~1/2 1 —1/2] 

此 两 个 单位 脉冲 响应 对 应 的 系统 频率 响应 如 低 通 和 高 通 Haar 滤 波 器 
图 11. 31 所 示 ， 其 坐标 轴 为 归 一 化 坐标 轴 。 MILL Dr e Ba 

下 一 级 。 为 了 得 到 第 二 级 ， 我 们 对 第 一 级 输出 的 os EID 3 






近似 系数 CA, 进行 相同 的 滤波 处 理 ， 图 11.32 显示 Sos} 
了 该 结构 。 系 数 CA. 由 输入 信号 通过 两 次 LoD WR à 04|-— pores EA 
得 到 ， 系 数 CD. 由 输入 信号 通过 LoD 和 HiD 滤波 得 a i 
到 。 输 出 的 三 组 系数 CA. CD, 和 CD, 对 应 的 等 效 err 
滤波 器 为 频率 (Hz) 

CAs 对 应 的 等 效 滤波 器 是 LoD 一 图 11.31 LoD 与 LoR 卷 积 以 及 HiD 


与 HIR 卷 积 分 别 构成 的 低 


LoD:2[11]«4[11]— [1/2 1 1/2] (11. 8) 通 和 高 通 半 带 滤波 器 


CD; 对 应 的 等 效 滤波 器 是 LoD > 
HiD:4[11]«4[—-11]—[—1/2 0 1/2] (11.9) 
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CD, 对 应 的 等 效 滤 波 器 是 HiD:k[ 一 1 1] (11. 10) 
(ii FG Haar tek 





of A eM UIA 
0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1 
频率 (Hz) 
a) 一 个 二 级 NDWT 杠 图， 近似 系数 受 b) 各 变换 系数 对 应 的 等 效 滤 波 器 的 频率 响应 
进一步 滤波 和 重 构 的 影响 


图 11. 32 二 级 NDWT 的 框图 及 各 变换 系数 对 应 滤波 器 的 频率 响应 


MATLAB 和 Haar 滤波 器 

利用 MATLAB 可 以 得 到 与 上 述 二 级 Haar 滤波 器 组 相同 的 结果 ，Haar 滤波 器 表示 方 
法 见 式 (11.7)、 式 (11. 8) 和 式 (11. 9). 

f: 我 们 利用 非 抽 取 离 散 小 波 变换 函数 ndwt， 如 下 列 代码 所 示 : 


x = 1; %impulse input 
level = 2; 

wname = 'haar'; 

w = ndwt(x, level, wname, 'mode', 'zpd'); $zero padding 
disp (w.dec(1)); $CA2 

disp (w.dec(2)); %CD2 

disp (w.dec{3}); $CD1 

上 述 代码 输出 以 下 系数 : 

0.5000 1.0000 0.5000 $CA2 coefficients 
-0.5000 0 0.5000 *CD2 coefficients 
-0.7071 0.7071 %CD1 coefficients < 


按照 相同 的 方式 ， 分解 可 以 进 一 
步 应 用 到 更 多 级 ， 小 波 函 数 也 可 以 是 
其 他 小 波 系 列 。 图 11. 33 显 示 了 一 个 
拓展 到 4 级 的 非 抽 取 离 散 小 波 变换 。 
为 了 观察 等 效 滤波 器 ， 我 们 绘 出 了 这 
些 逐 级 增加 所 对 应 的 等 效 滤 波 器 的 频 
率 响 应 。 11.34 显示 了 Haar 小 波 产 
生 的 效果 。 

由 图 11.34 可 见 ， 随 着 级 数 的 增 
加 ， 细 节 系 数 对 应 的 滤波 器 的 带宽 越 
来 越 窗 ， 而 且 频 谱 的 峰值 越 靠 近 低 频 图 11. 33 一 个 4 级 非 抽取 的 DWT 框图 
部 分 。 此 效果 类 似 对 细节 滤波 器 的 脉冲 响应 进行 过 抽样 (oversampling)。Haar 小 波 远 不 具 
有 理想 的 频率 特性 ， 但 若 我 们 按照 因子 2 过 抽样 其 细节 滤波 器 ， 将 会 出 现 类 似 图 11. 31 所 
示 的 较为 理想 的 频率 特性 。 

初 看 图 11. 35 ， 由 于 信和 号 频率 越 高 的 部 分 可 以 具有 较 低 的 频率 分 辨 率 ， 因 此 整个 频率 
分 布 图 感觉 应 该 是 左右 调换 。 实 际 并 非 如 此 。 对 于 许多 实际 的 信号 ， 主 要 信号 大 多 包含 在 
信号 的 低频 部 分 ， 而 高 频 部 分 主要 反映 信号 的 细微 差别 和 波动 。 噪 声 也 常常 出 现在 信和 号 的 
高 频 分 量 。 
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图 11.34 此 图 显示 了 一 个 利用 Haar 小 波 从 1 至 32 级 所 对 应 的 等 效 的 系数 滤波 器 频率 响应 


我 们 可 以 将 非 抽 取 离 散 小 波 变换 看 作 


由 一 系列 内 插 Cup- sampled) 的 细节 滤波 器 组 CAy CD, 
成 ， 另 一 种 可 实现 相同 结果 的 方式 就 是 抽 zs 7 
取 (down-sample) 信 号 ， 这 就 是 DWT. a) k 


11.6 DWT Fy 
DWT 非常 类 似 于 非 抽取 DWT, DWT [hea os y m 
频率 


通过 信和 号 的 抽取 来 代替 滤波 器 的 延展 。 a D^ 
DWT 的 框图 如 图 11. 36 所 示 。 图 11. 35 理想 化 的 系数 滤波 器 
单位 脉冲 与 DWT 


利用 Haar 小 波 展现 单位 脉冲 信号 通过 一 
Z& DWT 的 过 程 。 利 用 MATLAB 函数 dwt 
和 idwt 验证 其 结果 。 

解 : 对 于 Haar 小 波 ， 对 应 的 4 个 滤波 器 





具有 下 列 单位 脉冲 响应 
Lob = [1 11; 
HiD - [-1 1]; 图 11.36 一 级 DWT 的 框图 。 含 有 上 箭头 的 方 杠 
= T 表示 信和 号 的 2 倍 抽取 ， 含 有 下 箭头 的 
iR = xo 方 框 表示 信和 号 的 2 f VÉ - 
假如 输入 信号 为 


x = [1000000 0]; 

可 以 计算 CA; 和 CD, 

CD1 = dyaddown(conv(x, HiD)); 
CA1 = dyaddown(conv(x, LoD)) ; 


其 中 ，dyaddown 是 MATLAB 函数 ， 其 通过 仅 保留 信号 中 的 偶数 项 而 实现 对 信和 号 的 2 
倍 抽取 。CA, MCD, 的 计算 结果 如 下 : 


CD1 = [0.70711 0 0 0] 
CA1 = [0.70711 0 0 0] 


假如 不 对 这 些 输出 进行 修改 ， 那 么 可 以 利用 下 列 程序 恢复 信号 A 和 D: 
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dw 


t 


Al - conv(dyadup(CA1), LoR); 

D1 = conv(dyadup(CD1), HiR); 

Kb. PR dyadup 是 函数 dyaddown fiiis f£, Hef B9 RC Edi ACE EM RE 
Ht A 和 Di; 的 计算 结果 为 


DI =([0 0.5 -0.5000000 0] 
Al =[0 0.5 0.50000 00 0] 


将 A! 和 Di 进行 相 加 ， 可 得 


y = Al + D =[01 0000000] 


除了 出 现 一 个 单位 的 平移 ， 最 后 的 输出 与 输入 相等 。 在 MATLAB 中 ， 可 以 利用 函数 


和 idwt 来 得 到 相似 的 结果 。 
[CA CD] = dwt(x, 'haar', 'mode', 'zpd'); 
Y = idwt (CA, CD, 'haar', 'mode', 'zpd'); 


CA, CD fil y 的 结果 为 

CD1 = 0.70711 0 0 0 

- 0.70711 0 0 O 

y=10000000 < 


利用 MATLAB 和 Daub4 小 波 计算 DWT 
利用 MATLAB 和 Daub4 小 波 计算 信号 的 一 级 DWT 的 系数 ， 信 和 号 定义 如 下 ， 


fs = 1000;T = 1/fs; 

t = 0:T:1023*T; 

fsig = sin(2*pi*50«*t) + .5«cos(2xpix75xt); 
fsig(250:270) = 1; $Add in a glitch 


该 信号 由 两 个 频率 为 50Hz 和 75 Hz 的 正弦 信号 组 成 ， 中 间 在 样 点 250—270 之 间 插 入 


一 段 毛刺 干扰 。 


解 : 下 列 程序 代码 绘 出 了 原始 信号 fsig 的 波形 、 近 似 系数 CA 和 细节 系数 CD。 注 


意 ， 横 轴 标 注 是 信号 的 样 点 ， 信 号 有 1024 个 样 点 。 在 抽取 后 ， 输 出 系数 CA 和 CD 只 有 
输入 信号 样 点 数目 的 一 半 。 三 个 图 形 中 的 横 轴 时 间 范 围 都 是 0 一 1023 工 秒 。 结 果 如 
图 11. 37 所 示 。 


毛刺 原 信 号 





样 点 
b) 


db2 近 似 系数 


wavef = 'db2';  $Daub4 

[CA1 CD1] = dwt (fsig,wavef) ; 
subplot (3, 1, 1); 

plot (t/T, fsig); 

% 

subplot (3, 1, 2); 

plot (CA1); 

% 

subplot (3, 1, 3); 


plot (CD1) ; 





a) 
Al 11.37 利用 dwt 函数 来 计算 具有 一 段 毛 刺 的 正弦 信号 的 一 级 系数 < 
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RE. ÆR 11.36 所 示 的 DWT 结构 中 ， 当 我 们 进行 抽取 时 ， 需 要 考虑 可 能 存在 的 
混 生 问题。 在 低 通 通道 ， 并 不 会 出 现 混 又 问题 ， 因 为 2 倍 抽取 信和 号 前 ， 半 带 低 通 滤波 器 
滤 除 了 可 能 造成 混 释 的 高 频 成 分 。 在 高 通通 道 ， 高 通 滤波 器 保留 了 高 频 分 量 而 滤 除 了 低 
频 分 量 ， 在 随后 的 2 倍 抽 取信 号 中 ， 上 半 频 带 的 高 频 分 量 将 与 下 半 频 带 的 低频 分 量 发 生 
IRE. Bü. AE AX 100Hz 和 300Hz 构成 的 正弦 信号 ， 对 其 抽样 频率 为 
1000Hz， 如 图 11. 38a 所 示 。 将 该 信号 通过 HiD 高 通 滤波 器 ， 得 到 的 输出 信号 的 频谱 如 
图 11. 38b 所 示 。 信 号 的 2 倍 抽取 相当 于 将 信号 的 抽样 频率 降低 到 原来 的 一 半 ( 即 
500Hz) ， 造 成 了 上 半 频 带 的 频率 混 符 到 下 半 频 带 。 由 于 下 半 频 带 在 混 秋 位 置 区 域 是 空 
的 ， 因 而 此 混 双 过程 没 有 造成 信号 的 信息 损失 ， 如 图 11. 38c 所 示 。 在 图 11. 38d 中 ， 内 
抽 提 高 抽样 频率 至 原来 的 数值 ( 即 1000Hz) ， 在 上 半 频 带 中 出 现 了 下 半 频 带 的 一 个 镜像 。 
最 后 ， 在 图 11. 38e 中 ， 高 通 半 带 HiR 重建 滤波 器 滤 除 了 下 半 频 带 ， 我 们 得 到 了 原来 信 
号 的 上 半 频 带 。 同 理 ， 低 通通 道 最 终 可 以 得 到 原来 信号 的 下 半 频 带 。 两 路 信号 相 加 ， 即 
可 恢复 得 到 原来 的 信号。 
原 信号 的 频谱 
ih ( 原 信号 由 频率 


为 100Hz 和 300Hz 
的 两 个 正弦 信号 构成 





高 通 滤波 器 HiD 滤 除 
了 信号 中 100Hz 分 量 。 
下 半 频 带 目前 为 空白 





抽取 导致 250 ~ 500Hz 
之 间 的 频率 混 秋 到 下 
| 半 低 频带 ， 混 全 到 下 HiD 
A 半 低 频带 300Hz 的 频率 
分 量 混 付 到 200Hz 位 置 











| 2 倍 内 插 造成 下 半 频 带 
ts i ne a 


将 内 插 后 的 信号 通过 高 通 重建 


eJ 得 到 了 原 信号 的 高 频 分 量 Ar 
0 


图 11. 38 一 个 由 频率 100Hz 和 300Hz 构成 的 正弦 信号 ， 先 通过 一 个 HiD 高 通 滤 波 器 ， 然 后 2 倍 
抽取 ， 再 2 倍 内 插 ， 最 后 通过 HIR 高 通 滤波 器 ， 没 有 出 现 信号 的 损失 


多 级 。 与 非 抽 取 DWT 的 情形 一 样 ， 图 11.36 中 的 结构 框图 很 容易 拓展 到 多 级 。 
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图 11. 39 显 示 了 三 级 DWT 对 应 的 系数 。 由 于 数据 是 离散 的 ， 我 们 逐 级 按 2 倍 抽 取 ， 直 至 
信和 号 分 解 到 需要 的 级 数 。 例 如 ， 在 图 11.39 中 ,假如 信号 原始 具有 1024 个 样 点 ， 则 系数 
CD, 和 CA, 将 分 别 具 有 512 个 样 点 ， 系 数 CD, 和 CA, 将 分 别 具 有 128 个 样 点 。 





图 11. 39 产生 变换 系数 的 3 级 DWT 


随 着 样 点 数 逐 级 减 半 ， 频 带宽 度 也 相应 地 发 生 同 样 的 改变 。 每 次 2 倍 抽取 信号 ， 信 和 号 
的 抽样 频率 相应 地 减低 一 半 。 由 于 时 域 的 压缩 导致 频 域 的 扩展 ， 后 面 的 高 通 HiD 和 低 通 
LoD 滤波 器 实际 上 只 能 作用 于 抽取 前 信号 频谱 的 一 半 部 分 。 

为 了 进行 多 级 分 析 ， 我 们 将 一 级 DWT 逐 级 应 用 到 近似 系数 。 尽 管 每 级 输出 的 样 点 数 
量 逐 级 减 半 ， 但 各 级 样 点 表示 的 信号 时 间 没 有 改变 ( 样 点 数 减 半 ， 但 等 效 的 抽样 间隔 增加 
一 倍 ) 。 例 11-12 解释 一 个 三 级 的 DWT 分 析 ， 并 绘 出 了 各 级 系数 的 输出 波形 。 


小 波 分 解 

利用 MATLAB 对 例 11-11 中 定义 的 信号 进行 三 级 分 析 ， 并 绘 出 各 级 系数 的 波形 。 

解 : 我 们 可 以 逐 级 利用 dwt 来 进行 计算 ， 但 MATLAB 提供 了 另外 一 个 函数 wavedec 
《小波 分 解 ) 来 一 次 完成 多 级 分 解 。 函 数 wavedec 将 产生 一 个 输出 向 量 C， 其 包含 了 各 级 的 
输出 系数 。 它 也 包含 了 一 个 标签 向 量 工 ， 以 标示 向 量 € 中 各 个 系数 的 长 度 。 


wavef = 'db2'; 
level = 3; 

fs = 1000;T = 1/fs; 

t = 0:T:1023*T; 

fsig = sin(2*pi*x50*t) + .5*cos(2*pix75x«t) ; 

fsig(250:270) = 1; $Add in a glitch 

% Perform three-level discrete wavelet transform of s by Daub4. 
[C L] = wavedec(fsig, level, wavef); 

% 

figure (1) ;clf; 


strA = 'Approximation coefficient level'; 
strD = 'Detail coefficient level'; 
n = 1024; 


for i = l:level 
A = appcoef(C, L, wavef, i); &extracts the approximation coefficients 
subplot(3, 2, 2*i-1) 
plot (A); 
title([strA num2str(i)]); 
D = detcoef(C, L, i); &extracts the details coefficients 
subplot(3, 2, 2*i) 
plot (D); 
title([strD num2str(i)]); 
n - n/2; 
end 


该 程序 的 输出 如 图 11. 40 所 示 。 再 次 强调 ， 尽 管 从 图 形 上 看 起 来 各 级 似乎 是 相同 的 样 
点 ， 但 实际 上 样 点 数量 逐 级 减 半 。6 个 图 形 的 时 间 尺 度 是 相同 的 ， 因 此 那 一 小 段 毛 刺 出 现 
在 所 有 图 形 中 相同 时 间 的 位 置 。 
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图 11.40 含有 毛刺 的 正弦 信号 三 级 DWT， 各 级 的 近似 系数 在 左边 ， 各 级 的 细节 系数 在 右边 < 


为 得 到 一 个 传统 的 DWT 输出 ， 我 们 利用 颜色 或 灰 度 逐 级 表现 系数 随时 间 分 布 情况 。 
在 显示 过 程 中 有 必要 根据 各 级 样 点 数 相应 调整 时 间 轴 的 比例 ， 具 体 的 做 法 就 是 扩展 每 个 样 
点 的 时 间 宽 度 。 例 如 ， 假 如 我 们 有 一 个 位 于 三 级 的 系数 [1 2 3 4]， 我 们 可 以 通过 加 宽 每 个 
样 点 至 原来 的 2 倍 来 改变 其 为 长 度 为 8， 得 到 序列 [1 1223344). Ø 11-13 就 是 这 样 一 
个 8 级 小 波 分 解 过 程 的 显示 。 

含有 毛刺 信号 的 DWT 

利用 Daub4 小 波 和 MATLAB 产生 下 列 定义 信号 的 各 级 DWT 随时 间 的 分 布 图 


fs = 1000;T = 1/fs; 


t = 0:T:4095*T; 

f = sin(2*pi*100*t); %create the signal 
£(894:903) = 1; $Add a glitch 

该 信号 DWT 的 显示 应 为 8 级 。 根 据 输入 信和 号 的 特点 解释 信号 DWT 的 数据 。 
B 

% A traditional plot of an 8 level dwt. 

wavef = 'db2';s = 8; %Daub4 with 8 levels 

fs = 1000;T = 1/fs; 

t = 0:T:4095*T; 

f = sin(2*pi*100*t); %create the signal 
£(894:903) = 1; $Add a glitch 

%Do DWT to 8 levels 

[c 1] = wavedec(f, s, wavef); 

len = length(f); 

cfd=zeros(s,len) ; detail coefficient matrix 


$This loop makes the detail coefficents the same length = len. 
%It does this by duplicating values where needed. 
for k-1:s 
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d=detcoef(c,1,k); &extract kth detail coefficients 
n = fix(len/length(d) +1) ; 

acc = ones(1, n)*d(1); 

for i = 2:length(d) 


acc = [acc ones(1, n)*d(i)]; 
end 
cfd(k,:)=wkeep(acc, len, 'c'); 
end 
$ Plot DWT. 


figure (1);c1lf; 

plot(t/T, f); title('Analyzed signal.'); 

axis([500 1000 -1.5 1.5]); 

figure (2) ;clf; 

image (wcodemat (cfd, 255, 'row!'));; 

set(gca, 'ydir', 'normal'); 

title('Discrete Transform,absolute coefficients'); 
ylabel('Level'); 

xlabel('samples') ; 


该 程序 的 产生 的 输出 如 图 11. 41 所 示 。 
离散 小 波 变换 ， 系 数 绝对 什 





S00 — 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 
样 点 
图 11.41 含有 毛刺 正弦 信号 的 8 级 Daub4 小 波 分 析 ， 横 轴 为 时 间 ( 样 点 ) ， 纵 轴 为 级 数 


在 图 11. 41 中 ， 在 左上 部 和 右边 角 都 出 现 了 某 些 eo 图 11.41 中 各 级 表示 的 频带 。 介 





边界 效应 。 毛 刺 干扰 位 置 大 约 在 样 点 900 处 清晰 可 见 。 设 各 级 滤波 器 近似 为 理想 滤波 器 
第 一 级 的 输出 是 信和 号 通过 高 通 滤波 器 HiD 的 输出 ， 该 
输出 信号 的 频谱 保留 了 输入 信号 的 上 半 频 带 部 分 的 频 1 250~500 
谱 。 由 于 抽样 频率 f. 为 1000Hz， 因 而 第 一 级 输出 对 : f dee 
应 输入 信号 的 250—500Hz 频率 范围 。 其 他 各 级 输出 对 4 Si. eii 
应 的 频率 范围 大 致 如 表 11. 2 所 示 。 在 图 11.41 rp, 第 5 18. 6—31. 3 
二 级 最 亮 ， 因 其 包含 了 100Hz 的 输入 信和 号。 干扰 穿 过 did 
各 级 ， 并 且 漂 亮 地 出 现在 样 点 900 处 。 8 1.95 一 3.9 


简单 噪声 滤 除 一 一 阔 值 化 。 多 级 小 波 分 解 将 信和 号 < 
中 的 不 同 频率 分 量 分 离 出 来 ， 在 根据 这 些 分 量 重 建 信号 之 前 ， 我 们 可 以 分 别 对 这 些 不 同 分 量 进 
行 相应 地 处 理 。 对 于 最 简单 的 情形 ， 我 们 可 以 将 某 些 频率 范围 的 分 量 设 置 为 零 ， 从 而 将 其 从 信 
号 中 滤 除 。 对 于 稍微 复杂 些 的 处 理 ， 我 们 可 以 设置 一 个 效 值 ， 对 于 各 级 小 波 变换 系数 进行 阔 值 
化 处 理 ， 当 系数 值 大 于 阔 值 时 ， 将 其 置 为 零 ， 或 者 根据 某 些 场合 将 小 于 阔 值 的 系数 置 为 零 。 由 
于 小 波 分 析 可 以 为 信号 提供 较 好 的 时 间 分 辩 率 (同时 具有 时 间 分 辨 率 和 频率 分 辩 率 ) ， 因 此 我 们 
可 以 对 很 罕 的 一 段 信 号 的 某 个 频带 进行 冰 值 化 处 理 。 下 列 的 例题 可 以 阐述 这 些 概 念 。 
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利用 DWT 实现 信号 重建 
考虑 下 面 给 定 的 信和 号 
f(t) = P — 12. 4t* +53. 6122 — 95. 0542? + 61. 8142 — 8. 97 
对 其 0—4. 095s 的 一 段 信 号 按 频率 1000Hz 进行 抽样 ， 再 又 加 一 个 频率 为 400 Hz 的 正弦 品 
声 信 号 。 利 用 Daub4 小 波 对 此 含有 噪声 的 信和 号 进行 4 级 DWT， 然 后 逐 级 让 细节 系数 为 零 
重建 信号 ， 显 示 其 对 应 的 结果 。 


解 : 
x = [1 -12.4 53.61 -95.054 61.814 -8.97]; 
fs = 1000;T = 1/fs; 
t = 0:T:4095*T; 
f = 0;N = length(x) ; 
for i = 1:N 
£ = f + x(i)*t.^(N - i); 
end 


normalize and add in the noise 

mx = max(f);mn = min(f); 

f = (f-mn)/(mx-mn); 

fn = f + .03*sin(2*pi*400*t); 

下 面 利 用 小 波 分 解 得 到 一 个 4 级 小 波 系数 。 
wavef = 'db2'; 

S = 4; %level 

[C L] = wavedec(fn, s, wavef); 

[di d2 d3 d4] = detcoef(C, L, 1:4); 

a4 - appcoef(C, L, wavef, 4); 


在 上 述 代 码 中 ，di 表示 第 一 级 细节 系数 向 量 。 我 们 将 其 设置 为 零 ， 然 后 重建 信号 ， 


相应 的 代码 如 下 : 
dl = d1*0; vector of zeros 
C = [a4 d4 d3 d2 d1]; sreform C 


fr = waverec(C, L, wavef);$Reconstruct signal 
subplot(6, 1, 6); 


plot(t, fr); 
我 们 可 以 对 其 他 级 的 细节 系数 向 量 进行 同样 的 处 理 。 结 果 如 图 11. 42 和 图 11. 43 所 示 。 


第 一 级 近似 系数 第 一 级 细节 系数 
02 pp 一 一 





b) 
图 11. 42 小波 系 数 。 各 级 的 近似 系数 在 左边 ， 细 节 系 数 在 右边 。 第 一 级 的 
细节 系数 的 数值 最 大 ， 因 为 这 级 对 应 信号 中 的 噪声 
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第 三 级 近似 系数 第 三 级 细节 系数 
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图 11.43 设置 各 级 细节 系数 为 零 后 信号 重建 的 结果 


信号 中 的 噪声 是 一 个 频率 为 400Hz 的 正弦 信号 。 我 们 可 以 通过 将 系数 向 量 did. 设 
置 为 零 来 消除 噪声 。 < 
BUA LTT tk EA MPH. SA — BP UE TUUS A SE BI (Chard threshgholding)， 也 是 最 直 
观 的 方法 。 在 硬 阔 值 化 处 理 中 ， 位 于 阔 值 设 定 范 围 的 信号 项 置 为 零 ， 否 则 信号 保持 不 变 。 
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假如 浆 值 设置 得 比较 小 ， 则 这 种 阔 值 处 理 几乎 没有 意义 。 假 如 阔 值 设置 得 比较 大 ， 则 可 能 
引起 某 些 难以 预料 的 跳 牙 。 第 二 种 阔 值 化 称 为 软 阔 值 (soft threshholding). 7E S Bd Et (E At 
理 中 ， 将 信和 号 绝对 值 中 小 于 设 定 阔 值 的 项 置 为 零 ， 其 他 项 都 减 去 阔 值 。 

考虑 信号 xz， 其 由 两 个 数值 组 成 z= 二 [0.4 0. 6]。 假 如 设置 阔 值 Th 二 0.5， 则 对 信号 进 
行 硬 阔 值 的 结果 为 [0 0.6]。 而 在 软 阅 值 情况 ,第 一 个 数值 0.4 小 于 阔 值 ， 因 此 被 设置 为 
零 。 第 二 个 数值 0. 6 高 于 阅 值 ， 因 此 其 值 减 去 阐 值 ， 最 后 得 到 [0 0.1]。 由 此 可 见 ， 当 阐 
值 较 高 时 ， 软 阅 值 不 会 产生 从 零 的 跳 变 。 

小 波 阔 值 化 

此 例 中 我 们 观察 一 个 被 自 噪 声 信 和 号 污染 的 斜坡 信号 ， 信 和 号 定义 为 

fs = 10000;T = 1/fs; 

t = 0:T:4095*T; 

fsig = 5*[t(1:3000) t(1:1096)]; 

*$add random noise uniform distribution 

a= -.2;b = .2; 

r =a  (b-a).*rand(1, 4096); 

fn = fsig + r; 


利用 Daub4 小 波 对 信号 进行 6 2 4 Vr. RIF B [EL 15 77 E Ab PR 2 A it RS 
图 11. 44 显 示 了 信和 号 的 波形 。 
含有 噪声 的 斜坡 信号 





02 
时 间 Cs) 
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8: 我 们 首先 进行 信号 的 小 波 分 析 ， 然 后 绘 出 其 近似 系数 和 细节 系数 。MATLAB 程 
序 代 码 如 下 ， 计 算 结果 如 图 11. 45 所 示 。 


S = 6; $level 
wavef - 'db2'; 

dwtmode('sym'); 

[C L] = wavedec(fn, s, wavef); 
figure(1);clf; 


strA = 'Approx coeff level'; 
strD = 'Detail coeff level'; 
for i 1:s 


nou 


A appcoef(C, L, wavef, i); 
subplot(s, 2, 2*i-1) 
plot(A); 

title([strA num2str(i)]); 
xlabel('samples'); 

ylabel ('amplitude') ; 
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axis tight; 

D = detcoef(C, L, i); 
subplot(s, 2, 2*i) 

plot (D); 

title([strD num2str(i)]); 
xlabel('samples'); 
ylabel('amplitude'); 

axis tight; 


第 1 级 近似 系数 









样 点 
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图 11.45 利用 Daub4 小 波 对 信号 进行 6 级 分 解 


利用 Daub4 小 波 对 信号 进行 6 级 分 解 ， 可 以 得 到 以 下 6 个 频带 的 信和 号 分 量 : 1(2500 一 
5000Hz2). 2(1250 ~ 2500Hz)、3 (625 ~ 1250Hz), 4(312.5 一 625Hz)、5(156. 25 ~ 
312. 5Hz) 和 6(78. 125~156. 25Hz) 。 由 图 11. 45 可 见 ， 高 频带 1 和 2 包含 了 最 多 的 噪声 ， 
低频 带 5 和 6 包含 最 少 的 噪声 。 我 们 可 以 大 致 估算 不 同 频带 的 噪声 量 级 ， 频 带 1 和 2 低 于 
0.3， 频 带 3 和 4 低 于 0.2， 频 带 5 和 6 低 于 0.1。 我 们 将 利用 这 些 值 作为 相应 频带 的 阔 值 。 

我 们 通过 这 个 例子 来 诠释 阔 值 的 效果 。 我 们 首先 对 频带 1 ETT BA BE. SR Jig EF 
1 和 频带 2， 直至 到 所 有 6 个 频带 。 每 次 阔 值 化 处 理 后 ， 都 相应 地 重建 阔 值 化 后 的 信和 号。 
相关 的 程序 代码 和 运行 结果 如 图 11. 46 所 示 。 
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图 11. 46b 显示 了 对 频带 1 进行 软 阔 值 后 的 重建 信号 。 图 c 显示 了 对 频带 1 和 2 进行 软 
闵 值 后 的 重建 信和 号。 最后， 图 g 显示 了 对 所 有 6 个 频带 进行 软 阔 值 后 的 重建 信号。 


s = 6; 

wavef = 'db2'; 

[C L] = wavedec (fn, s, wavef) ; 

figure (2) ;clf; 

D = cell(1, s); 

D = detcoef(C, L, 1:8); 

a6 - appcoef(C, L, wavef, s); 

Thr = [.,3 .3 .2 .2 .1 .11; 

for i s 1:8 
D{i} = wthresh(D(i), 's', Thr(i)); 
Cr = [a6 D{6} D{5} D{4} D{3} D{2} D{1}]; 
fr = waverec(Cr, L, wavef); 
subplot (6, 1, i) 
plot(t, fr, 'b'); 
axis tight 
xlabel('time in seconds’) ; 
ylabel ('amplitude') ; 
title('Reconstruction'); 





end 


a) 


Æ 11.46 阐 值 化 后 信和 号 的 重建 ， 图 b 显示 在 第 1 级 阔 值 化 后 的 重建 ， 图 c 显示 在 第 1 级 和 第 2 gA 
值 化 的 重建 ， 图 g 显示 在 第 1 级 一 第 6 级 阔 值 化 后 的 重建 


阔 值 化 处 理 过 程 确实 明显 地 抑制 了 信号 中 的 噪声 。 

选择 恰当 的 阔 值 是 至 关 重 要 的 。 我 们 设置 的 阔 值 需要 大 于 噪声 对 应 系数 的 最 大 值 。 但 
是 我 们 也 不 能 将 阀 值 设 置 得 太 大 ， 这 将 导致 信号 中 有 用 信和 号 的 系数 损失 。 如 果 噪 声 是 方差 
Ho 的 高 斯 噪声 ， 可 以 证 明 噪声 系数 极 可 能 低 于 Th 二 a。 V2InCND, HP, NAR RK, 
根据 此 公式 计算 出 的 闪 值 可 能 比 实际 需要 的 冰 值 要 高 许多 ， 此 阔 值 可 以 向 下 调整 。 
MATLAB 提供 了 这 样 的 函数 ddencomp， 其 实现 了 多 个 算法 以 估算 一 个 优化 的 阔 值 。 < 

含有 噪声 的 PWM 信号 

频率 为 1Hz 的 正弦 信号 持续 两 个 周期 长 度 ， 对 其 抽样 频率 为 16Hz— 2' Hz, X fS 
号 进行 PWM， 其 中 PWM 信号 的 基 频 为 2048Hz—2" Hz。 为 了 模拟 高 频 噪声 ， 我 们 以 
频率 131072Hz— 2" Hz 加 入 随机 数 到 信号 中 ， 时 间 位 置 大 约 在 0. 1s 处 ， 持 续 时 间 大 约 
0. 1s。 随 机 数 的 幅度 范围 介 于 一 0. 5~0.5 之 间 。 利 用 Haar 小 波 函 数 对 此 信和 号 进行 8 级 
小 波 分 解 ， 绘 出 近似 系数 和 细节 系数 。 对 该 短 时 间 内 的 噪声 应 用 阔 值 处 理 后 ， 重 建 该 
信号 。 

解 : 我 们 先 构造 一 个 抽样 频率 为 16Hz 的 正弦 信号 。 为 了 产生 PWM 信号 ， 利 用 
2"! /2*=1284 PWM 样 点 块 替 换 正弦 信号 的 每 个 样 点 ， 每 个 PWM 样 点 块 的 占 空 比 正 比 于 
该 点 正弦 信和 号 样 点 值 。 为 了 加 入 噪声 样 点 ， 按 照 因子 27/2" —64 扩展 每 个 PWM 样 点 ， 
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然后 在 适当 的 时 间 间 隔 到 加 噪声 。 下 列 MATLAB 代码 产生 正弦 信号 和 了 PWM 信和 号。 


Lpwm = 2^7; $Base frequency for pwm 

Lsig = 2^5; $Number of samples in the signal 

Len = Lsig*Lpwm; %total length of pwm signal 

stretch = 64; sAmount by which PWM signal is stretched. 
wavef = 'haar'; 


sCreate the sinusoid at 1 Hz 
fs = 16;T = 1/fs; 
t = 0:T: (Lsig-1)*T; 
fsine = (1«sin(2*pi*1*t))/2; 
sCreate the PWM signal by inserting a PWM cycle with the 
% appropriate duty cycle for each sample of the sinusoid. 
pwm = ones(1, Len); 
for i = 1:Lsig 
k = fix((Lpwm-1)*fsine(i)); 


pwm((i-1)*Lpwm + 1 :(i)*Lpwm) = [ones(1, k) zeros(1, Lpwm - k)l; 
end 
图 11.47 显示 了 PWM fü. EME PWM 信号 上 的 为 正弦 信和 号 。 
不 含 噪声 的 PWM 信和 号 





BERI Cs) 
图 11. 47 ”一 个 正弦 信号 对 应 的 PWM fas. Bib wa S ENG PWM 信号 上 面 


为 了 加 入 噪声 ， 以 因子 64 对 PWM 信号 进行 扩展 ， 即 将 信号 中 的 每 个 1 变 为 64 个 1, 
将 信号 中 的 每 个 0 变 为 64 个 0。 然 后 在 大 约 0. 1s 处 加 入 噪声 。 下 列 MATLAB 代码 产生 
变量 pwmstr， 并 加 入 噪声 。 


pwmstr = zeros(1, stretch*Len) ; 
for i = 1:length(pwm) 
pwmstr((i-1)*stretch«l:i*stretch) = [ones(1,stretch) *pwm(i)]; 

end š 

gadd random noise uniform distribution 

Len - stretch *Len; 

a = 5 b= .5; 

r =a + (b-a).*rand(1, Len); 

r(1:10000) = 0; 

r(12000: 15000) = 0; 

r(20000: Len) = 0; 

fn = pwmstr+r; sin is the noisy pwm signal 

图 11.48 显示 了 含有 噪声 的 扩展 PWM 信号 。 此 时 ac 轴 不 再 表示 时 间 而 表示 样 点 。 

利用 MATLAB 函数 detcoef 可 以 一 次 性 得 到 所 有 的 细节 系数 ， 将 计算 结果 存 人 cell 
中 (MATLAB 中 cell 是 一 个 向 量 数组 ) 。 下 列 代码 将 细节 系数 存 人 cell 变量 D h, 

S = 8; $level 

[C L] = wavedec(fn, s, wavef); 

D = cell(1, 8); 

D = detcoef(C, L, 1:8); 


近似 系数 也 同样 可 以 存 人 cell 中 ， 但 这 里 利用 循环 来 分 别 得 到 每 个 近似 系数 向 量 。 


第 11 章 小 波 简 全 


含有 噪声 的 PWM 信号 





样 点 x 105 
图 11.48 扩展 的 含 噪 PWM 信和 号 


A{i} = appcoef(C, L, wavef, i); 
End 


从 cell 中 输出 第 ;个 系数 向 量 的 语法 很 简便 。 
plot (A{i}); 
plot (D{i}); 


图 11.49 显示 了 8 级 小 波 分 解 对 应 的 近似 系数 和 细节 系数 。 注 意 ， 前 6 个 细节 系数 除 
了 噪声 外 都 等 于 零 。 这 是 因为 Haar 小 波 函 数 与 二 值 的 PWM 信号 完全 匹配 的 结果 。 我 们 
第 1 级 近似 系数 第 1 级 细节 系数 





2 4 6 8 10 12 C27 4 5 8 10 R 
x 10* x 10* 
第 2 级 近似 系数 第 2 级 细节 系数 


5000 10000 15000 





d) 
图 11.49 含有 了 噪声 的 PWM 信号 8 级 小 波 分 解 对 应 的 近似 系数 和 细节 系数 
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第 5 级 近似 系数 
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第 7 级 细节 系数 





- 1000 






第 8 级 细节 系数 


一 





图 11. 49 (4D 


在 进行 信号 去 噪 和 重建 时 ， 可 以 非常 放心 地 清 零 这 些 系数 (因为 不 会 造成 任何 有 用 信和 号 的 
损失 )。 第 7 级 和 第 8 级 细节 系数 包含 某 些 噪 声 和 信和 号。 我 们 现在 可 以 对 噪声 进行 冰 值 化 
处 理 ， 或 者 我 们 可 以 对 出 现 噪 声 的 局 部 区 域 直 接 置 零 。 在 近似 系数 中 同样 可 见 噪声 的 存 
在 ， 尽 管 随 着 级 数 的 增加 噪声 越 来 越 小 。 在 信号 重建 时 ， 由 于 我 们 仅 利 用 第 8 级 近似 系 
数 ， 因 此 噪声 被 抑制 到 最 小 。 

在 MATLAB 中 ， 我 们 直接 置 零 前 6 级 对 应 的 细节 系数 ， 而 对 第 7 级 和 第 8 级 对 应 的 


细节 系数 进行 局 部 阀 值 化 处 理 。 

D{1} = D{1}*0; 

D{2} = D{2}*0; 

D{3} = D{3}*0; 

D{4} = D{4}*0; 

D(s) = D{5}*0; 

D{6} = D{6}*0; 

D{7}(75:150) = wthresh(D{7}(75:150), 's', 1); 
D{8}(37:75) = wthresh(D{8}(37:75), 's', 1); 


Tr 38 it (ex ean AB, EEA OT AA I RAR. 

Cr = [A(s) D{8} D{7} p(6) D{5} p(4) D{3} D{2} D{1}1; 

fr = waverec(Cr, L, wavef); 

plot (fx) ; 

图 11.50 显示 出 最 后 的 重建 信号 。 我 们 发 现 噪声 并 没有 被 完全 消除 ， 但 我 们 去 除了 大 
部 分 噪声 。 
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重建 的 PWM 信号 





图 11. 50 在 消除 大 部 分 噪声 后 的 PWM 重建 信号 4 


信号 压缩 。 我 们 发 现在 利用 小 波 来 抑制 信号 中 的 噪声 时 ， 可 以 将 细节 系数 中 的 某 些 值 
置 为 零 。 我 们 这 样 做 可 以 消除 噪声 ， 在 某 些 场合 ， 同 时 也 有 可 能 消除 部 分 有 用 信号。 为 消 
除 噪 声 而 进行 的 阀 值 化 处 理 后 ， 重 建 的 信号 包含 极 少 的 噪声 ， 但 有 用 信和 号 也 存在 一 些 信息 
损失 。 可 以 利用 同样 的 技术 来 进行 信号 的 有 损 压 缩 。 

无 损 压 缩 是 减少 对 信号 编码 的 位 数 。 当 一 个 无 损 压 缩编 码 的 信号 经 过 传输 和 相应 的 
解码 后 ， 我 们 可 以 得 到 无 损 的 原始 信号 。 而 对 于 有 损 压 缩 ， 我 们 在 信和 号 的 信息 损失 程度 
与 压缩 比 之 间 进 行 平衡 。 信 号 的 压缩 比 越 高 ， 越 有 利于 信号 的 传输 和 存储 。 有 损 压 缩 可 
以 达到 10 : 1 的 压缩 比 ( 即 压缩 后 的 信号 是 原 信号 的 1/10)， 而 无 损 压 缩 的 压缩 比 一 般 
是 2 : 1, 

信号 的 DWT 将 信号 分 解 为 近似 系数 和 细节 系数 。 对 于 某 给 定 信号 ， 用 来 重建 信号 的 
近似 系数 和 细节 系数 的 总 点 数 大 致 等 于 信号 的 样 点 数 。 因 此 ， 假 如 我 们 传输 的 不 是 信号 本 
身 ， 而 是 信号 的 DWT 系数 ， 似 乎 没有 任何 区 别 。 然 而 ， 信 和 号 很 少 是 杂乱 无 序 的 ， 信 号 的 
能 量 也 常 集 中 在 某 些 频带 。 该 特性 使 得 信号 在 某 些 级 上 的 细节 系数 几乎 全 部 为 零 。 信 和 号 能 
量 的 集中 性 使 得 我 们 没有 必要 传输 那些 已 知 为 零 的 系数 。 此 外 ， 尽 管 某 些 系数 不 为 零 ， 但 
若 其 幅 值 较 小 ， 我 们 可 以 通过 阔 值 化 使 之 为 零 ， 以 进一步 增加 某 频 带 为 零 系 数 的 数量 。 对 
于 这 些 零 系 数 ， 我 们 无 须 直接 传输 它们 的 数值 ， 而 是 传输 它们 的 出 现 位 置 。 如 果 这 些 零 系 
数 成 系列 出 现 ， 将 需要 更 少 的 位 数 来 表示 它们 。 还 有 其 他 一 些 编码 和 量化 技术 ， 其 可 以 进 
一 步 降低 待 传输 的 信号 位 数 。 感 兴趣 的 读者 可 以 参阅 Strang 和 Nguyen 编著 的 书 ， 以 及 
Mallat 编著 的 书 ， 这 些 书 全 面 介 绍 了 基于 小 波 的 信号 压缩 。 


小 结 


本 章 简要 介绍 了 小 波 ， 并 将 小 波 变换 与 传 里 叶 变换 进行 了 类 比 。 因 为 两 者 都 可 以 看 作 信和 号 与 基 信 号 
之 间 相 关 的 运算 。 在 傅 里 叶 变 换 中 ， 信 号 与 正弦 信号 相关 ， 正 弦 基 信号 持续 时 间 从 负 无 穷 到 正 无 穷 ， 因 
此 在 传 里 叶 变换 的 结果 中 ， 时 间 变 量 丢 失 。 在 小 波 变 换 中 ， 信 和 号 与 小 波 相关 ， 而 小 波 基 信 号 的 持续 时 间 
有 限 ， 因 而 在 小 波 变 换 的 结果 中 ， 既 有 频率 变量 也 有 时 间 变 量 。 为 了 便于 比较 小 波 变换 和 传 里 叶 变 换 ， 
引入 了 短 时 傅 里 叶 变换 ， 其 可 提供 该 信号 的 时 间 信 息 和 频率 信息 。 

小 波 变换 可 以 是 连续 的 ， 也 可 以 是 离散 的 。CWT 具有 连续 的 尺度 变量 ,但 可 以 作用 于 离散 的 数据 ， 
而 且 可 以 与 计算 机 的 数字 计算 相 兼容 。 在 计算 效率 方面 ， CWT 不 如 DWT. 

对 于 DWT 的 过 程 ， 可 以 将 小 波 函 数 当 作 一 个 半 带 的 低 通 或 高 通 滤 波 嚣 。 信 号 通过 低 通 半 带 滤波 器 
时 ， 输 出 的 是 近似 系数 。 信 号 通过 高 通 半 带 滤 波 器 时 ， 输 出 的 是 细节 系数 。 这 些 近 似 系数 可 以 再 通过 一 
组 低 通 和 高 通 半 带 滤波 器 ， 从 而 得 到 信和 号 的 多 维 分析 。 当 信号 通过 一 组 低 通 和 高 通 半 带 滤波 器 时 ， 我 们 
可 以 称 此 种 DWT 为 非 抽取 DWT。 一 个 可 以 得 到 相似 结果 且 计 算 更 加 有 效 的 算法 就 是 采用 抽取 。 我 们 将 
此 种 DWT 称 为 DWT, CWT 通过 展 缩 母 小 波 来 改变 其 频率 范围 以 得 到 连续 的 尺度 (频率 数据 )。DWT 通 
过 抽取 来 搬移 信号 到 不 同 的 频带 以 达到 相似 的 结果 。DWT 按 2 的 因子 抽取 ， 称 为 二 分 抽取 。 

小 波 具 有 许多 不 同 的 类 型 ， 部 分 设计 过 程 涉及 选择 恰当 的 小 波 来 适合 其 应 用 对 象 。Haar 小 波 是 最 简 
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易 理 解 的 信号 ， 我 们 演示 了 如 何 手 动 计 算 Haar 小 波 系 数 。 还 存在 许多 其 他 的 小 波 系列 ， 本 章 提 及 了 
Daubechies、Symlet、Coiflet、Meyer、 高 斯 、 墨 西 哥 帽 以 及 Morlet 小 波 。 本 章 也 提供 了 许多 利用 MATLAB 
的 例题 和 小 波 工具 箱 。 

本 章 相关 的 MATLAB 函数 如 表 11. 3 所 示 。 


表 11.3 本 章 所 使 用 的 与 小 波 有 关 的 MATLAB 函数 ， 标 有 星 号 * 的 函数 在 小 波 工具 箱 中 


函数 描述 

appcoef* A= appcoef(C, L, 'wname', N); 计算 dwt HMRS. 2% CAL 3X B BM wavedec, 
'wname' 是 小 波 名 称 ，N 是 小 波 分 解 对 应 的 级 数 

centfrq* FREQ- centfrq('wname', ITER); 计算 小 波 信号 的 中 心 频率 。 'wname'Jd& NEZ KH, ITER 
是 迭代 次 数 ， 其 值 为 2 WERK. ERR, fry Hz ) 

cwt* coefs- cwt (x, scale, 'wname'); 计算 信号 z 的 连续 小 波 变换 。z 是 待 分 析 的 信号 ，scale 
是 将 利用 的 尺度 构成 的 向 量 ，'wname' 是 小 波 名 称 

detcoef* D= detcoef(C, L, N); 计算 dwt 的 细节 系数 。 参 数 C 和 工 来 自 函 数 wavedec, N 是 小 波 分 
解 对 应 的 级 数 

dwt* [cA, cD]= dwt (x, 'wname'); 计算 一 维 信号 z 的 单 级 离散 小 波 变换 。z 是 输入 信号 ， 
' wname ' 是 小 波 名 称 。 返 回 参数 cA 是 近似 系数 ，cD 是 细节 系数 。 参 见 wavedec 

dyaddown* Y= dyaddown (X, EVENODD); W% x W 2 hii. # EVENODD=0 H y(k)=x(2k). 如 
EVENODD=1 Jl y(k)=y(2k+1) 

dyadup* y= dyadup (x, EVENODD); 计算 信号 xz 的 2 倍 内 插 。 如 果 EVENODD=0, M y(2k—1)= 
x(k) A y(2k)=0, wW EVENODD=1, Jill y(2k—1)=0, H y(2k)=2x(k) 

gauswavf* [PSI, x]= gauwavf(LB, UB, N); 产生 高 斯 小 波 函 数 y。LB 是 下 限 ，UB 是 上 限 ，N 是 样 点 
数量 。 利 用 plot(x，PSD) 可 显示 

imagesc imagesc (im); 将 im 映射 到 全 彩色 并 显示 映射 后 的 图 像 

mesh mesh (x, y, z); 或 mesh(z); ÆR x. y 和 zz 的 线 框 表面 图 形 

mexihat* [PSI, X]» mexihat (LB, UB, N); 产生 墨西哥 帽 小 波 函 数 y。LB 是 下 限 ，UB 是 上 限 ，N 是 
样 点 数量 。 利 用 plot(x, PSD n[ Ba 

morlet* [PSI, X]= morlet(LB, UB, N); 产生 Morlet 小 波 函 数 册 。LB 是 下 限 ，UB 是 上 限 ，N 是 样 
点 数量 。 利 用 plot(x，PSI) 可 显示 

ndwt* WT- ndwt (X, N, 'wname'); 产生 非 抽 取 的 离散 小 波 变换 。z 是 待 变换 的 信号 ，N 是 变换 的 
级 数 ，'wname' 是 小 波 名 称 。 返 回 的 WT 是 一 种 数据 结构 (参见 MATLAB 帮助 页 ) 

spectrogram S= spectrogram(x, window, noverlap, nfft, fs); 产生 短 时 健 里 叶 变 换 。z 是 输入 信 


€, window 是 窗 函 数 ，nfft 是 窗 长 度 ，noverlap 是 相 邻 自重 全 的 样 点 数 。nfft 也 是 每 段 FFT 的 长 
度 ， 其 值 为 2 的 寡 次 。 当 调用 spectrogram 而 没有 返回 变量 时 ， 其 显示 计算 结果 的 图 形 


Nm [c, L]- wavedec(x, N, 'wname'); 计算 信号 的 多 级 小 波 分 解 。z 是 输入 信号 ，N 是 级 数 ， 
'wname' 是 小 波 名 称 。C 是 分 解 结果 存放 的 某 种 数据 结构 的 向 量 ,，L 保存 向 量 C 对 应 的 查询 参数 

wavefun [PHI, PSI, XVAL]- wavefun('wname', ITER); 返回 'wname' 指 定 的 小 波 函 数 的 近似 和 相 
应 的 尺度 函数 ，ITER 为 迭代 计算 的 次 数 。PHI 是 尺度 函数 ，PSI 是 小 波 函数 ，XVAL 是 显示 尺 
度 函 数 和 小 波 函 数 的 数值 点 

waverec* x= waverec(C, L, 'wname'); 计算 小 波 重建 。 利 用 小 波 分 解 产 生 的 向 量 CAL 重建 信号 工 

wthresh y= wthresh(X, SORH, T); 对 x HEAT BUA (EAD. SORH='s' Xt MAA, 'h op i 


阅 值 处 理 。T 是 设 定 的 阅 值 


习题 

概念 题 

1. 为 何 小 波 一 般 显 示 “ 尺 度 ”， 而 不 是 频率 ? 

2. 墨西哥 帽 小 波 不 具有 紧 支 集 特 性 ， 其 含义 是 什么 ? 
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3. 图 P11.3 显示 了 一 个 5 阶 多 项 式 ， 其 微分 具有 4 个 零 值 点 位 置 。 若 对 该 多 项 式 进 行 Haar 小 波 一 级 变 
换 ， 这 4 个 零 斜 率 点 将 以 怎样 的 情形 出 现在 小 波 变 换 中 ? 

4. 某 信 号 疑 含 有 一 个 100Hz 频率 的 正弦 信号 ， 设 信号 分 析 的 长 度 不 受 限制 。 如 果 可 以 利用 本 章 描述 的 任 
何 小 波 进行 小 波 变 换 或 者 进行 傅 里 叶 变 换 ， 如 何 能 够 最 有 效 地 测定 该 信号 中 的 此 正弦 信号 ? 说 明 
理由 。 

5. 图 P11. 5 显示 了 一 个 频率 为 200Hz 正弦 信号 的 连续 小 波 变换 ， 小 波 函 数 为 墨西哥 帽 小 波 。 为 何 此 纯正 
弦 信 号 的 CWT 呈现 出 一 个 频带 而 不 是 一 个 单 频 ? 


信号 cos (2*pi*20*t) 的 县 西 哥 帽 CWT 
EEN IT: CE ms pe Vrae ger FTT ean) ADAC HAITÍ 


x5 — 10r4 + 3&6? — Sc? + 24x 





3 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 
时 间 GEO 时 间 (种 ) 
图 P11.3 5 阶 多 项 式 图 P11.5 20Hz 正 弦 信 号 的 墨西哥 帽 小 波 变换 

6. 当 显示 一 个 正弦 信号 的 连续 小 波 变换 时 ， 为 何某 些小 波 可 得 到 比 其 他 小 波 更 高 的 频率 分 辩 率 ? 

7. 传统 抽取 器 由 低 通 滤波 器 和 抽取 组 成 。 低 通 滤波 器 可 以 滤 除 信号 中 高 频 分 量 ， 以 避免 抽取 后 的 信号 出 
PPI. K 11. 39( 这 里 的 图 P11. 7 是 其 一 部 分 ) 中 的 2 倍 抽取 前 分 别 有 个 低 通 滤波 器 和 高 通 滤波 
器 ， 为 何 没有 问题 ? 

8. 在 图 11.38 中 ， 假 设 所 用 的 滤波 器 为 理想 的 低 通 和 高 通 半 带 滤 
波 器 。 如 果 这 些 滤波 器 是 实际 的 滤波 器 ， 在 什么 情况 下 可 能 会 
BARAHA? 

9. 当 进 行 N 级 离散 小 波 变换 DWT 时 ， 根 据 什 么 来 决定 N 的 最 大 
取 值 ? 

10. 对 于 小 波 变换 ， 为 何在 低频 部 分 比 高 频 部 分 具有 更 高 的 频率 分 
PERK? 

11. XT IR. 

(a) ALC. RAAT? 
(b) 给 出 一 个 信号 ， ie A ACER D] (EE E 8 3] (ELE VF 
(c) TH EC AC BE. TERE A fia? 
12. YE FH BALE, BRET UE E EL D CERE E. D BRL EL Ae RT E E EC RECTE A 
F. AB — MAA F Re BL (EL £6 Ab E B) 38 4 
分 析 与 设计 题 
11.199 
11.1 利用 MATLAB 提供 的 chirp 函数 产生 一 个 信号 ， 其 主要 参数 为 户 =2Hz， 起 始 频率 为 0.1Hz， 终 
止 频率 为 0.8Hz， 持 续 时 间 为 5s。 画 出 该 信号 的 STFT 以 及 3D 显示 。 假 如 窗口 的 宽度 分 别 为 16、 
32、64、128 和 256 点 。 利 用 256 点 FFT， 其 窗口 重 又 的 比例 为 50%。 解 释 窗 口 宽 度 对 时 间 分 辩 
率 和 频率 分 辩 率 的 影响 。 

11.235 

11.2 计算 给 定 序列 f[n]— (0, 0, 0, 1, 1, —1, 1, 1, 0, 0, 0) — 2I — 2& Haar 小 波 变换 。 利 用 
MATLAB 提供 的 函数 cwt 验证 你 的 结果 。 





图 P11.7 抽取 前 的 低 通 滤波 器 
和 高 通 滤波 器 
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11.3 对 应 于 Daub4 小 波 的 低 通 与 高 通 分 解 滤波 器 如 下 


11 
11 


11. 


11. 


11. 


LO D = -0.1294 0.2241 0.8365 0.4830 








HI D = -0.4830 0.8365 -0.2241 -0.1294 
证 明 这 两 个 滤波 器 自身 是 正 交 的 。 

4 产生 一 个 持续 时 间 4s 的 多 项 式 描述 的 信号 Fi 一己 一 佐 一 2t 十 5， 信 号 的 抽样 速率 为 10Hz， 利 用 
MATLAB 提供 的 dbl, db2, db3 和 db4 小 波 对 其 进行 连续 小 波 变换 。 比 较 和 解释 不 同 小 波 对 应 的 
小 波 变换 的 图 示 结 果 。 

.5 下 列 MATLAB 程序 产生 一 个 持续 时 间 为 1s、 基 频 为 50Hz 的 方 波 信号 ， 其 抽样 频率 为 1000Hz， 
方 波 的 占 空 比 为 50%% 。 程 序 的 最 后 一 行将 位 于 中 间 的 那 段 方 波 的 占 空 比 改 变 为 419%， 这 种 微小 的 
改变 人 有 眼 几 乎 无 法 察觉 。 寻 找 合适 的 小 波 函 数 对 此 信和 号 进行 连续 小 波 变换 ， 以 检测 出 此 微小 的 占 
fs = 1000;T = 1/fs; 

t = 0:7:1; 
f = square (2*pi*50*t); 
£(501) = £(500); 
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.6 利用 MATLAB 提供 的 scal2frq 函数 ， 显 示 信 和 号 f (D — cos(100x£) 十 cos(300rz) 的 连续 小 波 变 换 的 
时 间 - 频 率 分 布 图 。 小 波 信号 选用 Morlet 小 波 ， 信 和 号 的 抽样 频率 为 1000Hz。 

.7 利用 MATLAB 提供 的 chirp 函数 产生 一 个 chirp 信号 ， 其 频率 从 50Hz 变化 到 1000Hz， 持 续 时 间 
为 2s， 信 号 的 抽样 频率 为 2500Hz。 

(a) 利用 Morlet 小 波 对 信号 进行 连续 小 波 变 换 ， 显 示 其 时 间 - 频 率 分 布 图 。 
(b) EZG), RÆ chirp 信号 的 频率 在 2s 内 从 50Hz 变化 到 2000Hz, 诠释 出 现 混 番 的 原因 。 
8 下 列 程序 代码 产生 一 个 频率 为 150Hz 正弦 信号 的 2000 个 样 点 。 然 后 在 样 点 500 一 600 之 间 增 加 一 
个 微小 的 增 量 0. 01。 利 用 Morlet 小 波 对 该 信号 进行 连续 小 波 变换 ， 展 现 信和 号 中 的 微小 差别 。 
fs = 1000;T = 1/fs; 
t's OPYa 
f = sin(300*pi*t); 
for i = 500:600 
f(i) = £(1)+.01; 
end 
9 下 列 程序 代码 将 频率 为 100Hz 的 正弦 信和 号 分 为 两 部 分 ， 两 部 分 之 间 有 一 个 样 点 是 前 一 个 样 点 的 副 
本 。 利 用 Morlet 小 波 对 该 信号 进行 连续 小 波 变换 ， 展 现 信号 中 的 微小 差别 。 
fs = 1000;T = 1/fs; 
t = 0:T:2; 
f = sin(2*pi*100*t); 
f = [f(1:500) £(500) £(501:2000)]; 

10 利用 Daub4 小 波 演示 一 个 单位 脉冲 信号 通过 一 级 离散 小 波 变换 的 全 过 程 ， 并 利用 MATLAB 提供 
的 dwt 和 idwt 函数 验证 其 结果 。 可 以 利用 MATLAB 函数 wfilters 获得 Daub4 小 波 对 应 的 滤波 器 
系数 ， 即 LLoD HiD LoR HiR]- wfilters('db2')。 分 析 离 散 小 波 变 换 后 的 数据 ， 以 及 重建 后 的 
数据 。 

11 分 别 采用 Daub4 小 波 和 Haar 小 波 ， 利 用 MATLAB 对 下 列 定 义 的 信号 进行 离散 小 波 变换 ， 显 示 
其 一 级 近似 系数 和 细节 系数 。 
fs = 10000;T = 1/fs; 

t = 0:T:4095*T; 

fn = cos(2*pi*6*t); 

fn(1250:1255) = fn(1249); 

该 信号 是 一 个 频率 为 6Hz 的 余弦 信号 ， 其 在 样 点 1250—1255 之 间 有 个 毛刺 干扰 。 

12 利用 MATLAB 对 习题 11. 11 中 的 信号 进行 6 级 离散 小 波 变 换 ， 小 波 采 用 Haar 小 波 。 并 利用 
Daub4 和 Symlet 8 阶 小 波 函 数 重 做 一 遍 。 

13 ”产生 一 个 频率 从 0Hz 变化 到 1000Hz， 持 续 时 间 为 2s 的 chirp 信号 ， 其 抽样 频率 为 2500Hz。 基 于 


11. 14 


11. 15 


11. 16 


11. 17 


11. 18 


11. 19 
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图 11. 39 所 示 的 滤波 器 模型 ， 预 测 该 信号 对 应 的 细节 系数 和 近似 系数 可 能 的 结果 。 利 用 
MATLAB 和 Daub4 小 波 对 信号 进行 6 级 离散 小 波 变换 ， 验 证 你 的 预测 。 

产生 一 个 频率 从 100Hz 变化 到 3. 5kHz， 持 续 时 间 为 1s 的 chirp 信号 ， 其 抽样 频率 为 8kHz。 利 用 
Morlet 小 波 对 信号 进行 离散 小 波 变换 ， 计 算 尺 度 从 1 至 32 时 对 应 的 系数 。 显 示 该 信号 连续 小 波 
变换 的 尺度 -时 间 ( 或 样 点 ) 分 布 图 ， 输 出 各 个 尺度 与 其 对 应 的 中 心 频 率 转换 表 。 

某 信 号 由 下 列 MATLAB 代码 定义 ， 产生 一 个 如 图 11. 41 所 示 的 信号 分 解 的 尺度 - 样 点 分 布 图 ， 
小 波 采用 db4 小 波 ， 分解 级 数 为 8 级。 

fs = 1000;T = 1/fs; 

t = 0:T:4095*T; 

f - chirp(t, 10, 4, 400); 

下 列 MATLAB 代码 产生 一 个 信号 ， 其 由 一 个 4 Br X o BU AS SMA GER UI. n 
AP11. 16 所 示 。 利 用 “Daub16? 小 波 对 信号 进行 6 级 小 波 分 解 ， 计 算 其 近似 系数 和 细节 系数 。 
将 前 4 级 细节 系数 设置 为 零 ， 根 据 修改 后 的 系数 重建 信号 ， 验 证 信号 中 的 噪声 是 否 基本 被 
滤 除 。 


fs = 1000;T = 1/fs; SSR RES RS — 





t = 0:T:4095*T; 09 
$Create the signal zeros 08 
pi = [1 1];p2 - [1 .2]; 07 
p3 = [1 -1.5];p4 = [1 -3]; 0.6 : 
x = poly([pl p2 p3 p41); 58 OS bee eet St 
screate the signal QA a 
f = polyval(x, t); 03 
mx = max(f);mn = min(f); 02 | 
f = (f-mn)/(mx-mn); oil d et Pest tm 
% tadd random noise 0 
a= -.03;b = .03; 
fn = f +r = a+ (b-a).*rand(1, 4096); 时 间 Cs) 
a) b) 


图 AP11.16 含有 噪声 的 多 项 式 信和 号 


对 下 列 信号 应 用 硬 阔 值 和 软 阔 值 ， 冰 值 设 为 0.1。 比 较 冰 值 化 处 理 前 后 ， 信 和 号 的 最 大 值 、 最 小 值 
以 及 均值 ， 并 在 相同 的 时 间 轴 上 显示 该 三 个 信号 ( 原 信 号 、 硬 阔 值 后 的 信号 ， 软 阔 值 后 的 信号 ) 。 
t = 0:pi/20:pi; 
x - .5*abs(sin(t)); 
利用 连续 小 波 变换 ， 在 同一 个 图 中 画 出 Haar 小 波 、Daub4 小 波 、Morlet 小 波 和 高 斯 小 波 对 应 的 
尺度 与 频率 大 致 关 系 。 
利用 Haar 小 波 和 墨西哥 帽 小 波 ， 分 别 对 下 列 MATLAB 定义 的 信号 进行 连续 小 波 变换 。 该 信和 号 
由 一 系列 高 度 和 宽度 不 等 的 水 平 线 组 成 。 观 察 此 信号 的 连续 小 波 变换 ， 你 能 从 中 推断 出 什么 ? 
hr = [50 80 100 75 60 125 40 30]; 
wr = [80 60 80 100 50 50 100 60]; 
f = hr(1)*ones(1, wr(1)); 
for i=2:length (hr) ; 

f = [f hr(i)*ones(1, wr(i))]; 
end 


11. 4 节 
11.20 FS MATLAB 代码 产生 一 个 到 加 了 噪声 的 三 角 波 信号 ( 见 图 AP11. 20)， 利 用 Daub4 小 波 对 信号 


进行 6 级 离散 小 波 变换 。 对 6 级 细节 系数 进行 软 阔 值 化 处 理 ，1 级 和 2 级 的 阔 值 设置 为 0.3，3 级 
和 4 级 的 阔 值 设置 为 0.2，5 级 和 6 级 的 阔 值 设置 为 0. 1， 随 着 每 级 的 冰 值 化 处 理 ， 分 别 重 建 相应 
的 信号 ， 观 察 6 个 不 同 的 重建 信号 的 效果 。 
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含有 噪声 的 三 角 函 数 


fs = 10000;T = 1/fs; 
t = 0:T:8191*T; 
fsig = sawtooth(2*pi*4*t, .5); 
a= -.1;b = .1; 
r= (a + (b-a).*rand(1, 8192)); 
fsig = fsig + r; 

a) 





时 间 Cs) 
b) 


图 AP11.20 含有 噪声 的 三 角 波 


11.21 考虑 由 下 列 MATLAB 代码 产生 的 信号 ， 如 图 AP11. 21 所 示 。 利 用 “sym8’ 小 波 对 信号 进行 6 级 
DWT， 画 出 其 细节 系数 和 近似 系数 。 将 那些 几乎 不 包含 正弦 分 量 的 系数 置 为 零 ， 根 据 修 改 后 的 
细节 系数 重建 信号 ， 验 证 信号 中 的 sinc 脉冲 串 已 基本 被 滤 除 。 

sincl = @(t1) sinc(200*t1) ; 

fs = 10000;T = 1/fs; 

t = 0:T:1; 

d = [(.2:.2:.8) ; exp(-1:-1:-4)]'; 
ptrain - 2*pulstran(t, d, sincl); 


fsig = ptrain + sin(2*pi*1000*t); 


a) FER 
Bkrh d 
1 
0.5 
过 
= 
0 
-0.5 
02 04 0.6 0.8 1 
b) 样 点 
三 加 sinc 脉 冲 串 的 正弦 信号 





c) 样 点 


图 AP11.21 sinc 脉冲 串 作 为 噪声 到 加 于 正弦 信号 


11.22 ”假设 我 们 有 个 样 点 数 为 8192 的 信号 ， 每 个 样 点 是 一 个 4 字 节 的 浮 点 数 。 
(a) 需要 多 少 存储 单元 (以 字 节 为 单位 ) 来 存储 该 信号 ? 
(b) 假如 利用 Daub4 小 波 对 该 信号 进行 8 级 DWT， 需 要 多 少 存储 单元 来 存储 此 8 级 的 细节 系数 


$113 小 波 简介 


和 最 后 一 级 的 近似 系数 ? 
(c) 如 果 第 5 级 、 第 6 级 、 第 7 级 和 第 8 级 的 细节 系数 基本 为 零 ， 需要 多 少 存储 单元 来 存储 前 4 
级 的 细节 系数 和 最 后 一 级 的 近似 系数 ? 

11.23 ”对 于 给 定 的 信号 f(z) — 6 — 10. 4t +39. 68: —68. 08 +51. 48t 一 13.68， 利 用 Haar 小 波 对 该 信号 
HITED 64 级 的 连续 小 波 变换 ， 测 定 该 信号 在 Orem 区 间 上 何 处 的 微分 值 等 于 零 。 

11.24 此 处 有 两 个 图 ， 图 AP11. 24a 是 信和 号 对 应 的 FFT， 图 AP11. 24b 是 利用 Morlet 小 波 对 信号 进行 64 
级 连续 小 波 变 换 的 结果 ， 根 据 这 两 幅 图 ， 关 于 该 信号 你 能 得 到 什么 结论 ? 





i 信号 的 FFT 利用 morl 小 波 的 CWT 
09 Mar 45 
08 i 4 
07 [-———p——- 35 
0.6 3 
3 0.5 25 
E o4 2 
03 15 
02 1 
0.1 0.5 
0 Lm - - - 
0 50 100150 200 250 300 350 400 450 500 0 OS “fF 15 2 298 3 35 4 
频率 (Hz) 时 间 Cs) 
a) FFT b) 小 波 变换 


图 AP11. 24 信号 的 FFT 和 连续 小 波 变换 


11.25 图 AP11. 25 所 示 为 含有 随机 噪声 的 信号 ， 利 用 Haar 小 波 对 该 信号 进行 两 级 离散 小 波 变 换 ， 然 后 
对 细节 系数 进行 软 阔 值 化 处 理 ， 闪 值 设置 为 0.2， 显 示 去 噪 后 的 信和 号。 
原 信号 


hr s [5 0,-5 0 3.5 -3.5 0 0]; 

wr - [80 60 80 100 50 50 100 60]; 
f = hr(1)*ones(1, wr(1)); 

for i-2:length(hr); 

f = [f hr(i)*ones(1, wr(i))]; 





f = f .l*rand(1, length(f)) - .1; 
a) b) 


AP11.25 通过 软 阔 值 滤 除 信号 中 的 加 性 噪声 


11.26 试 证 明 Haar 小 波 是 唯一 满足 对 称 性 和 正 交 性 的 小 波 。 若 具有 对 称 性 ， 其 滤波 器 系数 应 为 下 列 
格式 
{bos bis bes c Diis Brje-1> tS bzs bis bo} 
其 中 , 工 为 滤波 器 的 长 度 。 若 具有 正 交 性 ， 所 有 按 2 的 倍数 平移 的 内 积 都 为 零 。 为 保证 长 度 工 不 
为 零 ， 系 数 b 不 能 为 零 。 为 了 证 明 Haar 小 波 是 唯一 满足 这 些 约束 条 件 的 小 波 ， 构 成 该 系数 与 平 
移 工 一 2 的 系数 之 内 积 ， 再 按 工 一 4 平移 等 重复 此 过 程 ， 最 终 将 得 到 bi 5b: — 50. 
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附录 A 
模拟 滤波 器 设计 


许多 TIR 滤波 器 的 设计 可 以 借助 模拟 滤波 器 来 实现 ， 然 后 通过 一 定 的 映射 函数 完成 从 
s 域 到 > 域 的 转换 。 附 录 A 回顾 了 一 些 经 典 的 模拟 滤波 器 (如 巴特 沃 斯 滤波 器 、 切 比 雪夫 
滤波 器 、 椭 圆 滤波 器 ) 设 计 方 法 ， 以 及 * 传输 函数 求解 方法 。 


A. 1 模拟 巴特 沃 斯 滤波 器 


如 果 将 模拟 滤波 器 的 幅度 响应 定义 为 频率 的 函数 ， 用 Af) 表示， 则 该 响应 的 平 
Ji 


AP =| HG) |? = HG) * HC— s) (A. 1) 
对 于 NN 阶 的 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 ， 其 幅度 响应 的 平方 为 中 
"9 1 
AC o reU (A. 2) 


AP, N 是 滤波 器 的 阶 数 ，f。 表示 3dB 处 截止 频率 。 该 幅度 特性 的 特点 是 其 通 频带 最 大 
平坦 ， 而 且 在 所 有 频带 内 是 单调 变化 的 。 图 A. 1 给 出 了 一 种 典型 的 巴特 沃 斯 滤波 器 的 幅 频 
响应 特性 。 对 于 该 巴特 沃 斯 滤波 器 ， 在 通 频带 内 ， 频 率 响应 曲线 没有 起 伏 ， 通 带 波动 定义 


为 通 带 的 增益 变化 。 
根据 巴特 沃 斯 滤波 器 的 传输 函数 的 特性 ， 很 
容易 确定 零点 和 极点 的 位 置 。 
由 幅度 平方 的 响应 公式 可 得 : 
= 1 


EX, RAS, RAB As=(—D joo 
FAP — 1 =e H je"? j 
s= get NH E/O |. — 0,1,2,3,% 


因为 e 项 的 幅 值 为 1， 可 知 巴 特 沃 斯 滤波 器 的 





图 A.1 四 阶 模拟 巴特 沃 斯 滤波 器 (截止 
极点 全 部 分 布 在 平面 半径 为 w。 的 圆 上 。 各 极点 频率 300Hz) 的 幅 频 响应 


对 应 的 角度 为 zx(l 十 N 十 2&k)/2N, k—0, 1, «= 


(ZN—1)。 
在 求解 极点 位 置 时 ,使 用 了 幅度 响应 的 平方 ， 因 此 所 求 的 极点 数 是 相应 幅度 函数 极点 
数 的 两 倍 。 由 于 幅度 响应 平方 等 于 ACS GAC SFR, BAL PRR AIRF HOO, 
右 半 平 面 的 极点 属于 HO s), WIRE 互 (s) 的 极点 位 置 为 
ELS qp, ES EEN wk = 0,1,*-,N—1 CA. 4) 
例如 ， 一 个 截止 频率 为 55Hz 的 四 阶 巴特 沃 斯 滤波 器 的 极点 如 图 A. 2 和 表 A. 1 所 示 ， 其 传 
输 函 数 为 
1 


HS) = 15908. 085" +4. 0773 X 1055 + 1. 0784 X 1055 F 1. 4262 X 107 
截止 频率 为 55Hz 的 四 阶 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 幅 频 响应 如 图 A. 3 所 示 。 





附录 A 模拟 滤波 器 设计 


表 A. 1 截止 频率 为 55Hz 的 四 阶 巴 特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 极点 位 置 





极点 R 0 实 部 mau 
1 110x 5x/8 —132. 246 j319. 270 
2 110x 71/8 — 319. 270 j132. 246 
3 110x 97/8 — 319. 270 —j132. 246 
4 110x 11x/8 — 132. 246 —j319. 270 
st je 
8 
= 110r 1 
Ta 
8 0.707 
c z 0.5 
on 
8 
0 ——À ~ 
0 大 100 200 300 
c3 TT 频率 (HD) 
图 A.2 截止 频率 为 55Hz 的 四 阶 巴 特 沃 斯 图 A.3 截止 频率 为 55Hz 的 四 阶 巴 特 沃 斯 
滤波 器 ;平面 极点 分 布 图 低 通 滤波 器 的 幅 频 响应 


此 例 告诉 我 们 如 何 设计 一 个 阶 数 已 知 的 滤波 器 ， 但 通常 情况 下 ， 所 给 的 滤波 器 参数 并 
不 包含 阶 数 ， 而 只 给 出 滤波 器 通 带 和 阻 带 的 边界 以 及 它们 的 波动 ， 由 这 些 已 知 条 件 和 巴特 
沃 斯 滤波 器 的 幅度 响应 ( 式 (A. 2)) ， 可 直接 求 出 滤波 器 的 阶 数 。 

为 了 根据 频率 指标 计算 滤波 器 的 阶 数 ， 定 义 以 下 符号 。 

fos: 通 带 边界 频率 ( 常 称 通 带 截止 频率 )(Hz) 

Am: 阻 带 边 界 频率 ( 常 称 阻 带 截止 频率 ) (Hz) 

Ry: 通 带 波动 

Ras: 阻 带 波动 

根据 以 上 定义 ， 可 知 阻 带 截 止 频率 Au。 的 幅度 响应 为 Ro。， 通 带 截 止 频 率 f pass AE KI WE 
度 响 应 为 1 一 Rs.， 结 合式 (A. 2) 可 得 : 





1 
2 二 -一 -一 
Ris = TET A (A. 5) 
T 
= D- er ee eS 
Reed" = TT l ap He 
由 上 面 两 个 方程 可 以 求解 得 到 N 和 fe: 
In(K./K,) 
Ve adele 
_ InCK,) In fps) — INCK,) In€ fiero ) 
inf f= SCRI (A. 8) 
式 中 


he 
ei Ras 
上 述 滤 波 器 的 设计 过 程 可 以 利用 MATLAB 实现 。 下 面 的 MATLAB 程序 为 巴特 沃 斯 
低 通 滤波 器 设计 ， 该 滤波 器 的 参数 为 R.—0.01, R,—0.01, f,—150, f.—200, 
% butter.m 
Rs = .01; Rp = .01; % Stop and pass band ripple 
Rsdb = -20*log10(Rs);Rpdb = -20*10g10(1-Rp); % db ripple 


K, = C1/ Rice) — 1, K 一 
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fp = 150; fs = 200;Wp = 2*pi*fp;Ws = 2*pi*fs; 
% buttord finds the order for a Butterworth filter. 
[N, Wn] = buttord(Wp, Ws, Rpdb, Rsdb, 's'); 


(num,den]=butter(N,Wn,'s'); % butter finds the filter 
f - linspace(0,500); 
w = 2*pi*f; 


h=freqs (num, den, w) ; 
plot (f,abs(h),'k') 
axis([0 500 0 1.51); 
% 
[z,p,k]-butter(N,Wn,'s'); * print the poles and zeros 
for i=1:length(p) 

R = real(p(i)); I = imag(p(i)); 

fprintf(1,'$6.4f %6.4f\n', R, I); 
end 
运行 程序 得 到 极点 位 置 如 表 A. 2 所 示 ， 幅 频 响应 如 图 A.4 所 示 。 
表 A.2 满足 R,=0.01, R,=0.01, f,=150, f,=200 








指标 的 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 极点 位 置 
实 部 虚 部 实 部 虚 部 

一 70. 0579 +j1024. 2101 一 877. 1498 +533. 4066 

一 208. 8686 +j1005. 1310 一 796. 3478  +j647. 8770 

— 343. 7885 +5967. 3282 —700.7114  4j750. 2787 
— 1017. 0415 +j139. 7891 — 592.0220 +838. 7040 BA (Hz) 

—988. 5341 +5276. 9743 一 472. 3043  dj911.5060 图 A.4 表 A.2 所 列 极点 对 应 
一 941. 6122 +j408. 9999 —1026. 6034 0. 0000 的 巴特 沃 斯 低 通 滤波 


器 的 幅 频 响应 图 


A.2 模拟 切 比 雪夫 滤波 器 

低 通 切 比 雪夫 滤波 器 也 是 全 极点 滤波 器 ， 在 很 多 方面 与 巴特 沃 斯 滤波 器 很 相似 。 两 者 
之 间 最 主要 的 区 别 在 于 它们 的 通 带 和 过 渡 带 。 巴 特 沃 斯 滤波 器 在 通 频带 中 有 最 大 平坦 的 幅 
度 特 性 ， 但 过 渡 带 相对 较 宽 。 切 比 雪夫 滤波 器 在 通 带 内 有 一 定 波动 ， 且 过 渡 带 较 窗 。 在 大 
多 数 情况 下 ， 如 果 不 要 求 通 带 具 有 很 大 的 平坦 度 ， 使 用 切 比 雪夫 方法 设计 的 滤波 器 阶 数 较 
低 ， 因 而 计算 效率 更 高 。 

切 比 雪夫 滤波 器 的 幅度 响应 平方 函数 为 

1 


ACD = TVET Fra) 
sth, 是 与 通 带 波动 有 关 的 参量 ，f: 是 通 带 截止 频率 ，Vwn (xz) 是 切 比 雪夫 和 多项式， 定 
义 为 


(A. 9) 


Vn (x) = cos(Narccos(x) ) 
切 比 雪夫 可 以 通过 以 下 关系 式 展开 : 
Vo(Cz) 一 1 
VCZz) 一 工 
Vien Gr) — 2zV4CG) — Vy @) 
由 上 述 等 式 ， 可 以 递 推出 切 比 雪夫 多 项 式 
Vila)=1 
Vitz)— z 
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V: (x)= 2z? — 1 

Vi(x)— 42° — 3z 
Vil(z)= 8z* — 82’? +1 

V; (x)= 16z5 — 20x? + 5x 


e 是 与 通 带 波动 有 关 的 参量 ， 它 与 R。 的 关系 如 下 
i 








R =1— 
Vite 
因此 根据 通 带 波 动 ， 可 以 求 得 e 为 
= 1 = 
e= G—R,) 1 (A. 10) 


"f VA EBA I E555 CUR Be ae BY RAT TE s OF A — 1 I EO, 3x AP RE eS DR 
构成 ， 如 图 A. 5 所 示 。 椭 圆 的 长 轴 和 短 轴 分 别 为 








rinajor — ZNS pass 2C | CA. 11) 
C —1 
Tminor 一 Zr f pass 2C CA. 12) 
式 中 
1 1/N 
c= (二 +VITIe | (A. 13) 


各 极点 的 角度 与 巴特 沃 斯 滤波 器 极点 的 角度 一 样 ， 等 于 C1 t+ N+2k)/2N, k=0, 
1，…,(2N 一 1) 。 四 阶 切 比 雪夫 滤波 器 的 极点 分 布 如 图 A. 5 所 示 。 
分 析 图 A.5， 可 以 利用 几何 知识 写 出 极 SR RT rese Sin(8j) 
点 的 形式 : 
和 = rx(l+ N++2k)/2N, k=0,1,..…,(2N—1) 
Le = Tama COSCÓ,) 
Ye = rmajorSin(O:) 
为 了 得 到 满足 条 件 的 切 比 雪夫 滤波 器 的 
最 小 阶 数 ， 需 求解 方程 (A. 9) 得 到 N。 不 同 
于 巴特 沃 斯 滤波 器 ， 切 比 雪夫 滤波 器 的 幅度 
平方 方程 由 通 带 截止 频率 表示 ， 而 不 是 3dB 
处 的 截止 频率 。 我 们 通过 阻 带 截止 频率 求解 
方程 (A.9) 中 的 N， 阻 带 截 止 Au。 处 的 通 带 
波动 为 Reps RADE. 9) 可 得 


1 
Ns = 


1 te VA C a f onn) 
根据 上 式 求 解 VN? 
aLi? 
Vis (farop/ fos) = (A. 14) 
MC 图 A.5 四 阶 切 比 雪夫 滤波 器 的 极点 位 于 s F 
切 比 雪夫 多 项 式 定 义 为 面 的 椭圆 上 ， 该 椭圆 由 两 个 半径 分 别 
Vw (ZX) = cos(Narccos(Cx)) 为 major 和 rmino: 的 圆 构成 


此 时 ，z 等 于 fa/fa IAF- WIE 
数 。 因 此 ， 上 式 可 写 为 
Vy (x) = cosh(Narccosh(z)) 





423 


424 


数字 信号 处 理 及 MATLAB 仿真 


式 中 ，cosh(z) 是 双 曲 余弦 函数 ， 定 义 为 
cosh(z) = 

将 上 式 代 人 方程 (A. 14)， 解 得 N 为 
arccosh| “— Ram? ] 


arccosh( stop / f pass ) 

上 式 即 可 求 出 最 小 阶 数 N， 若 该 值 不 为 整数 时 ，N 值 通常 取 大 于 它 的 最 小 整数 。 

在 设计 巴特 沃 斯 滤波 器 时 ， 可 以 利用 MATLAB 编程 实现 。 同样 也 可 以 利用 
MATLAB 设计 切 比 雪夫 滤波 器 。 下 面 的 m 文件 给 出 了 相应 的 程序 ， 实 现 fps 150Hz, 
F sop 77200Hz, R,,—0.01, R,4,—0. 01 的 切 比 雪夫 滤波 器 的 设计 。 

$ Cheby.m 

fstop - 200; fpass - 150; $Initialize design parameters 

Rs - .01; Rp - .01; 

RpDB - -20*10g10(1-Rp); % change ripple to decibels 

RsDB = -20*1og10 (Rs); 

Wp - fpass*2*pi;Ws - fstop*2*pi; 

% cheblord calculates the order for a Chebyshev filter. 

(N Wn] = chebiord(Wp, Ws, RpDB, RsDB,'s'); 





ete” 
2 


= cos(jx) 


N = (A. 15) 





[num, den] = cheby1(N,RpDB,Wp,'s'); %chebyl finds the filter. 
f = linspace (0,500) ; 

w = 2*pi*f; 

h = freqs (num,den,w); % freqs finds the magnitude vector h 
plot (f,abs(h),'k') % at frequencies w 


axis ([0 500 0 1.5]); 
% print the poles and zeros. 
(z,p,k] = cheby1(N,RpDB,Wp,'s'); 
for i = 1:length (p) 
R = real(p(i));I = imag(p(i)); 
fprintf(1,'$6.4f %6.4f\n',R,I); 
end 


极点 的 角度 和 位 置 如 表 A. 3 所 示 ， 图 A. 6 为 该 滤波 器 的 幅度 响应 。 
表 A. 3 切 比 雪夫 滤波 器 的 极点 角度 和 位 置 








k Ok Xk yk 3r 
0 11x/20 —39. 478 +j963. 67 a | 
1 13x/20 —114.57 --j869. 34 
2 3a/A  —178. 45 +j689. 91 | 
3 174/20 一 224. 86 +j442. 95 RE 

" 频率 (Hz) 3A» 


é d9x/20 249,26 十 15263 图 A.6 N=10 时 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 的 幅 频 响应 曲线 


现在 来 比较 巴特 沃 斯 滤波 器 与 切 比 雪夫 滤波 器 的 设计 过 程 。 设 计 巴 特 沃 斯 滤波 器 时 ， 
截止 频率 f. 是 很 重要 的 参数 。 对 于 一 个 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 ， 截 止 频 率 通常 定义 为 幅度 
增益 下 降 到 0.707( 即 3dB) 时 所 对 应 的 频率 值 ， 因 此 该 截止 频率 称 为 3dB 截止 频率 。 而 对 
于 一 个 切 比 雪夫 滤波 器 ， 较 为 重要 的 参数 是 通 带 截 止 频 率 广 .。。 若 将 通 带 波动 定义 为 
Ry... TERE 0Hz 处 的 幅度 为 1， 则 fs 处 的 增益 为 1 一 Rs。 因 此 ， 如 果 同 时 给 出 通 带 和 阻 
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带 的 截止 频率 以 及 它们 的 波动 ， 设 计 巴 特 沃 斯 滤波 器 比 切 比 雪夫 滤波 器 多 一 个 步 又 ， 即 求 
出 截止 频率 。 

设计 巴特 沃 斯 滤波 器 和 切 比 雪夫 滤波 器 的 差别 还 体现 在 最 终 的 结果 中 。 在 前 面 的 例子 
中 ， 为 了 满足 相同 的 滤波 器 指标 要 求 ， 切 比 雪夫 滤波 器 在 通 带 具 有 明显 的 波纹 ， 且 滤波 器 
的 最 小 阶 数 为 10。 而 对 于 巴特 沃 斯 滤波 器 ， 最 小 阶 数 为 23， 该 结果 具有 一 般 性 。 在 大 多 
数 情况 下 ， 如 果 不 要 求 通 带 具有 很 大 的 平坦 度 ， 可 以 用 较 低 阶 的 切 比 雪夫 滤波 器 实现 。 


A.3 模拟 反切 比 雪夫 滤波 器 


可 以 用 完全 相反 的 方式 构建 一 个 切 比 雪夫 滤波 器 。 在 这 种 情况 下 ， 滤 波 器 的 通 带 和 阻 
带 特性 互 换 。 滤 波 器 的 幅度 特性 在 通 带 内 有 波动 ， 在 阻 带 内 单调 下 降 ， 称 为 切 比 雪夫 T OI 
滤波 器 ;在 通 带 内 单调 下 降 ， 而 在 阻 带 内 有 波动 ， 则 称 为 切 比 雪夫 开 型 滤波 器 ， 即 反切 比 
雪夫 滤波 器 。 

切 比 雪夫 开 型 滤波 器 是 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 的 拓展 。 图 A. 7a 是 一 个 四 阶 的 切 比 雪夫 
I 型 滤波 器 的 幅 频 响应 图 。 在 通 带 内 有 明显 的 波纹 效果 ， 在 阻 带 内 单调 地 变化 。 若 用 常数 
1 减 去 该 幅度 响应 ， 则 得 到 如 图 A. 7b 所 示 的 响应 曲线 。 此 时 ， 在 通 带 内 是 单调 的 ， 在 阻 
带 内 是 波动 的 ， 但 滤波 器 由 原来 的 低 通 滤波 器 变 为 高 通 滤波 器 。 为 了 得 到 一 个 切 比 雪夫 工 
型 低 通 滤波 器 ， 需 计算 高 频 和 低频 的 频率 映射 关系 ， 可 在 原 方程 中 用 1/ 了 替换 三 实现。 所 
得 结果 即 为 所 需 的 幅度 响应 ， 如 图 A. 7c 所 示 。 





500 0 


频率 (Hz) 500 : 频率 (Hz) 频率 (Ha) 500 
2) 四 阶 切 比 雪夫 ] 型 江波 器 >) 用 1 减 去 切 比 雪夫 ! 型 洪波 器 c) 将 低频 和 高 频 重新 映射 后 所 得 
幅 频 响应 杜 值 所 得 幅 频 响应 切 比 雪夫 了 型 江波 器 的 幅 频 响应 


图 A.7 切 比 雪夫 本 型 滤波 器 的 推导 
式 (A.9) 给 出 的 切 比 雪夫 滤波 器 的 幅度 平方 响应 为 
2 — 1 
AA har 1+ e&V&Cf/ fus 
用 1 减 去 上 式 得 
ABC = LE VNC fo) 
1 5 Gn € 1--e*V& Cf/ fous? 
KRA Ek [8] E48 81] E KR TT 28 48S 2E EY RE OY: 77 We] I AJ 
2 E _ Ei VN CF stop / P) 
A’(f) = 1 t ek, VÀ Cf stop / P) (A. 16) 
由 于 频率 的 倒置 ， 将 FLUV FPA fas. 


为 确定 su, 的 值 ， 令 A* (fo) 一 了 二 x， 该 等 式 要 求 





1 
uw. == ———————- CA. 17) 
Sise eVn Cf eel Fran) 


JE DH. FAT AGE SL — 7S 3E P RE on, FAO HR Bf, BD 
q = See pees (A. 18) 


w 


将 上 式 代 人 式 (A. 16) 得 
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iv VN Gy/ pass ) 
A? It. Einv V N pass 
A = EG (A. 19) 


XX CA. 19) 中 的 分 母 与 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 的 分 母 形式 一 致 。 因 此 可 以 用 相同 的 方法 
求解 极点 ， 这 些 极点 是 频率 变量 7 的 极点 ， 需 要 通过 方程 (A. 18) 重 新 映射 。 
切 比 雪夫 荆 型 滤波 器 的 系统 函数 有 零点 ， 零 点 为 下 述 方程 的 根 ， 
Ein VN C/ ais). = 0 
根据 切 比 雪夫 多 项 式 的 定义 可 得 
V y (Wy/wpass) = cos(Narccos(g/wys.)) = 0 





Narccos(9/ pass) = (2k + 1) (x/2) 
从 而 得 到 


7/ Wpass => cos (EET Pa) Wstop * Wpass 


在 > 平面 上 ， 零 点 的 位 置 为 


Wstop 
= ———M———— 4 k=0,1,2,-, — > 
Wk es [ CEE DT N=] CA. 20) 
2N 


上 述 切 比 雪夫 开 型 滤波 器 的 设计 过 程 可 以 用 MATLAB 实现 。 以 下 m 文件 中 的 程序 设 
计 满足 : Fess =150H2+ fa4-—200Hz, Ras =0- 015 R44,—0.01 指标 的 滤波 器 。 相 应 的 零 
极点 如 表 A.4 所 示 ， 其 幅 频 响应 如 图 A. 8 所 示 。 


Wk * (pass 


RAA 10 阶 切 比 雪夫 工 型 低 通 滤波 器 的 零 极 点 

















0 土 j8032.0 一 2071.8  j676. 24 

0 +j1272. 3 —1208.69  +31269.2 

0 +j2767. 0 —610.32 1j1257.7 5 — eas A 

0 士 i1777. 2 一 287.34 1162.1 D. 

0 +j1410. 4 84.998 +j1105.9 PAS ERSTER har eee 
Taaa ] IET 开 型 低 通 滤波 器 的 幅 频 响应 





注意 ， 在 设计 切 比 雪夫 I 型 滤波 器 时 ， 需 要 明确 给 出 阻 带 波 动 和 阻 带 截止 频率 。 
MATLAB 产生 的 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 的 幅 频 特性 曲线 经 过 (fwo,。，Rs) 点 ， 若 与 MATLAB 
程序 相 一 致 ， 要 令 式 (A. 19) 中 的 e —RL/0— RO. 

% ChebyINV.m 

fstop = 200;fpass = 150; % Initialize the specifications. 

Rs = .01;Rp = .01; 

Ws = fstop*2*pi;Wp = 2*pi*fpass; 

RSDB = -20*logl10(Rs); $ Stop band ripple in decibels 

RpDB = -20*10g10(1-Rp); 

% cheb2ord finds the order 

[N Wn] = cheb2ord(Wp,Ws,RpDB,RSDB,'s') ; 

% cheby2 finds the inverse Chebyschev filter. 

[num, den] -cheby2 (N, RSDB,Ws, 's') ; 

f - linspace(0,500); $ f is the frequency vector in Hertz 

w= 2*pi*f; 

h=freqs(num,den,w); % fregs finds the magnitude coeff w. 
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plot(f,abs(h),'k') % plot h vs f in color black = 'k' 
axis([0 500 0 1.5]); 
% print the poles and zeros. 
[z,p,k] = cheby2(N,RsDB,ws, 's'); 
for i = 1:length(z) 
R = real(z(i));I = imag(z(i)); 
fprintf(1,'$6.4f %6.4f\n',R,I); 
end 
for i = 1:length(p) 
R = real(p(i));I = imag(p(i)); 
fprintf(1,'$6.4f %6.4f\n',R,1); 
end 


A.4 模拟 椭圆 滤波 器 

巴特 沃 斯 和 切 比 雪夫 模拟 低 通 滤波 器 都 是 “全 极点 ”滤波 器 ( 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 除 
外 )。 它 们 的 阻 带 都 是 单调 的 。 在 通 带 内 ， 巴 特 沃 斯 滤波 器 的 极点 分 布 使 得 其 具有 最 大 平 
坦 特性 ， 而 切 比 雪夫 滤波 器 在 通 带 内 允许 有 等 波纹 波动 ， 其 极点 的 分 布 使 得 过 渡 带 比 巴 特 
沃 斯 滤波 器 更 陡峭 。 椭 圆 滤波 器 进一步 拓展 了 切 比 雪夫 滤波 器 的 思想 ， 同 时 允许 通 带 和 阻 
带 内 都 具有 等 波纹 波动 ， 因 此 ， 其 同时 具有 零点 和 极点 ， 其 零 极 点 的 位 置 很 近 ， 使 得 设计 
相同 阶 数 的 滤波 器 时 ， 椭 圆 滤波 器 的 过 渡 带 最 陡峭 。 

椭圆 滤波 器 由 Wilherm Cauer 提出 ， 最 早 用 于 德国 电话 行业 (椭圆 滤波 器 又 称 为 Cauer 
滤波 器 )。 之 所 以 称 为 椭圆 滤波 器 是 因为 它 依 赖 于 第 一 类 椭圆 积分 ， 即 六 

fep = (" 一 

0 JA —k-» sin’ (@)) 

椭圆 积分 不 能 以 闭合 的 形式 进行 积分 ， 可 以 写 为 椭圆 函数 形式 ( 称 为 雅克 比 椭圆 函 
数 )， 但 可 将 积分 表示 为 无 限 个 序列 。 因 此 ， 椭 圆 滤波 器 的 设计 借助 于 截断 无 穷 序列 的 近 
似 方法 或 查找 表格 实现 。 

椭圆 滤波 器 在 通 带 和 阻 带 内 均 具 有 等 波纹 特性 ,“ 等 波纹 ”是 指 频带 中 的 波纹 的 振幅 是 
均匀 的 。 在 设计 FIR 滤波 器 时 ， 我 们 知道 滤波 器 的 这 种 等 波纹 特性 在 某 种 意义 上 是 最 佳 
的 。 可 以 证 明 ， 设 计 满 足 给 定 指标 的 滤波 器 ， 用 椭圆 滤波 器 实现 的 滤波 器 阶 数 最 低 。 

椭圆 滤波 器 的 难点 在 于 其 设计 ， 它 的 推导 和 设计 过 程 涉及 非常 复杂 的 数学 计算 ， 本 书 
在 这 里 不 做 详细 介绍 。 它 严谨 的 推导 过 程 见 参 考 文献 [3] 和 [5]， 参 考 文献 [3] 描 述 了 用 近 
似 椭圆 积分 值 的 方法 得 到 滤波 器 传输 函数 的 设计 过 程 。 

利用 MATLAB 设计 椭圆 滤波 器 ， 其 满足 以 下 指标 : foss 150Hz, fa = 200Hz, 
Ryess 一 0. 01，RRwo 二 0. 01， 其 程序 如 下 所 示 。 注 意 ， 这 些 指标 与 前 面 介绍 的 巴特 沃 斯 滤波 
器 、 切 比 雪夫 滤波 器 、 反 切 比 雪夫 滤波 器 的 设计 指标 是 相同 的 。 由 mm 文 件 运行 得 到 的 零 
极点 列 在 表 A. 5 中 ， 滤 波 器 的 幅 频 特性 如 图 A. 9 所 示 。 


表 A.5 三 阶 低 通 椭圆 模拟 滤波 器 的 零 极 点 fposs = 150Hz， 
fa =200HZ, Ry. =0. 01, Ras =0. 01 
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其 零 极 点 如 表 A. 5 所 示 
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三 阶 椭圆 滤波 器 可 以 满足 上 述 指标 要 求 ， 而 要 满足 同样 要 求 ， 巴 特 沃 斯 滤波 器 是 23 阶 ， 
切 比 雪夫 滤波 器 是 10 阶 。 

$ Elliptic.m 

fs = 200;fp = 150; % Initialize specification variables. 

wp = 2*pi*fp; ws = 2*pi*fs; 


Rs = .01;Rp = .01; 

RpDB = -20*10gl10(1-Rp);RsDB = -20*10g10(Rs); 

wc = (wp*ws)^.5; % wc is the cutoff frequency. 

% 

N = ellipord(wp,ws,RpDB,RSDB,'s'); % Find the order. 
[num, den] = ellip(N,RpDB,RsDB,wc,'s'); % Finds the coeff. 
f = linspace(0,500,1000); % create a frequency vector 

w = 2*pi*f; 


h-freqs(num,den,w); % freqs finds the magnitude coeff 
plot(f,abs(h),'k') % draw the plot 
axis([0 500 0 1.5]); 
$ Find and print the poles and zeros 
[z,p,k] = ellip(N,RpDB,RSDB,wc,'s'); 
for i = 1:length(z) 
R = real(z(i));I = imag(z(i)); 
fprintf(1,'$6.4f %6.4f\n',R,I); 
end 
for i = 1:length(p) 
R = real(p(i));I = imag(p(i)); 
fprintf(1,'$6.4f $6.4fNn',R,I); 
end 


A.5 模拟 滤波 器 特性 总 结 


模拟 滤波 器 的 种 类 繁多 ， 其 中 巴特 沃 斯 滤波 器 、 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 、 切 比 雪夫 开 型 
滤波 器 、 椭 圆 滤波 器 最 为 常用 。 这 四 种 滤波 器 的 特性 如 表 A. 6 所 示 。 


RAG 四 种 典型 滤波 器 的 特性 





滤波 器 类 型 EP 过 渡 带 me 评价 
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: ! 数学 推导 复杂 ， 相 同 指标 时 本 圆 滤波 器 的 阶 数 比 巴特 活 
tee Sua OF FRX 斯 和 切 比 雪夫 滤波 器 低 很 多 
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C.1 几何 级 数 求 和 公式 
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e? = cos(0) + jsin(@) 
e “= cos(@) — jsin(@) 
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C.3 双边 z 逆 变换 的 部 分 分 式 分 解 


双边 z 变换 收敛 区 域 (ROC) 的 一 般 形 式 如 图 C. 1 所 示 。 若 FCz) 的 极点 在 ROC 最 小 圆 
的 内 部 ， 则 为 右边 序列 。 若 F(z) 极 点 在 ROC 最 大 圆 的 外 部 ， 则 为 左边 序列 。 

1. 利用 部 分 分 式 法 将 F(z) 展开 成 两 个 函数 之 和 

F(z) = F(z) +F (z) = Z{ ft [En] +f En]) 

式 中 ，F(z) 是 右边 序列 的 z 变换， 极点 位 于 
收敛 域 ROC 最 小 圆 的 内 部 。 而 F (z) 是 左边 序列 
的 变换 式 ， 它 的 极点 位 于 收敛 域 ROC 最 大 圆 的 
外 部 。 

2. 查询 双边 z 变换 表 ， 找 出 f (nlm f Ca] 
和 其 对 应 的 FO (2) Al F GO. 


_ 2z(z—0. 375) Jis 
R FC) = G9 5)(z—0. 25) DEAE, CUI 


ROC Zr 3l Jj 
(a) | z | >0.5 
Cb) | z | <0. 25 图 C.1 双边 = 变换 的 ROC 
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Ce) 0. 25< | z |-«0. 5 
F(z) __ 2(z—0. 375) an K, K; 





We li 0.8) 0 29) 
em red og Zh 
K, = AA NET: 
MFG) = PSOE CI O03 


2.a. "4 ROC | z | 20.5 时 ， 两 个 极点 都 在 收敛 域 对 应 的 圆 的 内 部 ， 所 以 F(z) 是 右边 
序列 。 由 z ERRI, f[m]— f* [n]—[€0. 5)" 十 (0. 25)" ]u[n]. 

b. "4 ROC | z | «0.25 时 ， 两 个 极点 都 在 收敛 域 对 应 的 圆 的 外 部 ， 所 以 F(z) BA 
序列 。 由 z EMR. flnJ=f [n]—[— 0. 5)"— 0. 25)"Jul—n—1], 

c. "4 ROC 0. 25< | = | 二 0.5 时 ,极点 z=0.25 在 收敛 域 小 圆 的 内 部 ， ica z=0.5 


kK 4 m z T T" 
在 收敛 域 大 圆 的 外 部 ， 所 以 F O= BUG. F^ GO CM a a 


边 序列 。 由 z BMRB, C$ (n]= (0. 25)"u[n], f (nJ=—(0.5)"ul—n—1], f[n]— 
f^ Un]- f- [n]=(0. 25)"uln]—(0. 5)"u[ —n—1]. 4 


C.4 和 矩阵 代数 运算 
一 般 情况 下 ， 和 矩阵 由 MXN 个 元 素 组 成 ， 即 矩阵 有 M f3, N 列 。 
和 矩阵 加 法 
两 个 矩阵 进行 加 减 运算 时 ， 要 求 两 个 矩阵 的 行 数 和 列 数 相 同 。 例 如 ， 求 下 列 两 个 矩阵 
的 和 下 十 G， 其 中 
x D Pell pa is ad 
注意 ， 两 个 矩阵 中 各 元 素 的 下 标 指明 了 该 元 素 在 矩阵 中 的 行 和 列 的 位 置 ， 和 矩阵 的 和 为 
每 行 、 每 列 对 应 元 素 相 加 。 
fiuo t gia fa cg 
ata Fe + g21 fee PN 
和 矩阵 乘法 
两 个 矩阵 相 乘 ， 左 边 矩 阵 的 列 数 必须 等 于 右边 矩阵 的 行 数 。 例 如 ，F 是 个 2X3 WE 


FE. GÆ 3X2 的 矩阵 
81.1 81,2 
fia fiz fis 
F= ， G= 2,1 2,2 
海 fea on : | | 
FXG 乘积 矩阵 中 下 标 为 (i，j) 的 元 素 ， 等 于 下 的 第 i 行 元 素 与 G 中 第 7 列 元 素 分 别 
相 乘 后 相 加 所 得 的 值 ， 此 例 中 ，FXG 得 到 的 是 2X2 的 矩阵 : 
fin gia + figa + fign fiagi + fi,2 82,2 Mii. 


DASS purs -FfaiBia + fasgsi feagai. + f2,2 82,2 + fa 32 
矩阵 的 转 置 
矩阵 的 转 置 是 将 矩阵 的 行 和 列 互 换 ， 例 如 ， 求 矩阵 下 的 转 置 


ew 
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得 到 


ii fen 
FT = 区 fa 
n3 | faz 
KE, ABER F 中 各 元 素 的 下 标 仍 用 下 中 的 下 标 表 示 ， 可 以 看 出 F 的 第 一 列 元 素 就 是 下 
中 的 第 一 行 元 素 。 
单位 矩阵 
单位 矩阵 是 一 个 方 阵 ， 它 的 对 角 线 上 的 元 素 均 为 1， 其 他 元 素 都 为 0。 例 如， 一 个 三 阶 的 


单位 矩阵 为 
1 0 0 
ibis 
0 0 1 


—^r n 阶 的 单位 矩阵 可 以 用 MATLAB 的 命令 实现 
I = eye(n) 
矩阵 与 单位 矩阵 相 乘 ， 相 当 于 与 标量 数值 1 相 乘 。 


C.5 状态 变量 方程 
状态 变量 方程 的 一 般 形式 为 
x[& +1]= Ax[k] + Bu[k] 
yLk]= Cx[&] + Du[ &] 
式 中 ，x[Lkj] 是 表示 系统 内 部 状态 的 n 个 信号 向 量 ， 称 为 系统 的 状态 变量 。 该 向 量 是 一 
^r n 维 列 向 量 ， 可 表示 为 3 


Tı [&]] 
X2 [k] 
x[k] = |zs[&] 
z,[&]! 
向 量 w 表示 7 个 输入 信号 ， 可 写 为 由 7 个 元 素 组 成 ， 可 表示 为 
uy [&]] 
uz [Ck] 
ulk] = |us[k] 
u, Ck] 





向 量 y 表示 m 个 输出 信和 号， 可 写 为 由 m 个 元 素 组 成 ， 可 表示 为 
»L&] 
2 [Ck] 
yLk] = »L&] 


»LE] 
矩阵 A 称 为 系统 矩阵 ，4 中 各 元 素 控制 系统 状态 xL&j 在 输入 信号 作用 下 的 变化 。 
矩阵 B 称 为 输入 矩阵 ， 表 示 系 统 输入 向 量 uLkj] 各 元 素 的 权 值 。 
矩阵 C 称 为 输出 矩阵 ， 表 示 系 统 每 个 状态 变量 对 于 系统 输出 的 权 值 。 
矩阵 D 表示 输入 与 输出 的 直接 耦合 。 
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根据 矩阵 代数 运算 时 的 要 求 ， 如 果 x fen X1 HB, wu 是 rX1 wR, 且 y 是 mX1 
WERE, BBA, A 必须 是 一 个 nXn WME, BAnXr, C 为 mXn, D 为 mXr。 
fi C. 5-1 
利用 状态 变量 方程 表示 由 下 列 二 阶 线性 差分 方程 描述 的 系统 
yln]—0. 8y[n—1] +0. 4y[n — 2] = 2u[n — 2] 
式 中 ，y[Lnj] 是 输出 序列 ，u[Lnj] 是 输入 序列 。 
先 将 方程 中 的 nn 用 nn 十 2 代替 ， 得 到 
y[n 4-2] — 0. 8y[n - 1] 4- 0. 4»y[n] = 2u[n] 
再 令 uinl-»nl z:[n]=ylnt+1]=z [2-1]. RAER 
ai[n+1]= z,[n] 
zj[n4-1]—-— 0. 42,[n]+ 0. 8x; [n] + 2u[n] 
xn] xin] 
系统 的 数学 模型 用 矩阵 形式 表示 为 


[cn] Loe eel Lana] lols 


sete pi [re [oju[#] 


可 用 zz 变换 解 状态 方程 ， 即 将 方程 两 边 各 项 同时 进行 = 变换 。 例 如， 一 个 单 输入 单 输 
出 的 二 阶 系统 ， 进 行 > 变换 


xziLk 十 1] > x Lk] 
(ere ag) 4 agg t 82009 
Zí y[k]}= a |+ D(u[&]) 
得 到 
reXi(z)]_ [Xa G2 
eee [x o Huo 
X, (z) 
Y(z)— d ux DU(z) 


利用 单位 矩阵 重 写 上 述 方程 ， 以 将 z 从 向 量 中 分 离 出 来 ， 表 示 如 下 
[zl —A]X(z)= BU(z) 
Y(z) = CX (2) + DU(z) 
从 而 求 得 系 (z) 和 YY(z) 为 
X(z)= [zl —A] ! BU (z) 
Y(z)= LCLzI —A]!B-- D]U(z) 
所 得 最 终结 果 具 有 一 般 性 ， 适 用 于 任意 阶 系统 ， 任 意 数量 的 输入 与 输出 。 对 于 单 输 
入 、 单 输出 的 情况 ， 系 统 传输 函数 为 
Y(z) 
U(z) 
参考 文献 [1] 给 出 了 关于 状态 变量 方程 更 深入 的 介绍 。 





= C[z2I—A]'B+D < 


附录 D 
MATLAB 用 户 自 定义 函数 和 命令 


D. 1 MATLAB 用 户 自 定义 函数 


下 面 介绍 的 MATLAB 自 定义 函数 主要 是 本 书 中 使 用 到 的 函数 ， 其 并 不 是 Mathworks 


发 布 的 函数 。 

Waveform Generating Functions (波形 发 生 函 数 ) 
Band-Limited Square Wave( #9 BR 75 ik ) 
sfouriersq.m - Generates a square wave from the Fourier series 
% using a fixed number of points 


E] 
$ sqwave - fouriersq(11025, 1024, 100, 15); 
% 
% Evaluates the Fourier expansion for a square wave 
% fs - sample frequency 
% pts - number of points in the wave 
% f0 - base frequency of the square wave 
% terms - number of terms in the Fourier sum. 
% Maximum frequency is (2*terms - 1)*f0. 
function sq = fouriersq(fs, pts, f0, terms) 
T = 1/fs; 
n = 1:pts; 
nT - n*T; 


w = 2*£0*pi; 
sq = zeros(1, length(nT)); 
for k = 1:2:2*terms 
sq = sq + (4/(k*pi))*sin(k*w*nT) ; 
end 
Band-Limited Triangular Wave( # FR = f8 i& ) 


* fouriertri.m - Generates a triangular wave from the Fourier 
series using 


a fixed number of points 
triwave = fouriertri(11025, 1024, 100, 15); 


Evaluates the Fourier expansion for a triangular wave 
fs - sample frequency 

pts - number of points in the wave 

£0 - base frequency of the square wave 

terms - number of terms in the Fourier sum. 

Maximum frequency is (2*terms -1)*f0. 


o? o? o? AP o? o?» o9 o? o9 oe 


function tr - fouriertri(fs, pts, f0, terms) 
T = 1/fs; 
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n = 1:pts; 
nT e-mn*T: 
w = 2*£0*pi; 
tr = zeros(1, length(nT)) ; 
for k = 1:2:2*terms 
tr = tr + (8/(k*pi)^2)*cos(k*w*nT); 
end 
Band-Limited Sawtooth Wave ( # BR $8 d i ) 


% fouriersaw.m - Generates a sawtooth wave from the Fourier series 
% using a fixed number of points 

% 

$ sawwave = fouriersaw(11025, 1024, 100, 15); 

% 

% Evaluates the Fourier expansion for a sawtooth wave 
* fs - sample frequency 

* pts - number of points in the wave 

% £0 - base frequency of the square wave 

% terms - number of terms in the Fourier sum. 

% Maximum frequency of the sawtooth is terms*f0. 


function saw = fouriersaw(fs, pts, £0, terms) 


T = 1/fs; 
n = 1:pts; 
nT - n*T; 


w = 2*£0*pi; 
saw = zeros(1, length(nT)); 
for k = 1:terms 
saw = saw + 1/(2*k*pi)*sin(k*w*nT); 
end 


Quantization Functions (量化 函数 ) 


Quantize to B-bits( 量 化 为 B 位 ) 

$quant.m - Quantizes a signal x to B-bits. 
x = .97634; 

xq = quant(x, 4, -1, 1); 


Changes the representation of a signal x to a signal xq which is a 
quantized version of x. 
xq is limited to B-bits and must fall between min <= x < max. 
If min and max are not specified they are taken to be the range 
-1 <= xXx < 1 
function s = quant (xd, B, min, max) 
%Converts xd to a quantized number using B bits. 
% min <= xd < max 
if ~(nargin == 2 || nargin == 4) 
error('usage: quant (x, BIT, MIN, MAX).'); 
end; 
if B <= 0 
error('Bits must be an integer > 0'); 
end; 
if nargin == 2 
min = -1;max = 1; 
end 


oe de? AP o? AP P oe Æ 


附录 D MATLAB 用 户 自 定义 函数 和 命令 


= xd - min; 

= x/(max - min); 

= fix(x*(2*B)); % Make x a whole number 
= x/(2*B); 

s = x*(max - min) + min; 

Two's Complement ( 二进制 补 码 ) 

Stwosover.m - Applies the rules of two's complement 
overflow to a signal x. 

ya tst? 

x = twosover(y); 


x mm OM 
I 


if -1 <= x < 1 this function returns x. 
if x < -1 it returns x + 2 
if x >= 1 it returns x - 2 


o? oe oe oe oe P oe 


function s - twosover (x) 


x(x >= 1) = x(x>= 1) - 2; 
x(x < -1) = x(x < -1) + 2; 
S = X; 

return; 


Plotting Functions ( 图 形 函 数 ) 
3D Plot(3 维 图 形 ) 
$plot3d.m - plots an image in 3d using surf 


plot3d(im, N, fignum, imap, viewpt, axis3d); 


im is the image 
N is the size - assumes N x N 


o? o? o? o9 o9 oe 


fignum is the figure number 

imap is the shading map 

viewpt is 1 x 2 and gives [angle elevation] 
axis3d is 1 x 4 and gives the axis dimensions. 


viewpt and axis3d are optional parameters. 

viewpt defaults to [0 90] 

axis3d defaults to [0 N-1 0 N-1 -2 2] 

function plot3d(im, N, fignum, imap, viewpt, axis3d) 

if nargin < 6, axis3d = [0 N-1 O N-1 -2 2]; end 
if nargin « 5, viewpt - [0 90]; end 
az - viewpt(1, 1);el - viewpt(1, 2); 
figure(fignum);clf; 


o? o? o? d? o9 Æ oe 


surf (im); 
shading flat; 
colormap (imap) ; 
axis (axis3d); 
view(az, el); 
xlabel('n1'); 
ylabel('n2'); 
grid off; 
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Plot FFT for an Image( 图 像 的 FFT 变换 结果 图 ) 
splotfft2.m - Plots the image in 3D, a top view of the image, and 


E] the fft of the image on a single figure with 
% three subplots 
E] 
$ Usage: plotfft2(im, N, fignum, imap) 
E 
$ im - the image 
$ N - assumes N x N 
% fignum - figure number to be assigned 
$ imap - the color map 
function plotfft2(im, N, fignum, imap) 
if(nargin -- 3) 
imap = colormap(jet(128)); 
end 
if (margin == 2) 
figure;clf; 
else 


figure (fignum) ;clf; 


end 

az = 0; 

el = 90; 

y = fft2(im); 

ymag = abs(y); 

ymag - ymag/abs (max (max (ymag) ) ) ; 


[x y] = meshgrid([0:N-1]); 
subplot (1, 3, 1); 

surf (im); 

colormap (imap) ; 

shading interp; 

axis([O0 N-1 0 N-1 -.2 1.2]); 
xlabel('n1'); 
ylabel('n2'); 

subplot(1, 3, 2); 

surf (im); 

colormap (imap) ; 

shading flat; 

axis([0 N-1 0 N-1 -2 21); 
view(az, el); 
xlabel('n1'); 
ylabel('n2'); 

subplot(1, 3, 3); 

surf (fftshift (ymag) ) ; 
colormap (imap) ; 

axis([0 N-1 0 N-1 0 21); 
view(az, el); 

shading flat; 
xlabel('n1'); 
ylabel('n2'); 
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Invert the Color Map( 彩 色 图 反 色 ) 
sinvertcolormap - Inverts the color scale. Use to change a figure 
$ that is mostly black to one that is mostly white 
% 
simap = invertcolormap (colormap (gray (128) ) ; 
E 
function imap - invertcolormap (map) 
imap = zeros (size (map)); 
for i = 1:size(map, 1); 
imap(i, 1:3) = map (size (map,1)-i+1, 1:3); 
end 
Reverberation Functions ( 3E fq) 24 3 ) 
Simple Reverberator ( 简单 混 响 器 ) 
sreverbsimple.m 


t 
* [y num den] = reverbsimple(xin, delay, gain); 
% or y = reverbsimple(xin, delay, gain); 
% 
% Creates a simple reverberator with gain A and delay d with 
% transfer function 1/(z*d-A) and uses MATLAB’s filter function 
% to filter the input vector. 
% 
function [yout b a] = reverbsimple(u, d, A) 
num = 1; 


den = [1 zeros(1, d-1) -A]; 
y = filter(num, den, u); 
if(nargout == 1) 
yout = y; 
else 
yout = y; 
b = num; 
a = den; 
end 
All- Pass Reverberation Filter ( £ 38 38 Ni XE i& #3 ) 
sreverballpass.m 


% 

% [y num den] = reverballpass(xin, delay, gain); 

$ or y = reverallpass(xin, delay, gain); 

% 

% Creates an all pass reverberator of gain A and delay d with 
$ transfer function -A(z^d -1/A)/(z^d-A) and uses 

% MATLAB's filter function to filter the input vector 

f ned [yout b a] = reverballpass(u, d, A) 

num = -A*[1 zeros(1, d-1) -1/A]; 


den = [1 zeros(1, d-1) -A]; 
y = filter(num, den, u); 
if (margout == 1) 
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yout = y; 
else 
yout = y; 
b = num; 
a = den; 
end 
Low- Pass Reverberation Filtering ( 4 3 3E. I] 38 ik ) 
sreverblowpass.m 
% 
% [y num den] = reverblowpass(xin, delay, gain, realpole, realzero) ; 
% y = reverblowpass(xin, delay, gain, realpole, realzero) ; 
% 
% Creates a low pass filter reverberator of gain A and delay d 
% with a real pole at realpole and a real zero at realzero. 
% It uses MATLAB’s filter function to filter the input vector. 
function [yout b a] = reverblowpass(u, d, A, pl, 21) 
K = (1-p1)/(1-z1); 
num = A*[1 -pl zeros(1, d)]; 
[1 -pl zeros(1, d-2) -A*K*pl A*K*z1]; 
y = filter(num, den, u); 


g 
[t] 
3 
i 


if (nargout == 1) 
yout = y; 

else 
yout = y; 
b = num; 
a = den; 

end 

Equalizer Functions ( +5 f & ) 
First-Order Equalizer ( — Br 15 7 # ) 


function [num, den] = equalizeri(low, A, fs, fc, Ac) 
sequalizerl.m - Creates a first order parametric equalizer 
% 

% [num den] = equalizer(low, A, fs, fc, Ac); 

% 


% low - Determines low or high filter 


% low = 0 for a high pass shelving filter 
% low = 1 for a low pass shelving fitler 
% A - the gain for the boost or the cut 

* A > 1 for a boost filter 

t 0 <A< 1 for a cut filter 


* fs - sample frequency in Hz 
% fc - the cutoff frequency 
* Ac - the gain at fc. If Ac is omitted the default value is 


t Ac = (sqrt(2)/2)*(A - 1) + 1 for a boost 
% Ac = (sqrt(2)/2)*(1 - !) + A for a cut 

% 

if (nargin < 4 || nargin > 5) 


disp('error') ; 
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Ac) ;"'); 


disp('Usage: [num den] = equalizeri(low, A, fs, fc, 
disp('Usage: [num den] = equalizerl(low, A, fs, fc);'); 
return; 
end 
if(nargin == 4 && A > 1) 
Ac = (sqrt(2)/2)*(A - 1) + 1; 
end 
if(nargin == 4 & A < 1) 
Ac = 1 - (sqrt(2)/2)*(1 - A); 
end 
alpha = pi*fc/fs; 
if (low == 1) 
d = sqrt((Ac^2 - 1)/(A^2 - Ac*2)); 
else f 
d = sqrt((Ac*2 - A*2)/(1 - Ac^2)); 
end 
pl = (1 - d*tan(alpha))/(1 + d*tan(alpha) ) ; 
beta = (1 - p1)/(1 + pl); 
if (low == 1) 
zl = (1 - A*beta)/(1 + A*beta); 
K = (1 + pl)/(1 + 21); 
else 


zl = (A - beta)/(A + beta); 
K = (1 - pl)/(1 - 21); 


end 

num = K*[1 -z1]; 

den = [1 -p1]; 

return; 

Second-Order Equalizer ( — Br + ti # ) 

function [num, den] = equalizer2(f0, A, bw, fs, Abw) 


$equalizer2.m - Creates a second order parametric equalizer 


[num den] = equalizer(f0, A, bw, fs, Abw); 


f0 - center frequency 

£0 = 0 for a low pass shelving filter 

f0 = fs/2 for a high pass shelving fitler 

0 < £0 < fs/2 creates a peak or notch filter 
A - the peak or notch gain 

A > 1 for a peak or boost filter 

0 < A< 1 for a notch or cut filter 
bw - bandwidth in Hz 
fs - sample frequency in Hz 
Abw - the gain at bandwidth frequency 

Abw defaults to A - (A-1)/sqrt(2) 
if(nargin < 4 || nargin > 5) 
disp('error') ; 


o9 AP AP AP AP o? o9 o? AP AP o9 o? oe? oe 


disp('Usage: [num den] = equalizer(f0, A, bw, fs, 
disp(' [num den] = equalizer(f0, A, bw, fs); 


Abw);'); 
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return; 
end 
if (nargin == 4) 

Abw = A - (A-1)/sqrt (2); 
end 


£0 = f0/fs;wO = 2*pi*f0; 
bw = 2*pi* (bw/fs); 

B = sqrt((Abw^2 - 1)/(A^2 - Abw^2))*tan(bw/2); 
a0 = (1 + A*B); 

al = -2*cos(w0); 

a2 = 1 - A*B; 

bo = 1 + B; 

bl = -2*cos (w0); 

b2 = 1 - B; 

num = [a0 al a2]/b0; 

den = [b0 b1 b2]/b0; 
return; 


WAV File Plotting Functions (WAV 格式 数据 绘图 函数 ) 


Plot a WAV File in Time and Frequency( i& WAV 格式 数据 的 时 间 和 频率 图 ) 


splotwav.m 
t 
€ plotwav('wavfile'); 


% 
% Reads a wave file and displays two subplots, 


% domain and the other in the frequency domain, 
& > 
function plotwav (WavName) 
if (nargin ~= 1) 
disp('Error') ; 
disp('Usage: PlotWav(wavefilename) ') ; 
return; 
end 
[u fs b] = wavread(WavName) ; 
T = 1/fs; 
k = 1:length(u) ; 
s = size(u, 2); 
for i = 1:8 
figure;clf; 
subplot (2,1,1) 
x =uls, i); 
plot (k*T,x) $Plot x in time 
axis([0 T*length(u) -1.5 1.5]) 
xlabel('time in seconds'); 
ylabel ('voltage') ; 
title([WavName 'channel' num2str(i)]); 


% 
U = fft (x); 
U = U/max (abs (U)) ; 


subplot (2,1,2) 


one in the time 


for each channel. 
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plot (k*fs/length(u), abs(U)) $Plot U in frequency 
axis([0 fs/2 0 1]); 
xlabel('frequency in Hz'); 
ylabel('gain'); 
end 
return; 
Plot Two WAV Files in Frequency for Comparison( #4 fi 2 个 WAV 格式 数据 波形 的 频 域 图 ;并 进行 比较 ) 
$plot2wav.m 
% 
$ plot2wav('wavfilel', 'wavfile2') ; 
% 


% Reads two wave file and displays the frequency plot of each. 
% Multiple channels are put on multiple figures. 


% 
function plot2wav(WavNamel, WavName2) 


if(nargin -- 2) 
disp('Error') ; 
disp('Usage: plot2wav(wavefilel, wavefile2)'); 
return; 
end 
[ul fs b] = wavread (WavNamel); 
[u2 fs2 b2] = wavread(WavName2) ; 
sl = size(ul, 2);s2 = size(u2, 2); 
if(sl ~= s2) 
disp('Error') ; 
disp('Both wavfiles must have the same number of channels’) ; 
return; 
end 
for i = 1:81 
figure;clf; 
k = 1:length(ul) ; 
subplot (2,1,1) 
Ul = fft(ul(:, i)); 
Ul = Ul/max (abs (U1) ); 
plot (k*fs/length(ul), abs(U1)) *Plot Ul in frequency 
axis([0 fs/2 0 11); 
xlabel('frequency in Hz'); 
ylabel('gain'); 
title([WavNamel 'channel' num2str(i)]); 
subplot (2,1,2) 


k2 = 1:length(u2) ; 

U2 = fft(u2(:,i1)); 

U2 = U2/max (abs (U2) ) ; 

plot (k2*fs2/length(u2), abs(U2)); $Plot u2 


axis([O fs2/2 0 1]) 

xlabel('frequency in Hz'); 
ylabel('gain'); 

title([WavName2 'channel ' num2str(i)]); 
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end 
多 
return; 


D.2 MATLAB 命令 


下 面 介 绍 的 是 本 书 例题 中 使 用 的 MATLAB 命令 。 每 个 命令 的 描述 都 是 相应 的 
MATLAB 帮助 文件 中 的 删 减 版 。 完 整 的 描述 和 举例 可 以 通过 在 MATLAB 的 命令 行 中 输 
人 help<command name 过 得 到 。 
blackman; 布莱克 曼 窗 函数 。 
。 blackman(N) 以 列 向 量 的 形式 返回 N 点 对 称 布莱克 曼 窗 。 
butter: 巴特 沃 斯 数字 和 模拟 滤波 器 设计 。 
* [B，Aj=butter(N，Wn) 用 于 设计 N 阶 的 低 通 数 字 巴 特 沃 斯 滤波 器 。 该 函数 返回 
滤波 器 的 系数 ， 即 长 度 为 N 十 1 的 A( 分 母 ) 和 B( 分 子 ) 两 个 向 量 ， 系 数 按照 = 的 降 
过 顺序 排列 。 截 止 频率 Wn 的 范围 是 0.0 二 Wn 二 1. 0, 1. 0 对 应 抽样 频率 的 一 半 。 

* [B, A]=butter(N, Wn, ‘high AFE N 阶 的 高 通 数 字 巴 特 沃 斯 滤波 器 。 其 
中 ，“high’” 可 改 为 “stop’ 或 ‘pass”， 分 别 表示 带 阻 滤波 器 和 带 通 滤波 器 ， 对 于 带 通 
和 带 阻 滤波 器 ，Wn 是 二 维 向 量 ， 对 应 上 限 截止 频率 和 下 限 截 止 频率 。 

* [B, A]=butter(N, Wn, ‘s’) iP EE 阶 低 通 模拟 滤波 器 。Wn 是 截止 频率 ， 
单位 为 rad/s。 

buttord: 巴特 沃 斯 滤波 器 阶 数 选择 函数 。 

* [N，Wnj= 二 buttord(Wp，Ws，Rp，Rs) 返 回 数字 巴特 沃 斯 滤波 器 的 最 小 阶 数 ， 
该 滤波 器 满足 通 带 内 的 衰减 不 高 于 Rp dB， 阻 带 内 的 衰减 不 低 于 Rs dB. Wp 和 
Ws 分 别 是 通 带 、 阻 带 的 截止 频率 ， 归 一 化 范围 为 LO，1j](1 对 应 于 pi 弧度 /抽样 点 ) 。 

* [N, Wn]=buttord(Wp, Ws，Rp，Rs,“s’) 返 回 模 拟 滤 波 器 的 阶 数 N。 
ceil: 向 正 无 穷 大 方向 取 整 函数 。 

。 ceil(X) 返 回 X 中 每 个 元 素 在 正 无 穷 方向 上 的 最 靠近 该 元 素 的 整数 。 
cell; 构建 单位 数组 。 

。 cell(N) 构 建 一 个 NXN 的 单元 列 和 矩阵 ， 每 个 矩阵 为 空 答 阵 。 
cheblord: 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 阶 数 选择 函数 。 

e [N，Wpj 二 cheblord(Wp，Ws，Rp，Rs) 返 回 数字 切 比 雪夫 I 型 滤波 器 的 最 小 阶 

数 N， 满 足 在 通 带 内 的 衰减 不 高 于 Rp dB， 而 在 阻 带 内 的 衰减 不 低 于 Rs dB. Wp 
和 Ws 分别 是 通 带 、 阻 带 的 截止 频率 ， 归 一 化 范围 为 LC0，1]1(1 对 应 于 pi 弧度 / 抽 
样 点 )。 

* [N，Wpj]=cheblordC(Wp，Ws，Rp，Rs,“s7) 用 于 设计 模拟 滤波 器 。 
cheb2ord: 切 比 雪夫 了 型 滤波 器 阶 数 选择 函数 。 

。 [N，Ws] 二 cheb2ord(Wp，Ws，Rp，Rs) 返 回 数字 切 比 雪夫 本 型 滤波 器 的 最 小 阶 
数 N， 满 足 通 带 内 的 衰减 不 高 于 Rp dB， 而 在 阻 带 内 的 衰减 不 低 于 Rs dB, Wp 和 
Ws 分 别 是 通 带 、 阻 带 的 截止 频率 ， 归 一 化 范围 为 L0O，1j(1 对 应 于 pi 弧度 /抽样 点 )。 

e [N, Ws]=cheblord(Wp, Ws, Rp. Rs, ‘s’) HFixit Pepe wea. 
chebyl: 切 比 雪夫 工 型 数字 和 模拟 滤波 器 设计 。 

* [B，Aj]=chebyl(N，R，Wp) 用 于 设计 N 阶 低 通 数字 切 比 雪夫 滤波 器 ，R 是 指 通 

带 内 峰 峰 值 间 波纹 的 dB 值 。 该 函数 返回 滤波 器 的 系数 ， 即 长 度 为 N 十 1 的 ACA 
母 ) 和 B( 分 子 ) 两 个 向 量 。Wop 为 通 带 截止 频率 ， 且 0.0<Wp<1.0, 1.0 表示 抽样 
频率 的 一 半 。 
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e [B, A]=chebyl(N, Wn, “high’) 用 于 设计 N 阶 的 高 通 数字 切 比 雪夫 滤波 器 。 
表达 式 中 " high? 可 改 为 "stop ?或 "pass” ， 分 别 表 示 带 阻 滤波 器 和 带 通 滤波 器 。 当 为 
带 阻 或 带 通 滤波 器 时 ，Wn 是 二 维 向 量 ， 对 应 上 限 截 止 频 率 和 下 限 截 止 频 率 。 

* [B, A]=chebyl(N, Wn, ‘s’)APBtit N 阶 低 通 模拟 滤波 器 。Wn 是 截止 频率 ， 
单位 为 rad/s。 

cheby2: 切 比 雪夫 工 型 数字 和 模拟 滤波 器 设计 。 

* LB，Aj=cheby2(GN，R，Wst) 用 于 设计 N 阶 低 通 数 字 切 比 雪夫 滤波 器 ，R 是 指 
阻 带 波纹 系数 的 dB 表示 。 该 函数 返回 滤波 器 的 系数 ， 即 长 度 为 N 十 1 的 A( 分 母 ) 
Al B( 分 子 ) 两 个 向 量 。Wst 为 阻 带 截止 频率 ， 且 O.0<Wst<1.0, 1.0 表示 抽样 频 
率 的 一 半 。 

e [B, A]=cheby2(N, Wn, “high’) 用 于 设计 阶 的 高 通 数字 切 比 雪夫 滤波 器 。 
表达 式 中 “high? 可 改 为 stop? 或 "pass”， 分 别 表 示 带 阻 滤波 器 和 带 通 滤波 器 。 当 为 
带 阻 或 带 通 滤波 器 时 ，Wn 是 二 维 向量 ， 对 应 上 限 截止 频率 和 下 限 截止 频率 。 

e [B，Aj]=cheby2(N，Wn,“s7) 用 于 设计 N 阶 低 通 模拟 滤波 器 。Wa 是 截止 频率 ， 
单位 为 rad/s。 

chirp: 产生 余弦 扫 频 信和 号 。 

e Y 一 chrip(T，F0，T1，F1) 产 生 线性 扫 频 信和 号， 时刻 值 由 数组 工 定义 。 时 刻 0 的 
瞬时 频率 为 FOHz， 时 刻 T1 的 瞬时 频率 为 FIHz。 默 认 情 况 下 ，F0 二 0，T1=1， 
F1=100, 

conv; 卷 积 和 多 项 式 相 乘 运算 函数 。 

* C=conv(A, DER A 和 B 的 卷 积 。 卷 积 结 果 的 向 量 长 度 为 MAX([LENGTH(A) 十 
LENGTH(B)—1, LENGTH(A), LENGTH(B)]). WẸ A MB 是 两 个 多 项 式 
的 系数 ， 卷 积 的 结果 等 效 于 两 个 多 项 式 的 乘积 。 

dct; 离散 余弦 变换 函数 。 

。 Y 一 dct(X) 返 回 序列 X 的 离散 余弦 变换 结果 Y, 了 的 长 度 与 X 的 长 度 相 同 ， 其 元 
素 表示 离散 余弦 变换 系数 。 

。 Y—DCT(OX, NOXER A] X 补 零 或 截断 到 长 度 N 后 再 进行 离散 余 弱 变换 。 

dct2: 二 维 离散 余弦 变换 函数 。 

。 B=dct2(A) 返 回 和 矩阵 A 的 离散 余弦 变换 结果 。 和 抑 阵 B 与 矩阵 A 大 小 相同 ，B 中 的 
元 素 表示 离散 余弦 变换 系数 。 

disp: 显示 数组 。 

。 disp(X) 显 示 一 个 数组 的 内 容 ， 但 不 会 显示 数组 的 名 称 。 除 了 空 数 组 不 能 显示 外 ， 
在 其 他 方面 与 表达 式 后 面 去 掉 分 号 的 功能 一 样 。 

downsample: 对 输入 信号 降 采 样 。 

e downsample(X，N) 从 输入 信号 X 的 第 一 项 开始 ， 等 间隔 N 对 其 采样 。 如 果 X 是 
ERE, WU X 的 每 一 列 进行 采样 。 

ellip. 椭圆 数字 和 模拟 滤波 器 设计 。 

* [B，A]==ellip(N，Rp，Rs，Wp) 用 于 设计 NN 阶 低 通 数字 椭圆 滤波 器 ，Rp 为 通 带 
峰 峰 值 间 的 波纹 系数 的 dB 值 ，Rs 为 阻 带 衰 减 的 dBA. 

e [B, A]=ellip(N, Wn, Rp, Rs, “high’) 用 于 设计 N 阶 的 高 通 数字 椭圆 滤波 器 。 
表达 式 中 “high’ 可 改 为 ‘stop’ 或 ‘pass”， 分 别 表 示 带 阻 滤波 器 和 带 通 滤波 器 。 当 为 
带 阻 或 带 通 滤波 器 时 ，Wn 是 二 维 向 量 ， 对 应 上 限 截 止 频 率 和 下 限 截 止 频率 。 

e [B，A]=ellip(N，Wn，Rp，Rs,“s”) 用 于 设计 N 阶 低 通 模拟 滤波 器 。Wn ER 
止 频 率 ， 单 位 为 rad/s。 
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ellipord: 椭圆 滤波 器 阶 数 选择 函数 。 

* [LN，Wp]=ellipordC(Wp，Ws，Rp，Rs) 返 回 数字 椭圆 滤波 器 的 最 小 阶 数 N， 满 
足 在 通 带 内 的 衰减 不 高 于 Rp dB， 而 在 阻 带 内 的 衰减 不 低 于 Rs dB. Wp 和 Ws 分 
别 是 通 带 和 阻 带 的 截止 频率 ， 范 围 为 [0，1](1 对 应 于 pi 弧度 /抽样 点 )。 

* [N，Wpj] 二 ellipord(Wp，Ws，Rp，Rs,“s’) 返 回 模拟 椭圆 滤波 器 的 最 小 阶 数 。 

fft. 离散 傅 里 叶 变换 。 

。 fft(X) 用 于 计算 序列 向 量 X 的 离散 傅 里 叶 变换 (DFT)， 若 X 为 矩阵 ， 则 是 对 X 的 
每 一 列 进行 DFT。 

* ftt(X，N) 计 算 X 的 N 点 DFT， 如 果 X 的 长 度 小 于 N， 则 先 对 其 补 零 。 

ftt2: 二 维 离散 傅 里 叶 变换 。 

。 fRZOOGR EERE X 的 二 维 DET, Zi X 为 一 个 向 量 ， 则 与 ftt 的 计算 结果 相同 。 

。 fft2(X，MROWS，NCOLS) 是 先 将 矩阵 X 补 零 成 一 个 MROWS X NCOLS ff) 
Ek. ， 再 进行 变换 。 

fftshift: 将 零 频 分 量 移 至 频谱 中 心 的 函数 。 

。 当 X 为 向 量 时 ，fftshift(CX) 把 X 的 左右 两 半 进 行 交 换 。 如 果 X 为 矩阵 ， 则 同时 把 
X 的 第 一 象限 和 第 三 象限 ， 第 二 象限 和 第 四 象限 交换 。 

filter: 一 维 数字 滤波 函数 。 

e Y=filter(B, A, DAHA, B 向 量 描 述 的 滤波 器 对 输入 向 量 X 进行 滤波 处 理 ， 
产生 输出 序列 向 量 Y。A 和 B 分 别 为 滤波 器 系统 函数 的 分 母 和 分 子 多 项 式 系数 向 
量 。 滤 波 器 是 标准 差分 方程 的 直接 2 型 转 置 (direct form 2 transposed), 

filter2: 二 维 数字 滤波 器 。 

e Y=filter2(B, XR AH B 描述 的 二 维 FIR 滤波 器 对 输入 序列 X 滤波 ， 使 用 二 
维 相 关 计 算 输 出 结果 Y,，Y 的 大 小 与 X 一 致 。 

firl: 用 窗 函 数 法 设计 FIR 滤波 器 。 

。 B=firl(N，Wn) 用 于 设计 N 阶 的 低 通 FIR 数字 滤波 器 ， 返 回 的 滤波 器 系数 为 长 
度 为 N 十 1 的 向 量 B, Wi HAIER, H 0.0 二 Wn 二 1.0，1.0 表示 抽样 频率 的 
一 半 。 函 数 返回 的 B 是 一 个 实数 ， 且 有 线性 相位 。 滤 波 器 在 截止 频率 Wn 上 的 归 
一 化 增益 为 一 6dB。 

。 B=firl(N，Wn，WIN) 使 用 WIN 指定 的 窗 函 数 设计 滤波 器 ， 如 果 WIN 没有 给 出 
特定 的 窗 函 数 ， 则 自动 取 汉 明 窗 。 此 函数 还 可 以 设计 带 通 、 带 阻 、 高 通 和 多 通道 
滤波 器 ， 详 见 MATLAB 的 help 文件 。 

fir2: 基于 频率 抽样 的 任意 形状 FIR 滤波 器 设计 。 

e B=fir2(N，F，A) 用 于 设计 N 阶 线性 相位 FIR 数字 滤波 器 ， 滤 波 器 的 频率 响应 由 
HE FLA 指定 。 返 回 的 滤波 器 系数 是 长 度 为 N 十 1 的 向 量 B. it FMA 分 别 
指定 所 需 滤 波 器 抽样 点 的 频率 和 幅 值 。F 中 各 频率 按 递 增 顺 序 排 列 ， 且 0. 0<F< 
1.0, 1.0 表示 抽样 频率 的 一 半 。 

firls: 基于 最 小 均 方 误差 的 线性 FIR 滤波 器 设计 。 

* B 二 firls(N，F，A) 返 回 长 度 为 N 十 1 的 线性 相位 ( 实 对 称 系数 ) 滤 波 器 ， 该 滤波 器 
是 下 和 A 描述 的 频率 响应 在 最 小 均 方 意义 下 的 最 佳 逼 近 。F 的 元 素 是 成 对 的 频带 
边缘 ， 按 升序 排列 ， 取 0 一 1. 0 之 间 的 值 ，1 是 奈 奎 斯 特 频率 ， 或 者 为 采样 频率 的 一 
半 。A 跟 下 的 大 小 相同 ， 是 一 个 实 向 量 ， 指 定 滤波 器 B 中 频率 点 的 频率 响应 幅 值 。 

firpm: 帕克 斯 -麦克 莱 伦 优化 等 波纹 FIR 滤波 器 设计 。 

。 B 一 firpm(N，F，A) 返 回 长 度 为 N 十 1 的 线性 相位 ( 实 对 称 系数 ) 滤 波 器 ， 该 滤波 
器 是 下 和 A 描述 的 频率 响应 在 最 小 最 大 化 意义 下 的 最 佳 和 逼近 。 开 的 元 素 是 成 对 的 
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频带 边缘 ， 按 升序 列 取 0 一 1. 0 之 间 的 值 ，1 是 奈 奎 斯 特 频 率 ， 或 为 采样 频率 的 一 
半 。 至 少 有 一 个 频带 宽度 不 为 零 。A 跟 下 的 大 小 相同 ， 是 一 个 实 向 量 ， 指 定 滤 波 
器 B 中 频率 点 的 频率 响应 幅 值 。 

firpmord: 帕克 斯 -麦克 莱 伦 优化 等 波纹 FIR 滤波 器 阶 数 估计 。 

* [N, Fo, Ao, W]=firpmord(F, A, DEV, Fs) #235 DA Brat N， 归 一 化 频带 
边缘 Fo、 频 带 幅 值 Ao 和 权 值 W, ix 95 3 n] HE firpm 函数 使 用 ，firpm 函数 调用 
firpmord 返回 的 参数 的 格式 为 : B=firpm(N，Fo，Ao，W)， 返 回 的 滤波 器 满足 
F, A, DEV 给 定 的 参数 指标 。F 是 截止 频率 (Hz) ， 按 升序 列 排列 ， 在 O~Fs/2 
之 间 取 值 ，Fs 是 采样 频率 。 

fix: 向 0 方向 取 最 近 整 数 函 数 。 

。 fix(X) 返 回 X 中 每 个 元 素 沿 0 方向 的 最 近 整 数 。 

floor. 向 负 无 穷 方 向 取 最 近 整 数 函 数 。 

e floor(X) 返 回 X 中 每 个 元 素 沿 负 无 穷 方向 最 近 的 整数 。 

freqs: 拉 普 拉 斯 变换 (s 域 ) 频 率 响 应 函数 。 

e 百 王 freqs(B，A， 双 ) 返 回 滤 波 器 的 复 频 率 响应 互 ， 该 滤波 器 系统 函数 由 分 母 B A 
分 子 A 决定 ， 玉 是 向 量 W(rad/s) 指 定 频率 点 上 的 频率 响应 。 当 没有 输出 向 量 H 
时 ，freqs(B，A，W) 函 数 将 绘 出 频率 响应 的 幅 频 和 相 频 曲线 。 

fregz: 数字 滤波 器 频率 响应 函数 。 

。 [H, W]=freqz(B, A, NO3R Il UE DC AI N 点 复 频 率 响应 向 量 肪 和 NN 点 频率 向 
量 W，W 的 单位 为 弧度 /抽样 点 。 滤 波 器 系统 函数 由 分 母 B 和 分 子 A 决定 。 频 率 
响应 由 均匀 分 布 在 单位 圆 上 半 平 面 的 NN 个 频 点 求解 ， 若 没有 给 出 N 的 特定 值 ， 则 
默认 N=512, 

e [H，W]=freqz(B，A，N，fs) 人 允许 指定 抽样 频率 。 

freqz2: 二 维 频率 响应 函数 。 

。 [H，Fx，Fyj]=freqz2(h，Nx，Ny) 返 回 h 对 应 的 NxX Ny 频率 响应 H, Aim] 
E Fx( 长 度 为 Nz) 和 频率 向 量 Fy( 长 度 为 Ny)。h 是 二 维 FIR 滤波 器 ， 以 微分 形 
RER. AEK Fx 和 Fy 是 一 1.0~1.0 之 间 的 归 一 化 频率 ，1. Wr 
一 半 。 

fsamp2: 基于 抽样 频率 的 二 维 FIR 滤波 器 设计 。 

。 fsamp2 基于 笛 卡 儿 域 上 抽样 点 描述 的 所 需 二 维 频率 响应 设计 FIR 滤波 器 。 

。 H=fsamp2(HD) 使 用 频率 响应 HD 设计 二 维 FIR 滤波 器 ， 调 用 函数 后 返回 滤波 器 
的 系数 矩阵 H. HD 是 一 个 矩阵 ， 包 含 My 频率 轴 上 一 1.0 一 1.0 之 间 等 间隔 抽 
样 点 的 频率 响应 ，1. 0 对 应 抽样 频率 的 一 半 。 

ftrans2; 基于 频率 变换 法 的 二 维 FIR 滤波 器 设计 。 

。 H-ftrans2(B, T)j*/E ZH FIR 滤波 器 五 ， 该 二 维 滤 波 器 是 将 一 维 FIR 滤波 器 B 
进行 了 变换 后 得 到 。 变 换 和 矩阵 T 内 的 元 素 决定 频率 的 转换 系数 。 

fwind2: 基于 二 维 窗 函 数 的 二 维 FIR 滤波 器 设计 。 

。 fwind2 使 用 窗 函 数 法 设计 二 维 FIR 滤波 器 。fwind2(HD) 根 据 给 定 的 滤波 器 频率 
响应 HD， 使 用 二 维 窗 函数 来 设计 FIR 滤波 器 ，fwind2 中 窗 函 数 是 二 维 的 ， 而 
fwindl 中 和 窗 函 数 则 是 一 维 的 。 

hamming: 汉 明 窗 。 

。 hamming(N) 以 列 向 量 形式 返回 N 点 对 称 的 汉 明 窗 。 

hann: 汉 宁 窗 。 

。 hann(N) 以 列 向 量 形 式 返 回 N 点 对 称 的 汉 宁 窗 。 
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ifft, 二 维 离散 传 里 叶 反 变换 函数 。 
。 ifftZCE»3R [BI AB Pe F 的 二 维 傅 里 叶 反 变换 。 如 果 下 是 一 个 向 量 ， 结 果 与 ifft 结果 
相同 。 
。 ifft2(F，MROWS，NCOLS) 先 对 和 矩阵 下 补 零 ， 使 其 成 为 MROWSxNCOLS 的 矩 
EE, EPEAT wi aE mM 
ifftshift 傅 里 叶 反 变换 移 频 函 数 。 
。 当头 是 向 量 时 ，ifftshift(X) 把 XX 的 左右 两 半 进 行 交 换 。 当 X 是 矩阵 时 ，ifftshift(X) 
把 X 的 第 一 象限 和 第 三 象限 ， 第 二 象限 和 第 四 象限 进行 交换 。 对 于 一 个 N 维 的 数 
2H. ifftshift OO J£. X 每 一 维 对 应 的 空间 进行 对 半 交 换 。ifftshift 是 fftshift 的 逆 
过 程 。 
imagesc: 将 数据 尺度 化 并 显示 为 图 像 。 
e imagesc(... ) 与 函数 image(... ) 的 唯一 区 别 在 于 ，imagesc 函数 将 数据 尺度 化 到 整 
个 亮度 范围 。 i 
imread: 图 像 数 据 读 取 函数 。 
。 A=imread(FILENAME, FMT) M Ff FILENAME 指定 的 文件 中 读 取 图 像 ， 
图 像 可 以 为 灰 度 图 像 或 彩色 图 像 。 如 果 文 件 不 在 当前 目录 或 当前 MATLAB 路 径 中 ， 
则 要 指明 完整 的 路 径 名 称 。 字 符 串 FMT 指定 图 像 文 件 格式 ， 即 标准 文件 扩展 名 。 
imshow: 图 像 显示 函数 。 
。 imshow(I, [LOW HIGHJ) 显 示 灰 度 图 像 I， 指 定 的 灰 度 范围 为 LLOW HIGH]. 
。 imshow(RGB) 显 示 真 彩色 RGB 图 像 。 
。 imshow(BW) 显 示 二 值 图 像 ， 像 素 值 为 0 的 点 显示 为 黑色 ， 像 素 值 为 1 的 点 显示 
为 白色 。 
imwrite: 把 图 像 数据 写 人 文件 函数 。 
* imwrite(A, FILENAME, FMT) 将 图 像 A 写作 指定 的 文件 中 ,文件 名 由 
FILENAME 指定 ， 文 件 格式 由 FMT 指定 。 
Kaiser: BU B. 
。 W=Kaiser(N) JJ) [3] E 3X 3& E N 点 的 凯 瑟 窗 W。 
mesh; 三 维 曲面 图 。 
mesh(X，Y，Z，C) 绘 制 由 四 个 矩阵 所 指定 的 彩色 网 格 曲面 图 。 
mod: 求 余 函数 。 
。 当 y 不 为 0 时 ，mod(x，y) 的 结果 为 x 一 n. * y， 其 中 2 一 floor(Cz./y)。 如 果 y 不 
是 整数 且 比 值 z. /y 在 整数 的 舍 入 误差 之 内 ， 则 m 仍 为 floor(z./y)。 输 入 的 x 和 
y 必须 是 长 度 相 同 的 实 序列 或 实数 。 
polyval, 多 项 式 求 解 函数 。 
* YY 一 polyval(P，X) 返 回 多 项 式 P EX 处 的 值 。P 是 长 度 为 N 十 1 的 向 量 ，P 中 的 
元 素 是 按 降 寡 顺序 排列 的 多 项 式 的 系数 。 
rand: 产生 均匀 分 布 的 伪 随 机 数 函数 。 
rectwin: 矩形 窗 。 
。 W=rectwin(N)ik E N 点 矩形 窗 。 
residue: 部 分 分 式 展开 函数 。 
* [R，P，K]=residue(B，A) 返 回 用 B(s)/A(s) 表 示 的 部 分 分 式 的 余数 、 极 点 和 直 
接 项 。 如 果 没 有 多 重 根 ， 向 量 BMA 的 元 素 分 别 是 分 子 和 分 母 按 s 的 降 军 排列 的 
AR. BRUM RAP 是 列 向 量 ， 分 别 表示 余数 和 极点 位 置 。 直 接 项 K 以 行 向 
量 表示 。 
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residuez: Z 变换 的 部 分 分 式 展开 函数 。 
* CR, P, K]=residue(B, AREH B(z)/A(z) 表 示 的 部 分 分 式 的 余数 ， 极 点 和 直 
接 项 。 其 中 ,向量 B 和 A 的 元 素 分 别 是 分 子 和 分 母 按 (一 1) 的 升 宕 排列 的 系数 。 
函数 返回 的 R 和 PP 是 列 向 量 , 分别 表 示 余 数 和 极点 位 置 。 直 接 项 K 以 行 向 量 
表示 。 
rgb2gray: 通过 消除 色调 和 饱和 度 分 量 , 保持 亮度 不 变 的 方法 将 RGB 图 像 转换 成 灰 度 
AR. 
roud(X): 返回 X 中 每 个 元 素 最 靠近 的 整数 。 
spectrogram:， 计 算 短 时 傅 里 叶 变 换 (CSTFT) 。 
e S 二 spectrogram(X) 返 回信 号 X 的 频谱 图 S。 默 认 情 况 下 ，X 将 分 成 8 段 ， 相 邻 段 
之 间 有 50%% 的 重 于 ,每 段 使 用 汉 明 窗 函 数 加 窗 。 用 于 计算 离散 傅 里 叶 变 换 的 频率 
点 数 为 最 大 值 256， 或 者 大 于 每 段 长 度 的 下 一 个 2 HK. WRX 不 能 被 平分 成 8 
段 ， 则 会 做 截断 处 理 。 
sum; 求 和 函数 。 
。 S 二 sum(X) 是 对 向 量 X 中 的 元 素 进行 求 和 。 如 果 X 是 一 个 矩阵 ， 则 对 X 每 一 列 
分 别 求 和 ，S 为 行 向 量 。 对 于 N 维 数组 ，sum(X) 在 第 一 个 size 大 于 1 的 维度 上 运 
$E. WDR X 的 元 素 是 单 精度 或 双 精 度 浮 点 数 ， 则 S 按照 X 的 数据 类 型 累加 ， 且 求 
和 结果 S 与 X 类 型 相同 。 如 果 六 不 是 浮 点 数 ， 则 S 的 累加 和 最 终结 果 均 为 双 精 度 
数据 类 型 。 
* S=sum(X, DIM)# DIM 指定 维 数 求 和 。 
surf; 三 维 曲 面 图 函数 。 
。 surf(X，Y，Z，C) 绘 制 由 四 个 矩阵 所 指定 的 彩色 曲面 图 ， 可 使 用 VIEW 指令 指定 
视角 。 轴 的 刻度 由 X、Y 和 2 的 范围 决定 ， 也 可 使 用 AXIS 指令 定义 轴 的 刻度 。 
颜色 尺度 化 由 C 指定， 或 者 使 用 CAXIS 指令 设 定 。 尺 度 化 的 色彩 使 用 
COLORMAP 指令 设 定 。 阴 影 的 模式 由 SHADING 指令 设 定 。 
tf2sos: 传输 函数 到 二 次 分 式 转换 函数 。 
e [SOS，Gj]=tf2sos(B，A) 返 回 及 (z) 表 示 的 系统 的 二 次 分 式 形式 的 矩阵 SOS 以 及 
HARAG, H(z) WAHAB, HAA. HKO MERA —3g de 3E ROT. 
unwrap: 相位 角 展 开 函 数 。 
。 unwrap(P) 函 数 对 弧度 相位 P 进行 展开 ， 其 将 跳 变 绝对 值 大 于 或 等 于 pi 的 相位 改 
变 到 其 2* pi 的 补 集 。 其 沿 着 P 的 第 一 个 维度 展开 ， 且 不 改变 该 维度 的 第 一 个 相 
位 值 。P 可 以 是 标量 、 向 量 、 和 矩阵 或 N 维 数组 。 
。 unwrap(P，TOL) 在 展开 时 ， 用 设 定 的 跳 变 容 值 TOL 代替 默认 的 pi. 
vander: 范 德 蒙 矩阵 。 
。 A-vanderCVO3R Ey $8 2e AB Pc, ABE A 的 列 是 向 量 V mM. 算法 为 A(i, j)= 
v(i)*(n—j). 
wavplay: 使 用 Windows 音频 播放 器 播放 声音 文件 。 
。 wavplay(Y，FS) 将 信号 向 量 Y 以 抽样 频率 FS Hz 传送 给 Windows 的 音频 播放 设 
备 。 标 准 的 音频 抽样 频率 是 8000、11025、22050、44100Hz。 和 矩阵 Y 中 所 包含 的 
音频 数据 必须 存储 为 以 下 数据 类 型 : 双 精 度 型 、16 位 整数 型 或 者 8 位 整数 型 。 其 
中 ， 双 精度 数据 的 范围 需要 满足 一 1. 0 二 y 过 1. 0， 超过 这 一 范围 的 数据 被 截断 。 
wavread: H . wav 声音 文件 。 
e Y— wavread FILE) i B di ^£ fF 88. FILE 指定 的 声音 文件 ， 将 采样 数据 返回 到 Y。 
如 果 没 有 指定 扩展 名 ， 则 扩展 名 为 “wav”。 
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* [Y，FS，NBITS] 二 wavread(FILE) 返 回 抽样 频率 FSCHz) 和 文件 中 用 来 编码 数据 
样本 点 的 位 数 (NBITS)。 
wavwrite: 写 人 . wav 声音 文件 。 
e wavwrite(Y，FS，NBITS，WAVEFILE) 将 数据 Y 写 人 Windows WAVE 文件 ， 
文件 名 由 WAVEFILE 指定 ，FS 为 抽样 频率 (Hz)，NBITS 为 位 数 ， 可 为 8、16、 
24 或 32。 立 体 声 的 数据 需要 使 用 列 数 为 2 的 矩阵 表示 。 
zplane: z 平 面 零 极点 图 。 
e zplane(Z，P) 绘 制 出 以 单位 圆 为 参考 的 零点 Z 和 极点 P 的 图 ，Z、P 都 是 列 向 量 。 
图 中 零点 用 “o” 表 示 ， 极 点 用 “x” 表 示 。 多 重 零 极 点 的 重 数 标注 在 各 零 极点 的 右上 
方 。zplane(B，A) 函 数 中 ，B 和 A 都 是 行 向 量 ， 向 量 中 各 元 素 分 别 表 示 系 统 函 数 
的 分 子 多 项 式 B(z) 、 分 母 多 项 式 A(z) 的 系数 。 


部 分 习题 答案 


第 1 章 
1.1 电路 的 环 路 方程 为 
Uv = V + Up 
JF H. v, —iR, 
UV. = (1/0) ia = C1/RC) fo dr 
则 环 路 方程 可 以 写 为 


/RC) [osdi = y —u, 


利用 (1. 8) 中 梯形 积分 法 ， 我 们 得 到 
un) — wu (n) = u (a —1)— v(n— 1) +(T/2RC)Lv, (n) 十 ww(2 一 1)] 





化 简 得 
v,G) = Ki[vGD — v,(n—1)] + Kv nom 1) 
其 中 
K= RE FT 
Ks,= 2RC — T 
2RC + T 
1.3 (a) 
n vi vi/3 vi(n— 1)/3 vo(n—1)/3 Vo 
0 x 1/3 0 0 1/3 
1 0 0 1/3 1/9 4/9 
2 0 0 0 4/27 4/27 
3 0 0 0 4/81 4/81 
4 0 0 0 4/243 4/243 
(b) 
n Vi vi/3 vi(n— 1)/3 Vo(n—1)/3 Vo 
0 1 1/3 0 0 1/3 
1 1 1/3 1/3 1/9 7/9 
2 1 1/3 1/3 7/27 25/27 
3 1 1/3 1/3 25/81 79/81 
4 1 1/3 1/3 79/243 241/243 


15 + 建立 一 个 正弦 输出 的 函数 发 生 器 ， 其 振幅 为 1V。 
- 将 函数 发 生 器 产生 的 正弦 信号 输入 至 数字 滤波 器 ， 使 用 双 踪 示波器 观察 输入 和 输出 。 
- 增益 是 输出 的 振幅 除 以 输入 的 振幅 ， 相 位 是 以 输入 为 参考 的 相 移 。 测 量 从 近似 于 0— fs /2 频率 范 
围 的 增益 和 相位 。 
下 大 一 
1.9 (a) 幅度 响应 为 
1 
— 4^A-— Kcos(uT)! + K’ sin’ (wT) 





ye 
xeu 
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相位 响应 为 
wT) = 0 — arctan| ASR | 
(d) 当天 一 1. 25 时 系统 不 稳定 。 
1.11 AaT)={0.25, 0.25, 0.5, 0, 0, 0, =+} 
1.13 (a) |K|>1 
(b) |K|<1 
第 2 章 
2.1 zsLnj 在 n= 二 2 时 有 非 零 值 。 
2.3. (a) slnJ=yln—1]+ 4 Gln} +2ln-1) 
(b) Y (1220; 
Tz0.1; 
for n-1:51 
y (n+1) =y (n) +T/2* (exp (-n*T) «exp (- (n-1) *T)) ; 
end 
Y 


最 后 结果 : y(5)~y[51]=0. 9941, 





-4| ud sid | bees | 
-10-8 -6-4-20 2 4 6 8 10 








f) h) 


29 egli ]-4 
2.11 (a) 都 不 是 
(c) zx.[n]—1. 5u[n—2]9-1. 5ul—n—2], x. [nJ=1. 5u[n—2]— 1. 5u[ —n—2] 
2.13 (a) ziLn] 是 周期 的 ; No —10, &—1. 
zxz[nj 是 周期 的 ; No=16, k=1. 
(b) No =80 
2.17 (a) r=0. 083s, 
(b) r=0. 144s, w=1200x rad/s 
2.20 (a) z[n]= C0. 5)"u[n] 
2.21 (a) 线性 (b) 时 不 变 (c) 因果 (d) 不 稳定 
2.23 (a) AR (b) 非 因果 
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2.25 y[n]+0. 7y[n—1]+0. 1ly[n—2]=2[nJ]+2[n—-1] 
2.27 (a) h[n]— hi[n] * h; [n] nCO. 8)"u[n] 
2.29 y[n]—-0, n«0, y[0]=2, y[1]=3, y[2]—1. y[n]=0, nz3 
第 3 章 
3.1 (a) (i)C; —3, C, —5/2, C;—37—x/4, C,—0, k>2 
(b) (0,73, 2|C |=5, &=0°, 2|CG; | 56, 6 —x/4, 2| C, | ^0, &2 
3.3 (a) mn 


3.4 (a) GC 一 二 1— enstx/23] 


(b) C, =pall — (0-4 je ^] 


3.7 fs-5000; 
pts-1000; 
terms-3; 
£0=10 
y=3*fouriersq(fs,pts,f£0,terms) ; 
y (1001) =0 
dt=1/fs; 
t=(0:dt:pts*dt) ; 
plot(t,y), grid 
3.8 (a) X,(w) =—12sinc(3w/2) 
(b) X,(w) —12e *" sinc(3w) 
3.11 (a) Gi Co) =0. 1sinc(0. 05w) +0. 2sinc(O. lw) 
Gs Cw) =0. O5sinc(0. 05w) +0. 2sinc(0. 01w) 


3.13. (a) G,G) —, È 2nsine(S*)a(w— 3) 


3.15 (a) Y.(w) =x" [uCo- DD —ul(w— 1) ] 
3.17 图 P3.12(a) 电 路 中 输入 为 
vı (t) = 2sin(502) 
V: (t) = 1. 99sin(50¢ — 78. 7°) V 


PEE 
3.19 (a) X(0) ——, zc 


(b) HLQ]=2+3e ? o- 4e i 


3.23 Xqp—28 È Cte" te h^ ) c0 2x5) 


3.25 X[k]=[1. 9922, 1.1861—j0. 6487, 0. 7969—j0. 3984, 0.6889— 30. 1799, 0.6641, 
0. 68894-j0. 1799, 0. 7969+j0. 3984, 1. 1861--j0. 6487] 
3.29 (b) Af=0. 15625Hz 
3.31 (a) X[k] = [2. 5000,2. 6429 + j0. 8057 ,3. 4549 + j2. 1353,15. 4409 + j11. 9860, — 5. 5902, 
15. 4409 — j11. 9860,3. 4549 — j2. 1353,2. 6492 — j0. 8057] 
(b) T=0.1; 
t=(0:T:7*T] ; 
x=5*cos (8*pi.*t) ; 
X=fft (x, 8) 
figure(1), stem(w,mX) 
Xs-fftshift (X); 
mX-abs (Xs) ; 
w= [0:pi/(4*T):7*pi/(4*T)]; 
figure(1), stem(w,mX) 
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C) X(w) =5xld(w— 8:0 +8(wt8x)]; 考虑 FFT 过 程 中 的 频谱 扩散 。 
3.33 Xan Lk] = [0.1015,0. 1067 — j0. 0448, — 4. 0277 — j0. 8262,7. 5828 + j3. 3671, 
— 7. 4252,7. 5828 — j3. 3671, — 4. 0277 + j0. 8262,0. 1067 + j0. 0448] 
两 题 FFT 的 幅度 频谱 图 表明 ， 当 使 用 汉 宁 窗 时 会 有 更 少 的 频谱 扩散 。 
3.34 (a) X[k]=[6, —1—j1. 0, —1+j1] 
(b) x- [1221]; 
X= fft(x) 
3.36 (a) x[n]G)y[n]—[1. 3, —2, 5] 
(b) zx[n]* yLn]=[2, 5, 4, 5, —1, —2, —6] 





3.41 (c) XC) = 二 Ce- rity 


2 


3.42 (i) (a) HO = Tropa 


(b) n= (ete uC) 


le * 


(e) o (3-27 


E Z HG) —arctan ( +) 
3.45 (a)numH = 2; denH = [1 5 4]; 
[H,w] = freqs (numH,denH); 
mH = abs(H); phH = angle(H)*180/pi; 
figure(1), plot(w,mH), grid 
figure(2), plot(w, phH), grid 
3.47 (a) la| <] | 


Juw) 





3.44 (a) |H |= 





(b) =-+—,, |al<|z|<# 


z—a z—b?’ 

(0. 521) — (0.521) 
1—(00.5z !) 

3.53 (i) x[n]— —1. 5u[ —n—1]--1. 5C0. 60"u[ —n—1] 
(ii) zinJ=—1. 5u[n]— 1. 5C0. 6)"u[n] 
(iii) zx[n]-— —1. 5u[—n—1]-— 1. 5C0. 6)"u[n] 

第 4 章 

43100Hz，45100Hz，87200Hz。 

(a) kfs (b) fs/k (c) fs 

yi (nT) —sinC1800zn T)3f B. y; (nT) =sin(2200nnT) 。 

200Hz 的 正弦 信号 ， 每 个 周期 5 个 抽样 点 。 

黑色 曲线 表示 由 于 频谱 重 琶 而 导致 的 频率 响应 。 


X(w) 


-2o, —9, -03 wz W; 2w; 


3.51 (c) X(2— » 240 


AA 
O N Ow 


4.11 QSNR 为 52. 64, 
4.18 方 波 的 QSNR Jy 64. 983396, 
三 角 波 的 QSNR Jy 53. 684123, 
4.15 (a) 10. Sys 
(b) 8. 4ps 
4.17 —49.89dB 
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4.19 0 一 8 
4.21 =R tRy 
4.23 取决 于 MATLAB 中 的 随机 数 发 生 器 ， 产 生 的 结果 将 会 有 所 不 同 。 
$a 
5 
3d 
= 
频率 (Hz) 
4.25 ”差分 方程 为 : y(n) 二 y(n 一 1) 十 (T/2)[z(n) 十 zx(n 一 1)] 
4.27 现 考虑 一 个 256V 的 系统 ， 则 8 位 输出 时 误差 为 0. 5V。 对 于 4 位 D/A 转换 器 可 以 输出 16 个 电 平 ， 
在 256V 系统 中 输出 误差 为 8V。 若 利用 4 位 D/A 转换 器 模拟 减法 器 ， 要 求 其 误差 为 0.5V， 则 4 
位 D/A 转换 器 的 精度 应 提高 16 倍 ， 误 差 为 0. 5V 而 不 是 8V。 
4. 29 
D/A 转换 器 与 保持 器 的 幅度 响应 
16 Lcd RISE CER PEE 
1.4 
12[- 
= 1 
T 08 
E 0.6 
0.4 
02 
E: 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 
频率 
4.31 0.0075 
第 5 章 
5.1 (a) FIR， 稳 定 ， 非 因果 ， 混 合 相 位 ，HP。 


5.3 


5.5 
5.7 


5.9 


(c) FIR, Be, AR, KAM, LP. 
(e) FIR, Be, AR, RAH, HP. 
(a) h(nT)— £0, 0, 0, 0, 0, 0, 05 0, Os 1, 0, Oy y 
(c) 是 ， 但 是 最 小 相位 也 是 最 大 相位 。 严 格 地 说 ， 因 为 没有 零点 ， 所 以 最 小 相位 和 最 大 相位 在 此 不 
适用 。 
_ 0. 2z* +0. 5332? +27 +0. 533z4-0. 2 
z$ 
h = [0.0275 — 0.0345 — 0.0773 — 0.0286 0.1187 0.2842 0.3565 
0.2842 0.1187 一 0.0286 — 0.0773 — 0.0345 0.0275] 
W[n]={-, 0, 0, 0, 4, —6, 2, —6, 45 0, 0, 0, +} 


H(z) 
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5.11 


5. 13 


5. 15 
5. 17 





频率 (Hz) 
c) 


矩形 窗 过 渡 带 带宽 一 556. 6406 
布莱克 曼 窗 过 渡 带 带宽 二 2490. 2344 

三 角 窗 (巴特 利 特 窗 ) 过 渡 带 带宽 = 二 1230. 4688 
汉 明 窗 过 渡 带 带宽 一 1210. 9375 

汉 宁 窗 过 渡 带 带宽 一 1289. 0625 


h(n) ={0, 0.5, 0.5, 0.075, 0.25, 0, 0, 0, *- 


fs - 44100; 

fpass - 6000; 

fstop - 8500; 

rpass - .01; 

10^(-70/20); 

fc = fpass + (fstop - fpass)/2; 
len - 86; 


rstop 


) 


num = firl(len-1, fc/(fs/2), blackman (len)); 





Delta 增 益 /Delta 频率 
8 


滤波 器 长 度 与 汉 明 窗 斜 率 的 


关系 





0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 


5.21 


5. 23 






和 矩形 窗 
0 - 
0 5 10 15 20 25 30 


5099990, 
LLLI Poo 
i m Los C as c 
5 20 25 30 


0 10 1 


e) 
fs - 44100; 
fpass - 8000; 
Rp = 0.01; 
fstop - 10000; 
Rs = .02; 


%Parks-McClelland 

F = ([fpass fstop]); 

M = ([1 01); 

Dev - [Rp Rs]; 

[N F A W] = firpmord(F, M, Dev, fs); 
disp (N); 

N = 40; 

num = firpm(N, F, A, W); 

$Kaiser 

fc = fpass + (fstop-fpass) /2; 

eps = min(Rp, Rs); 

A = -20*10g10 (eps); 

Ka = (A - 7.95) /14.36; 

alpha = 0.1102*(A - 8.7); 

L = ceil(1 + Ka*fs/(fstop - fpass)); 
disp (L-1); 
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L = 52; 


num = firl(L-1, fc/(fs/2), kaiser(L, alpha)) ; 


9.25 fs = 44100; 
fpass = 3000; 
fstop = 4600; 
fc = (fpass + fstop)/2; 
rp = .05;rs = .03; 
eps = min(rp, rs); 
lambda = -20*10g10 (eps); 
L = 52: 


num = firl(L-1, fc/(fs/2), chebwin(L, lambda) ) ; 


5.27 SLE RBH 27. 
Dolph- Chebyshev 阶 数 为 32 。 


帕克 斯 -麦克 莱 伦 阶 数 为 23。 
PASE IFAS HOPI MEME UE 









5.29 fs = 44100;T = 1/fs; 
pts = 2500; 
£0 = 500; 
terms = 18; 


= 0.01 M 
m= LM 


"T WEN BE SEMA A 








4000 5000 6000 7000 8000 9000 1000011000 
频率 (Hz) 
c) 


x = fouriersq(fs, pts, £0, terms); 


fpass = 5*f0; 
fstop = 9*f0; 
rpass = 0.05; 
rstop = 0.05; 


F = [fpass fstop]; 

M = ([1 01); 

Dev = [rpass rstop] ; 

[N F A W] = firpmord(F, M, Dev, 
disp (N); 

N = 28; 

num = firpm(N, F, A, W); 
ESEEESESESESESESEESESESESEEEEES 
y = filter(num, 1, x); 

figure (1); 

subplot(2, 1, 2); 

plot(nT, y, 'r'); 

axis([0 5/£0 -1.2 1.2]); 
title('Filtered square wave') ; 
xlabel('Time in seconds’) ; 
ylabel ('voltage') ; 


fs); 





5.31 
b) 
2 
5.33 Hı (2) = EEL BUSS 0. 8629 AHL 
5.35 (a) € 


(b) 乘 以 传输 函数 (> 一 1)/z。 
5.37 和 希 尔 伯 特 变换 器 是 20 阶 。 
5.39 ”问题 中 增加 下 面 代码 ， 
n= 0:2047; 
figure(1) ;clf; 
subplot (2,1,1) 
plot (n,x) 
axis([0 2000 0 2]) 
title('Original signal’) ; 
fs = 1000; 
diff = remez(21, [0 1], [ 0 pi/fs], 'd'); 
y = filter(diff, 1, x); 
y = y/max(y) ; 
subplot (2,1,2) 
plot (n, y) 
title('Differentiated signal'); 
axis([0 2000 0 21) 
5.41 h(n)=({0.2, 0.2, 0.2, 0.02, 0.02, 0, 0, 0, =°} 


第 6 章 
YGO. z^F4áeri 1 
$1 fee 3M 
(b) 增加 模拟 滤波 器 的 阶 数 一 倍 。 
6.3 fem =O, 96.896, 211.922, 286.045, 319.546 
6.5 








-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 i 
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6.7 





-1 08 -06 04 02 0 02 04 08 1 


模拟 滤波 器 在 s 域 稳定 ， 则 其 对 应 的 数字 滤波 器 在 = 域 也 稳定 。 


6. 9 wporewarp > W 


c 
t0 


6.11 (a) l. (b) AE. (c) 分 子 为 1 阶 ， SH 2 Br. (d) f—8.926Hz 
6.13 (a) 4 K: 为 有 限 值 时 ， 稳 定 。 

(b) 当 |K |<1 时， 稳定 。 

(c) 当 |K; | 二 1 时 ， 稳定 。 
6.15 fs = 1000;T = 1/fs; 

fL = 150;wL 2*pi*fL; 

fH = 150;wH 2*pi*fH; 

K = 0.1275; 

numL - K*[1 2 1]; 

denL = [1 -0.7818 0.2919]; 


6.17 只 有 (a) 和 (c) 。 


四 个 数字 滤波 器 





6. 


ooooo 


21 


23 
25 
27 
29 
31 


. 33 
» 35 


.37 


6.39 
6. 41 


部 分 习题 答案 


Butterworth 一 一 蓝 色 ，Chebyshev I 型 一 一 红色 ，Chebyshev [| 型 一 一 绿色 ， 椭 圆 一 一 黑色 。 输 出 
结果 为 

Butterworth order is 18 

Chebyshev 1 order is 8 

Chebyshev 2 order is 8 

elliptic order is 5 


fs = 1000; 

fpass = 150; 

Rpass = 0.03;RpDB = -20*10glO0(1-Rpass); 
fstop = 200; 

Rstop = 0.03;RsDB = -20*10g10 (Rstop); 


[N fp] = ellipord(fpass/(fs/2), fstop/(fs/2), RpDB, RsDB); 
[num den] = ellip(N, RpDB, RsDB, fp); 
[H f] = fregz(num, den, 1024, fs); 


增益 为 0.0113, 

增益 为 0. 6169 。 

N=20 

chirp 函数 的 时 域 响应 包 络 是 幅度 谱 。 

(a) z= 十 1 

(b) z=—1 

(c) z—j 

K=— 0. 2949, 

(a) 180° 

(b) 滤波 器 是 稳定 的 ， 所 以 脉冲 响应 一 定 会 衰减 至 零 。 
(c) 输出 为 一 7. 5。 

(a) 高 通 滤波 器 

(b) 阶 数 为 2。 

(c) 是 。 

(d) y(n) —xG-—1) —zi—2)—1.2y(—1) —0. 52y(n—2) 
(e) 衰减 到 0。 

(f) AG0 —(0, 1, —2.2, =} 

53. 94dB 
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频率 (Hz) 频率 (Hz) 频率 (Hz) 
d) e) f) 
e = 
643 Hye = LIA 0. 610 
2 
rw = 0. 61z E nx 
z 
ex 2 a 
Ato = 0. 612 ws 1 
6.45 ”一 种 可 行 的 解法 
fs = 11025; 
fpass = 2000; Rpass = .05; 
fstop = 2800; Rstop = .05; 


pl = .79*exp(j*pi*.42); 

p2 = conj (pl); 

p3 = 0.5*exp(j*pi*.40); 

p4 = conj (p3); 

p5 = 0.2*exp(j*pi*.45); 

p6 = conj (p5); 

Ps = [pl p2 p3 p4 p5 p6 J; 


zl = exp(j*pi*.75); 
z2 - conj(z1); 
z3 = exp(j*pi*.52); 
z4 - conj(z3); 


Z5 = -1; 

Zs = [zl z2 z3 z4 25]; 
den = poly (Ps); 

num = poly (Zs); 


[H f] = freqz(num, den, 1024, fs); 
fiqure(1);c1lf 

subplot(1, 2, 1); 

zplane (num, den); 

subplot(1, 2, 2); 

plot(f, abs(H)/abs(H(1))); 
xlabel('frequency in Hz'); 
ylabel('Gain'); 

line([0 fpass], [1-Rpass 1-Rpassl); 
line([O fpass], [1+Rpass 1+Rpass]); 
line([fstop fs/2], [Rstop Rstop]); 
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6.47 fs = 11025; 


6. 49 


himp = [0.05874 0.24544 0.40875... 
0.32218 0.06298 -0.10723 
0 


-0.08514 -02305 0.07536 
0.03961] ; 
ho = himp(1);h1 = himp(2);h2 = himp(3); 
h3 = himp(4);h4 = himp(5);h5 = himp(6); 
h6 = himp(7); 
$Form the A matrix 
A = [1 0 0 O 0-0-0; 
0 00 -ho 0 0; 
001 0 -hl -ho O0; 
000 1 -h2 -hl -h0; 
0000 -h3 -h2 -h1; 
0000 -h4 -h3 -h2; 
0000 -h5 -h4 -h3; 


$Form the b matrix 

b = [hO0; hl; h2; h3; h4; h5; h6;]; 
$Ax - b so 

x - A^-1*b; 

$Get numerator and denominator from x 
num = [x(1) x(2) x(3) x(4)]; 

den = [1 x(5) x(6) x(7)]1; 


(a) M—-2, N=3 

(b) 4; 6GD0—(—1, 0. 7, 0:1, 0.2, 0.15 0.05) 

(c) h, G0 —(—1, 0. 7, 0.1, 0,2, 0.1, 04.05) 

XE — —101g(V,/V)* , EEH, (V/V)? —1/2, FI -— —101g(1/2) —3. 010323dB, 








原始 方 波 梳 状 滤波 器 频率 响应 





x10? li x 104 
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6.55 巴特 沃 思 幅 度 谱 曲 线 





6.57 单 级 中 频带 相位 偏转 约 为 一 10"。 二 级 中 频带 相位 偏转 约 为 一 20"。 幅 度 增益 在 整个 频带 内 不 变 。 
6.59 159.155Hz 
6.61 (a) 使 用 线性 内 插 法 得 到 约 一 15. 1d4B。MATLAB 图 给 出 更 精确 的 结果 为 一 12. 45dB。 


o z? —1. 8596z+1 
(b) HG2 —K 757 80382-I-0. 9409 


6.63 BW=0. 50Hz, f.—1333.3Hz. 

6.65 极点 位 于 rcos(0.) d jrsin(C8.) —0. 655123-30. 72758 处 。 
零点 位 于 共振 点 z== 土 1 处 。 

6. 67 


低 通 和 高 通 巴特 沃 思 汪 波 器 









AeL 


bee | 
poned 





* 
08|- Aas 

‘ 

1 

4 06| e 
= i 
s 

upesi 


x cis 


6.69 8 位 转换 器 的 量化 噪声 约 为 一 48dB。 通 带 波动 能 达到 要 求 ， 但 阻 带 波动 达 不 到 要 求 。 
6.71 fs = 11025; 

num = [1 0 -1]; 

den = [1 -1.683906 1]; 

[h nT] = impz(num, den, 1024, fs); 

figure (1) ;clf; 

stem(nT, h); 

title('Impulse Response’) ; 

xlabel('time in seconds') ; 


6. 73 
6.75 


ylabel ('voltage') ; 
axis([0 0.01 -2.2 2.2]); 
0. 52? —0. 7320z+0. 4094 
ERREN CU YE 
fps - 100;Rps - 0.01; 
RpsDB = -20*10g10(1-Rps); 
fst - 150;Rst - 0.01; 
RstDB = -20*10g10(Rst); 
[N fp] = ellipord(fps/(fs/2), fst/(fs/2),... 
RpsDB, RStDB); 
disp (N); 
[num den] = ellip(N, RpsDB, RstDB, fp); 
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第 7 章 
7.1 ”原始 信号 
1 
$ os | 
Y: S00 1000 1500 2000 2500 3500 4000 4500 5000 
频率 (Hz) 
7.3 降 抽 样 在 5 FRAP AIRS. 
7.5 Roass=0. 02 
Revop =0. 0001 
7.7 三 个 滤波 器 的 通 带 都 是 从 0Hz 到 100Hz。 对 于 第 一 个 滤波 器 ， 当 D=2 时 ， 阻 带 从 10kHz 到 
20kHz。 经 过 降 抽 样 ， 新 的 抽样 频率 为 20kHz。 对 于 第 二 个 滤波 器 ， 当 了 D=4 时 ， 阻 带 从 2. 5kHz 
到 10kHz。 降 抽样 后 ， 新 的 抽样 频率 为 5kHz。 对 于 最 后 一 个 滤波 器 ， 当 D=5 时 ， 阻 带 从 500Hz 
到 2. 5k Hz。 
Ry = 0. 001 
Rop = 0. 002 
7.9 (1— ry) = 1 rp)? =1—3r, 305 — n4 


其 中 T pfinal x3r, 


f=10Hz 





时 间 (s) 
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f=20Hz f=20Hz 





时 间 (s) 频率 (Hz) 


(=20Hz f=30Hz 





时 间 (s) 频率 (Hz) 
7.13 第 一 个 信号 用 11025 进行 抽样 后 的 频率 分 量 为 1000Hz、10025Hz、12025Hz 和 21050Hz。 第 二 个 


信号 用 22050 进行 抽样 后 的 频率 分 量 为 1000Hz 和 21050Hz。 


7.15 下 列 MATLAB 程序 将 得 到 正确 的 结果 。 其 中 绘图 指令 已 略 去 。 
N = 10000; 


fs = 11025;T = 1/fs; 

t = 0:T: (N-1) *T; 

y = chirp(t, 10, (N-1)*T, 2000); 

多 

yDFT = fft(y); 

f = 0:fs/N:fs-fs/N; 

yDFTNorm = abs (yDFT) /max (abs (yDFT) ) ; 
sUpsample by 4 

yUp = upsample(y, 4); 

nTUp = [0:4*N-1]*T/4; 

yUpDFT = fft(yUp); 

f = 0:fs/(N) :4*£s-£s/ (4*N) ; 

yUpNorm = abs (yUpDFT) /max (abs (yUpDFT) ) ; 
% Create interpolation filter 
fpass = 2000;rPass = .001; 

fstop = fs/2;rStop = .001; 

F = ([fpass fstop]);M = ([1 0]); 

Dev = [rPass rStopl; 

[NF F A W] = firpmord(F, M, Dev, 4*fs); 
hl = firpm(NF, F, A, W); 

[H £1] = freqz(hl, 1, 1024, 4*fs); 


Ja iT 


7.19 


7.21 
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$Filter result 
yF = filter(hl, 1, yUp); 
yF = yF/max(yF) ; 
yFUpDFT = fft(yF); 
f = 0:fs/(N) :4*£s-£s/ (4*N) ; 
yFNorm = abs (yFUpDFT) /max (abs (yFUpDFT) ) ; 
(a) 0. 65625=21/32. 
(c) 2.375=19/8. 
8 倍 升 抽样 5 倍 降 抽 样 。 
原始 信号 ,f=500Hz 





0.05 0.055 006 0065 007 
BH Cs) 


c) 
最 终 信号 ， f=400Hz 







oooocoaoe 
005 005 006 0065 007 


(a) 该 程序 为 2 倍 降 抽样 ， 每 隔 一 个 丢弃 一 个 样本 值 。 每 次 模拟 数字 转换 ， 计 数 变量 都 会 递增 。 当 
计数 变量 为 偶数 时 ， 标 志 位 置 1， 主 程序 做 一 次 计算 。 当 计数 变量 为 奇数 时 ， 跳 过 该 抽样 点 。 
(b) 系数 对 称 的 FIR 滤波 器 。 并 不 是 按照 此 式 yt —b[i]* x[i]d-b[i]* xLN 一 口 进行 计算 ， 我 们 提 

去 公共 因子 b[i TE RUP SE TE BS PORC. 

(c) 计数 变量 通常 和 redoFlag 标志 位 结合 起 来 。 当 计数 变量 为 偶数 时 ， 通 过 将 标志 位 置 1 来 进行 
一 次 计算 。 相 反 ， 当 计数 变量 为 奇数 时 ， 跳 过 该 抽样 点 。 

(d) 中 断 服 务 程序 在 每 个 样本 抽样 周期 运行 一 次 。 

(e) 这 是 因为 滤波 器 的 系数 具有 对 称 性 ，6[0] 二 6[13]，6[1] 二 6[12]，… 

(f) 可 以 采用 相同 的 系统 ， 但 需要 改变 中 断 服 务 程序 。 原 先是 当 计数 变量 count 为 偶数 时 ， 标 志 位 
£1, 启动 中 断 服务 程序 。 而 当 变 为 3 倍 降 抽样 时 ， 需 要 检查 计数 变量 count 是 否 满足 
count % 3 为 零 ， 据 此 来 设置 标志 位 。 

(g) 约 有 两 个 抽样 周期 。 每 个 抽样 周期 都 会 有 一 个 中 断 用 来 输入 下 一 个 样本 。 由 于 每 隔 一 个 的 样 
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本 将 会 被 丢弃 ， 所 以 有 两 倍 的 有 效 时 间 用 于 计算 。 
7.23 下 列 MATLAB 程序 可 以 提供 正确 的 信号 ,输出 命令 已 被 省 略 。 
fs = 1500;T = 1/fs; 
fsig = 100; 
n = 0:1/T; 
nT - n*T; 
X - chirp(nT, 10, 0.2, 500); 
nT5 = n*T/5; 
y5 - interpl(nT, x, nT5, 
'linear', 'extrap'); 


7.25 8kHz 原 始 信号 Sita 3 











0 


| sil 





oo ——ÀÁÓ O05 0.045 0.0455 0.046 0.0465 ede dac dd 0.05 


a) 
保持 内 MEL 11025Hz 线性 内 11025Hz 





7.27 
- Q0 0005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 
时 间 (s) 
b) 
降 抽 样 后 信号 频谱 

第 8 章 
8.1 (—44)+(—112)+64+125+(—44)=—11 
8.3 10f% 
8.5 +1~3.98V 


—1~6. 02V 
8.7 对 于 两 个 二 阶 系统 级 联 ， 需 要 7 次 乘法 ，8 次 加 法 。 
对 于 PM 运算 法 ， 需 要 10 次 乘法 ，17 次 加 法 。 
8.9 T=a 十 m(N 十 1)/2 十 s H fss1l/ TR Z2 WB Jn 25 BT [8] 
Za Ze Ze Za 
PibzPsPs 
8.13 fs = 8000; 
fpass 1000; 
fstop 2000; 
rpass 0.03; 
rstop 0.03; 


8.11 
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"j 
" 


([fpass £stop]); 

(I1 01); 

Dev - [rpass rstop]; 

[IN F A W] = firpmord(F, M, Dev, fs); 
N = 12; 

disp (N); 

num = firpm(N, F, A, W); 


8.15 const float G = 0.00477006; 


= 
! 


const float b[10] [3] = ((1.0, -4.71106722, 5.28109714}, 
(1.0, -0.89206222, 0.18935459), 
(1.0, -2.52279922, 2.76479423}, 
(1.0, 1.97588871, 1.00000000], 
(1.0, 0.96627129, 1.00000000}, 
(1.0, 1.78732314, 1.00000000}, 
(1.0, 0.10550133, 1.00000000], 
(1.0, 1.43418695, 1.00000000}, 
(1.0, 0.47004745, 1.00000000}, 
(1.0, -0.91247269, 0.36169057} 

): 


int main() 
(int i, xInt; 
float y; 
float x[10] [3]; 
while (1) 
(//Do A/D to xInt 
x[0] [0] = ((£loat)xInt/1024.0; 
for (i=0;i<10;i++) 
{x[i+1] [0] = bli] [0]*x[i] [0] + bli) (1) *x [i] [1] + bli] [2] *x[i] [2]; 
} 
y = G*x[9] [0]; 
//Send y to D/A 
for (i=0;i<10;i++) 


{x[i] [2] = x[i] [1]; 

x[i] [1] = x[i] [0]; 

} 

//Wait until next cycle 
} 
Sur 3 位 4 位 6 位 12 位 

0.5 100 1000 100000 100000000000 
2. 625 101 1011 101010 101010000000 
15. 015625 111 1111 111100 111100000100 


8.19 (a) 抽样 率 越 高 ， 极 点 将 越 密集 并 且 越 接近 z 一 十 1 点 。 这 将 会 增加 系数 的 敏感 度 。 
(b) 在 44100 处 ， 有 Ap, =1. 8431Aai 。 
在 88200 处 ， 有 Ap, =8. 0641 Aa). 
8.21 kl = 0.25396 k2 .= 0.41163 k3 = 0.65976 


8. 23 4 一 Ta7 则 | ， (ew sn ds 串 = 村 an 
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8. 25 


8. 27 


8. 29 


8. 31 


aa UTE 








0 i1 . 
C «— CT WW Lb: — ba, b; — boa is 0 =[b—ba, b;—ba;] 
D- DW] 
0.4980 —0. 2466 r03 
Al= | ] i= Cl = [—8.8544 2.9960] D1-—[1] 
0.2466 0.4980 Lil 
0.4687 —0. 6752 r03 
Pw | ] 2 一 C2 = [— 2.5197 2.9374] D2= [1] 
0.6752 0.4687 1 


ix Be MATLAB 代码 显示 了 如 何 实现 将 滤波 器 拆 分 成 两 级 形式 的 过 程 ， 并 且 将 每 一 级 的 增益 输出 。 
sos = tf2sos(num, den); 
This loop pulls out the second order sections from sos 


oe 


% and evaluates their magnitude response. The magnitude 
% responses are multiplied to form the total response of 
$ the system. 


num = sos(1:1,1:3); den = sos(1:1,4:6); 
[h fd] = freqz(num,den,1024,fs) ; 
h = abs(h); 
for i = 2:N 
num = Sos(i:i,1:3); den = sos(i:i,4:6); 
[hi fd] = fregz (num,den,1024,fs); 
h = h.*abs (h1); 
end 


(a) A=[ og aes s-[*] C-[061 2.9] D=[1] 


(c)num = [bO bl b2];den = [a0 al a2]; 
r - roots (den); 
alpha = real(r(1,1));beta = imag(r(1,1)); 
T = [-1/beta 0;-alpha/beta 1]; 
At - T^-1*A*T; 
Bt - T^-1*B; 
Ct = CXT; 


1 const float b[] = (-0.00725966, 0.04014696, 0.02354041, 


2 -0.08357119, -0.02859982, 0.31030209, 
3 0.53138928, 

4 0.31030209, -0.02859982, -0.08357119, 
5 0.02354041, 0.04014696, -0.00725966 
6 }; 

7 int main() 

8 {int i, xInt; 

9 float x, y; 

10 float v[13]; 

11 while (1) 

12 {//Do A/D to xInt 

13 x = (float) (xInt)/1024.0; 

14 y = b[0]*x + v[0]; 

15 for (i=1;i<N-Ł;i++) 

16 v[i-1] = b[i]*x + v[i]; 

17 v[N-1] = b[N]*x; 


18 //Send y to D/A 


9.3 


9.5 


9.7 
9.9 


部 分 习题 答案 


19 //Wait until next cycle 





000 O01 001s 002 0025 003 0035 004 
时 间 (s) 
对 于 无 损 音 频 文件 ， 所 有 信息 都 进行 编码 ， 解 码 时 文件 会 得 到 精确 复原 。 有 损 音 频 编码 时 ， 文件 中 
的 部 分 信息 会 在 编码 时 丢失 。 丢 失 的 数据 在 原 环境 中 通常 都 是 多 余 的 或 者 不 易 发 现 的 。 因 此 ， 有 损 
编码 比 无 损 编 码 有 更 高 的 压缩 比 。 j 
cos(z) =1— kra (1— kb; a* (1— kyr (1 
RB. —1/0*2, &—l1/G* 4), k& -1/6*6, ，… 
初始 化 >， 令 其 在 单位 1 时 为 1。 这 是 一 个 振荡 器 ， 需 要 一 个 小 扰动 来 使 其 振动 起 来 。 
与 100Hz 混 徐 的 最 低频 率 为 10925Hz。 在 表 9.12 中 将 
fsig=100; Tsig=1/fsig; 
换 成 
fsig=10925; Tsig=1/fsig; 
将 获得 相同 结果 。 


fs = 8000;Ts = 1/fs; 

%fsig = 174.614;Tsig = 1/fsig; 
fsig = 1318.51;Tsig = 1/fsig; 
thetaIncr = Ts*2*pi/Tsig; 

A = sin(thetaIncr); 

cos (thetaIncr); 

0:TSs:5; 

yl = [1 zeros(1, length(t)-1)]; 
y2 = [1 zeros(1, length(t)-1)]; 
for n = 2:length (y1) 

yl(n) = B*yl(n-1) + A*y2(n-1); 
y2(n) = -A*yl(n-1) + B*y2(n-1); 
end; 

figure (1);clf; 

yl = yl/max(y1); 

plot(t, yl); 

holdon; 

y2 = y2/max(y2); 

plot(t, y2); 





t t 
uo uw 
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9. 15 


axis([0 .1 -1.5 1.5]); 

xlabel('time in seconds'); 
ylabel('voltage'); 

title('sine and cosine at 0.393 Hz'); 
wavplay(yl, fs); 


fs 


y= 


11025;T = 1/fs; 
1000; 
[1 zeros(1, 19999)]; 


alpha = cos(2*pi*fo/fs) ; 
for n = 3:19999; 
y(n) = 2*alpha*y(n-1) - y(n-2); 


end 


(Ll: length (y) ) *T; 


figure (1) ;clf; 
= y/max(y) ; 
plot (kT, y); 














Hid Same ilii imd 
c li Hil 
. IH ll | 








DHL DH 
iil Lae 
E AT 


nT 
由 一 一 






原始 方 波 





0 0.005 001 0015 0.02 


电压 





9. 19 
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x 
Hl 


chirp(t, 20, 3, 2000); 
N fix(fs*dTimeMax) ; 
L = N + 1; $buffer length 
buffer = zeros(1, L); 


y = zeros(1, length(x)); 

UPt = N; Original pointer settings 
P1 = 1; 

dLen = fix(N*rand(1,1)) ; 

DPt = mod((UPt - dLen), L); 


P2 = DPt; 
j = 0; 
for i = 1:length (x) 
buffer (UPt+1) = x(i); %new input to buffer 


dIndex = mod(round(DPt), L) + 1; 

$Take output from buffer 

y(i) = K1*buffer (dIndex) + buffer (UPt+1) ; 
UPt = mod((UPt + 1),L); $update all pointers 
P1 = mod((P1 + 1), L); 


P2 = mod((P2 + 1), L); 
DPt = mod((DPt + 1), L); 


safter 3000 samples DPt will equal P1 so reset 
% to a new random value 


if(j == 3000) 
dLen = fix(N*rand(1,1)); 
P2 = P1; 
P1 - mod((UPt - dLen), L); 
j = 0; 
end 
j=j+1; 
$Move DPt linearly closer to P2 
if(P2 > P1) 
DPt - DPt « ((P2 - P1)/3000); 
else 
DPt = DPt + ((P2 + L - P1)/3000); 
end 
end 
y = y/(max(y) - min(y)); $normalize 


wavplay(y, fs); $play result 
figure (1) ;clf; 

subplot (2, 1, 2); 

y = y/max(y) ; 

plot(t, y); 

axis([0 1 -1.2 1.2]) 
title('Filtered signal signal'); 
xlabel('time in seconds'); 
ylabel('voltage'); 
subplot(2, 1, 1); 

x = x/max(x); 
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plot(t, x); 
axis([0 1 -1.2 1.2]); 
title('Original signal') ; 


9.21 WIFF (vibrato) 信号 





0 05 1 15 2 25 3 


时 间 (s) 
a) 


颤音 (vibrato) 信号 





0 1000 — 2000 3000 4000 S00 
频率 (Hz) 
b) 


9.23 频率 越 低 波长 越 长 ， 从 反射 器 反射 的 回声 会 与 原 信号 产生 干扰 。 然 而， 越 高 的 频率 波长 越 短 ， 回 

声 与 原 信 号 基本 不 会 产生 干扰 。 

9.25 fs = 11025; T = 1/fs; 

t = T*[1:10000] ; 

sl = chirp(t, 480, 1, 500); 

S2 - chirp(t, 500, 1, 480); 
(1:length(s1))/length(s1); 
(length(s2):-1:1)/length(s2); 
S = [s1.*voll s2.*vol2]; 

t = T* [0:length(s)-1]; 
figure (1);clf; 

plot(t, s); 
title('frequency shift'); 


voll 


vol2 


xlabel('time in seconds'); 
ylabel('voltage'); 

axis([O 2 -1 1]); 

sound(s, fs); 


9.27 (a) «—0, a,——2, b ——2/(Q-- b DNI 

I (1+ Ak, )z? — 2z + 1 — Aki 
Ich z —2z/(--k) -(0— k)/Q Fk) 
_ £z —2z-Fl-czAki(—1) 

Hisp pL sed i-a rr 13 

(z— 1)? +2Aki(z—-1) _ (2—1)+ 24k: 
(z— 1 F ui(z—10 (x —1) + zh 
z(1+Aki)—1 

ith y—1 














H(z)= 





H(z)= 





H(z)= 












9. 29 
1 
0.5 
id 
E 0 
-0.5 
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 
时 间 (s) 
a) 
锯齿 波 频 率 响应 
: T 
0.8 
Wong 
= 0.6 
0.4 
0.2 
0 -一 "— - 
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 
频率 (Hz) 
b) 
二 阶 均衡 器 
第 10 章 
10. 1 
10. 3 
10.5 ylkiykz) 一 一 aolyCi kz 一 1) 一 aioy(CRa — 1 2) 一 a119(ki —1,k2 — 1) 


— az, y Ci Pa 2,h;) — ào,2 Y Cki ,kz = 2) — às,2 y C = 2,k, — 2) 
其 中 ， 49,1770. 5, aio 770.5, ai ıı 770. 25, azo =— 0.1, aaz ==—0. 1, az, =— 0. 05 
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10:7 100 


ky 
888 #8 828 


o e 


10.9 H(z, z)— 





10. 11 





10.13 (a) 


50 

ky 
14-0. 527! +0. 5271 

1—0.252z;'z;! —0.52z;!z;7—0.5z; :wi +0. 2527? zi? 


60 





0 10 20 40 70 80 90 100 





10. 15 250 


100 





0 5 100 150 200 250 


nm 
水 平 条 纹 
a) 


100 


0 


50 


100 150 200 250 
n 


线性 调频 脉冲 
b) 


10. 17 


10. 19 


10. 21 


10. 23 


1.0000 1.4000 0.7000 

1.4000 2.9600 2.3800 0 

0.7000 2.3800 3.4500 2 
0 0.7000 2.3800 2 
0 0 0.7000 0 


cmu——Àst HÀ 
Gi 
II 
和 
BI 
III 
DII UL" | 
DIDI 
IBRSENSEEEENRERE 
LLLI, 
HII 
IBEBESESESREREE 
HI 
DIDIT 
ll 








0 


.7000 
.3800 
.4500 
.9800 


J 
L] 
* 
L] 
Li 
L] 
LI 
Li 
(i 
L] 
Ld 
L] 
L] 
LI 
Li 
H 


0 
0 


0.7000 
0.9800 
0.4900 


FFT 变 换 后 的 图 像 
b) 


XC 


图 a 利用 了 MATLAB 中 DCT 函数 。 图 b 利 用 FFT 的 结果 。 


N= 65; 
fe. .34 
[ti t2] = 


freqspace (N, 


'meshgrid'); 


r s sqrt (t1.*2 + t2:^2); 


Hw = .42 


+ 


.5*cos (pi*r)«.08*cos (2*pi*r); 


Hw(r » 1) 


0; 


figure (1) ;clf; 


mesh(t1, 


t2, 


Hw) ; 
a) 
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10. 25 理想 滤波 器 IFFT RE 


10. 27 





10. 29 理想 滤波 器 布 菜 克 曼 窗 
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加 窗 滤波 器 的 冲 激 响 应 最 终 滤波 器 





10. 31 理想 滤波 器 汉 明 窗 





一 1 -1 
a) b) 
加 窗 滤波 器 的 冲 激 响应 最 终 滤 波 器 





10.33 AAP 3 —12. 7388% 
10.35 ”对 于 频率 抽样 法 ， 阶 数 N= 二 46。 对 于 汉 明 窗 ， 窗 口 宽 度 为 26， 阶 数 为 25。 
10. 37 


帕克 斯 -麦克 莱 伦 滤波 器 过 渡 带 





帕克 斯 -麦克 莱 伦 FIR 滤 波 器 
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10.39 滤波 器 阶 数 为 64。 
原始 图 像 滤波 后 图 像 





a) b) 
10. 41 高 斯 噪声 点 滤波 后 图 像 





a) 
10. 43 同心 环 
a) 
第 11 章 
11. 1 窗 大 小 为 16 窗 大 小 为 32 






T 100 
a) 时 间 (s) 
窗 大 小 为 64 





0.8 
0.6 


100 o i) 
e à 


11.3 自身 的 内 积 为 1， 自 身 和 位 移 信 号 的 内 积 为 0。 


11.5 


尺度 a 
nea I ABA AO 





morl 连 续 小 波 变换 








3 
i 
m 
Chim 信 号 频率 范围 50~1000Hz， 左 边 是 只 度 标 注 ， 右 边 是 中 心 频率 标注 
morl 连 续 小 波 变换 morl 连 续 小 波 变换 
1290 5.5 
5 
1000 las 
% w E 
à * 3.5 
3 
2 7 n 25 
A 2 
lis 
200 1 


时 间 Cs) 
d) 
Chirmp 信 和 号 频率 范围 90 一 1000Hz， 左 边 是 尺度 标注 ， 右 边 是 中 心 频率 标注 





75Hz 方 波 利用 mexh 锯 齿 波 的 连续 小 波 变换 


0 dd dd ER OO PE 
STROCOTMTEL ACRE Te Ca T Ee eee es eee ee 





0.45 0.46 0.47 048 0.49 0.5 0.51 0.52 0.53 0.54 0.55 
BHH GO 
a) 





部 分 习题 答案 483 


484 数字 信号 处 理 及 MATLAB 仿真 


11. 11 


11. 13 


幅 值 





原始 信号 
= 0 
-1 - 
0 005 01 O15 02 025 03 035 04 
样本 
Haar 小 波 变换 的 近似 系数 
E, 
i 
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 
样本 
d Haar 小 波 变换 的 细节 系数 





样本 
a) 


原始 信号 


o 00 01 O15 02 02 03 035 04 
样本 
db2 小 波 变换 的 近似 系数 


幅度 


200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 
样本 
x dc db2 小 波 变换 的 细节 系数 


幅度 
e 


200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 


样本 
b) 


第 1 级 近似 系数 第 1 级 细节 系数 


T TEN 


dee 2500 


样本 





第 2 级 近似 系数 第 2 级 细节 系数 





第 4 级 近似 系数 第 4 级 细节 系数 











4n : 2 
oo — —t aM 
" po ee " 3 
2» i r " — Så " 
50 100 150 50 100 2480 
样本 样本 
第 6 级 近似 系数 第 6 级 细节 系数 
| : 
-2 22S ——À] 
20 40 60 80 
样本 
11. 15 
1 
2 
3 
x 4 
S 5 
6 
7 
8 M3 | 
~ 500 1000 1 500 2 000 2500 3 000 3 500 4 000 
b) 
11717 
15 
时 间 Cs) 
11. 19 间断 点 都 显现 出 来 。Haar 小 波 函 数 使 它们 变 得 最 明显 。 
11. 21 脉冲 序列 


重建 








-0.5 4 Me 
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 
样本 = 
a) fs 
正弦 信号 与 脉冲 序列 天 加 = 
gv -0.6 
0.5 -08 
0 a 





erai ciis si is, i : : 0.18 0.185 0.19 0.195 0.2 0.205 0.21 0.215 0.22 
0.15 0.16 0.17 0.18 0.19 0.2 0.21 0.22 0.23 0.24 0.25 时 间 (8) 
样本 
b) c) 
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11. 23 


11. 25 





Haar 连 续 小 波 变换 





500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 


时 间 〈 秘 ) 
b) 


重建 信号 





